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ECG2 - Maths approfondies Lycée Louis Pergaud

1 Suites réelles

Compétences attendues.

v Savoir identifier et déterminer ’expression explicite d’une suite géométrique, arithmétique, arithmético-

géométrique et d’une suite récurrente linéaire d’ordre 2 a coefficients réels.

v Savoir justifier la convergence ou la divergence d’une suite par monotonie ou théoremes de
comparaison.

v/ Savoir montrer que deux suites sont adjacentes, donc convergentes vers la méme limite.

v/ Déterminer la limite d’une suite par comparaison, manipulation d’équivalents.
A vous de vous assurer, & l'issue de chaque chapitre, que ces compétences sont bien acquises !

1.1 Exemples de suites réelles

— Propriété 1 (Suites arithmétiques, suites géométriques)
o Une suite (up)n>n, est dite arithmétique lorsqu’il existe r € R tel que :
VneN, n>ng, Upyl = Uy +T.

@ Ezpression explicite : pour tout n € N avec n > ng, un, = up, + (n — no)r.

o Une suite (up)n>n, est dite géométrique lorsqu’il existe ¢ € R tel que :

Résultat important

a bien regarder !

V’I’LEN, n 2 ng, Un+1 = qUp.

Ezxpression explicite : pour tout n € N avec n > ng, up = ¢" ™ up,.

Définition.
Une suite (u,)nen est dite arithmético-géométrique lorsqu’il existe (a,b) € R% a # 1, tel que :

VneN, u,y1 =au, +b. (1)

% Méthode. Expression explicite d’une suite arithmético-géométrique.

Pour obtenir ’expression explicite d’une suite arithmético-géométrique (uy,), on procédera comme
sutt :

(i) on cherche le point fixe, c’est-a-dire le réel o € R tel que :
a = aa +b. (2)
(i) En faisant (1) — (2), on obtient :
VneN, (upt1 —a) =alu, — ).
On pose alors, pour tout n € N, v, = u, — . La suite (vp)nen est géométrique de raison a.

(iii) On donne lexpression explicite de (vp)nen, et on en déduit celle de (un)nen-
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Exercice. On considere la suite (u,)n>0 définie par ug = 1 et pour tout n € N :
Upt1 = —Up + 4. (1)

Déterminer 'expression explicite de (uy,).

% Rédaction.
Toujours commencer par bien identifier le « type » de suite auquel on a affaire, et donc le
résultat de cours qu’il faudra utiliser.
On est ici dans le cas d’une suite arithmético-géométrique. On en cherche le point fixe :
a=—-a+4 (2 & a=2.
En faisant & présent (1) — (2), on obtient que pour tout n € N :
(Upt1 — @) = —(up — @) & Vpy1 = —Up
en posant v, = u, — . Ainsi (v,) est une suite géométrique de raison (—1). On en déduit que :
VneN, v, =(-1)"w = (-1)"(1-2) = (-1)""
et donc l'expression explicite de (uy,) :

VneN, wu,=uv,+a=(-1)""+2

— Propriété 2 (Relation de récurrence linéaire d’ordre 2 a coefficients réels)

Une suite (up)nen satisfait une relation de récurrence linéaire d’ordre 2 d coefficients réels
s'il existe (a,b) € R? tel que :

Vn €N, upio = aupyr + buy,.
Expression explicite : On résout I’équation caractéristique 22 = ax + b.

e Sl y a deux solutions réelles distinctes a1 et xo, alors il existe (o, 3) € R? tel que
pour tout n € N, u,, = ax} + fzy.

e Sl y a une unique solution réelle xg, alors il existe (o, 3) € R? tel que pour tout
n €N, u, = (o + fn)xg.

Pour déterminer « et 3, on utilise deux termes de la suite (habituellement uy et uy).

Exercice. Etude de la suite de Fibonacci.
Soit (Fp)nen la suite définie par Fy =0, F; =1 et :

V?’LGN, Fn+2:Fn+1+Fn-

Déterminer une expression explicite de F}, en fonction de n.
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Remarquons tout d’abord qu’il s’agit d’une suite récurrente linéaire d’ordre 2 a coeflicients con-
stants. On résout son équation caractéristique :

2?=r+1 & 2>2-z-1=0.

Posons P(x) = 2 — x — 1. P admet deux racines réelles distinctes x; = 1—T\/5 et x9 = 1+2

D’apres le théoréme précédent, on peut donc affirmer I'existence de (X, 1) € R? tel que :

2

15

VneN, F, =Xzl + pzy

Les cas n = 0 et n = 1 conduisent a résoudre le systéme (E) : { i;_ i Za:o 1
1 2 =
Or : .
= — A - 7=
(F) K A = V5,
AMxr —x2) =1 ==
1+v5\" [1-v5\"
1A . - 1 _
D’ou finalement : YneN, F,= 7 [( 5 ) < 5 ) ]

1.2 Convergence des suites réelles

Définition.

e On dit que (uy,) converge vers ¢ € R si tout intervalle ouvert contenant ¢ contient les u,, pour
tous les indices n, sauf pour un nombre fini d’entre eux, ce qui s’écrit en termes quantifiés :

Ve>0,3dngeN, VneN, n>nyg = |u, — ¢ <e.

@ff' e On dit que (uy,) tend vers 400 si pour tout réel a, les u, sont strictement plus grand que
a pour tous les indices n, sauf pour un nombre fini d’entre eux, ce qui s’écrit en termes
Plus difficile, quantlﬁés .
pour aller plus loin| VaeR, dng e N, Vn e N, n > ng = u, > a.

e On dit que (uy) tend vers —oo si pour tout réel b, les u,, sont strictement plus petit que b pour
tous les indices n, sauf pour un nombre fini d’entre eux, ce qui s’écrit en termes quantifiés :

VbeR, dng e N, Vn e N, n >ng = u, <b.

N=9

Convergence de la suite (uy) vers € : pour tout n > N, uy est dans la « bande » [{ —e,{ + €.
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P
Le saviez-vous ?

La notion de limite est restée tres intuitive durant de nombreux sie-
cles. On en trouve les premieres traces dans les arguments du philosophe
Zénon d’Elée (5°"¢ siecle avant J.-C.). 1l fallut cependant attendre la
fin du 18*"¢ pour qu’une premiére tentative de définition soit proposée
par lencyclopédiste Jean D’Alembert (1717 - 17s3), mais elle était fort impré-
cise. Au début du 19°™¢ siecle, Augustin-Louis Cauchy (i7so - 1s57), dans son
Cours d’Analyse de Ecole royale polytechnique, en donne une définition
satisfaisante. Cependant, il manquait a tous ces savants une construction
précise de I'’ensemble des nombres réels. Ceci fut ’ceuvre, entre autres,
de Karl Weierstrass (is15 - 1s07), ce qui lui permit d’introduire la définition

précédente, que nous utilisons de nos jours.
\§

Augustin-Louis

Cauchy (1789 - 1857).

vers /.

— Propriété 3 (de convergence a partir des suites extraites paires et impaires)

Si (ugp) et (ugn41) convergent vers la méme limite ¢ € R, alors la suite (u,) converge

— Propriété 4 (de passage a la limite dans les inégalités)

Si u, < v, a partir d’un certain rang, alors £ < /’.

Soient (u,) et (v,) deux suites convergentes vers des limites finies £ et ¢’ respectivement.

& Mise en garde.

Les inégalités strictes deviennent larges en passant a la limite. Par exemple, on a
n

tout n € N, mais lim =0#0.

n—+oon + 1

+1

> 0 pour

Théoréme 5 (de la limite monotone)

o Toute suite croissante et majorée converge.
Toute suite croissante et non majorée diverge vers +oo.

o Toute suite décroissante et minorée converge.
Toute suite décroissante et non minorée diverge vers —oo.

Théoréme 6 (d’encadrement ou des gendarmes)

Soient (un)neN, (Un)nen €t (wp)nen trois suites vérifiant :

(1) uy < v, < w, a partir d’un certain rang ;

Alors (vp,)pen converge et lim v, = £.
n—-+o0o

(2) les suites (up)nen et (wn)nen convergent vers la méme limite £ € R.
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& Mise en garde.

Il ne faut pas confondre le théoréeme des gendarmes et le théoreme de passage a la limite dans
les inégalités, dont les hypotheses et les conséquences sont tres différentes.

e Pour appliquer le théoréme de passage a la limite dans les inégalités, il faut savoir au
préalable que toutes les suites convergent.

e Le théoréeme des gendarmes est d’une autre nature et démontre deux choses : la conver-
gence de la suite encadrée et la valeur de sa limite.

— Propriété 7

Soient (uy) et (vy) deux suites réelles.

[ un < v, a partir d’un certain rang | i
e Dl . alors lim v, = 400.
lim wu, = +o0o ’ n=—too ¥
n—-+o0o
Si Uy < vy & partir d’un certain rang | i
e Si . alors lim wu, = —o0.
lim v, = —© ’ notroo M
n—+4o00

Définition.

On dit que deux suites (uy,) et (vy,) sont adjacentes si :

(1) (uy) est croissante ; (2) (vyp) est décroissante ; (3) (up — vy) converge vers 0.

Théoréme 8 (des suites adjacentes)

Soient (uy) et (vy,) deux suites adjacentes. Alors elles convergent vers la méme limite
{ € R, et on a de plus :

VneN, u, </l<u,.

1.3 Relations de comparaison des suites

Dans toute cette section, on suppose que les suites considérées ne s’annulent pas (de sorte que le

quotient de deux suites est toujours bien défini).

Négligeabilité

Définition.

On dit que (uy,) est négligeable devant (v,) si la suite <un> converge vers 0. On écrit alors
v

n

un, = o(v,) (notation due au mathématicien Edmund Landau (s77 - 1938)).
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% Méthode. Comment montrer que u, = o(v,) ?
. N (g L. . U
Pour montrer que u, = o(v,), on reviendra a la définition en vérifiant que lim —- = 0.
n—-+oo Un
Remarques.

o u, = o(vy) si, et seulement si, il existe une suite (&,,) telle que

Up = EpUn.

lim e, =0 et pour tout n € N,
n—-+oo

. . . U cs . N .
e u, = o(1) si, et seulement si, lim —- =0, ce qui équivaut & lim wu, = 0.
n—+4oo 1 n—-+oo

Théoreme 9 (des croissances comparées)

Soit (a, B,q) € R avec a, B > 0, et ¢ > 1.

In(n)’ =0, n*=o0(¢"), ¢"=o(n!), n!=o(n").

Preuve. Seule la derniere n’a peut-étre pas été prouvée en premiere année. L’idée est de remarquer
quen!=1x2x---xnetquen™=nxnx---xn, et que donc :
—_——— —_

n termes n termes
n! 1 2 n—1n
— = - —... - — 0.
nm n. o n n n n—+oo
~—~
— 0 <1
n—-+oo

Remarque. En notant u, < v, au lieu de u,, = o(v,), le résultat précédent se récrit :

In(n)? < n®* < ¢" < nl < n"

| 1
Exercice. Montrer que H(;’L) =o0 (2)
n n

Etudions si le quotient tend bien vers 0 :

S )
% o n n—-+400

. ) .. In(n) 1
par croissances comparées. Ainsi —== = o ( — |.
n

& Mise en garde.

La notation o(w,) ne désigne pas une suite particuliére mais toute suite possédant la propriété
d’étre négligeable devant (w,,). Ainsi, u, = o(wy,) n’est pas une vraie égalité : si u, = o(wy) et

In(n)

v, = o(wy), on n’a pas nécessairement u, = v,. Par exemple, on vient d’établir que T =
n

nd’

1 . , . 1 1 In(n) 1
0| — ), et on montrerait en procédant de méme que — =o | — |, alors que —5 #*
n n n n
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Equivalence
Définition.

On dit que (up)nen est équivalente a (vn)neN, et on note u, ~ vy, si la suite (ﬁ) converge vers
1. On note alors u, ~ v,.

Remarques.

e Soit £ € R*. u,, — ¢ si, et seulement si, u, ~ £. Ceci n’est en revanche pas vrai si £ = 0 : selon
notre définition, une suite n’est jamais équivalente a la suite nulle, de sorte qu’on n’écrira jamais
Uy ~ 0!

e On a (et il est utile de retenir) que :
Up ~ Uy = Up — Uy =0(v,) (ou encore u, = v, + o(vy,))

puisque :

Uy ~ Uy & lim u—"zl@ lim (u"—1>:0<:> lim (un_vn):()@un—vnzo(vn).
Uy,

n—-4o0o Un n—-+oo Un n—-+oo

o Si up ~ vy, alors (u,) et (v,) sont de méme signe a partir d’un certain rang. En effet, si

U
. n n N . . . A . N
hrf — =1, alors — > 0 a partir d'un certain rang et u, et v, sont bien de méme signe a
n—-+0o0o 'Un n

partir de ce rang.

— Propriété 10 (Opérations sur les équivalents)

Soient (uy), (vy), (wy) et (t,) quatre suites telles que uy, ~ wy, et vy, ~ t,. Alors :
o Uy X Up ~ Wy Xty ; -pourtoutk:ENﬁxé,u’fwafL;
Up W o si (up) et (wy) sont a termes positifs,
ot pour tout a € R fixé, uf) ~ wy.
& Mise en garde.
Ce sont les seules opérations autorisées pour les équivalents. Ainsi :
e on ne simplifie jamais une constante dans un équivalent : par exemple ;:f:_ln ~ %, mais
ony1 L
3 .
3ns+n n

e ~ n’est pas compatible avec la somme : par exemple, n+1 ~ n+ 2 et —n ~ —n, mais

1 2.
e ~ n’est pas compatible avec la fonction logarithme : par exemple, 1 + % ~ 1+ #, mais
m(1+3) 1
ln(l—i—%) wln(l—k%) puisque ———4% ~ 1 =n » L.
1 1
e ~ mn’est pas compatible avec la fonction exponentielle : par exemple, n + 1 ~ n, mais
en+1
et o e™ puisque =e-» 1.




ECG2 - Maths approfondies Lycée Louis Pergaud

Si on souhaite un équivalent d’une somme ou d’une composée, on effectuera un développement
limité.

Exercice. En utilisant des équivalents, déterminer la limite de la suite (u,) de terme général u,, =

(2n—3)In (Zii)

Commencons par noter que 2n — 3 ~ 2n et que :
241 1
ln(n+3):ln(n+ + )zln(l—i— )
n+ 2 n—+ 2 n—+ 2

Puisque lim =0et In(l14+u) ~ wu (équivalent usuel, voir section 2.4), il suit :
n—-+oo n + 2 u—0

1 1 1
n—+ 2 n-+ 2 n

Par produit (opération qui est bien compatible avec les équivalents !), on obtient :

1
unw(Qn)XE:Z

Ainsi u,, ~ 2, et la suite (u,) converge vers 2.

& Mise en garde.

Beaucoup trop d’erreurs sont commises sur les relations de comparaisons, notamment sur les
équivalents. Si vous avez le moindre doute sur un équivalent, faites le quotient (éventuellement
au brouillon) et vérifiez qu'’il tend bien vers 1 !

2 Fonctions réelles d’une variable réelle

Compétences attendues.

v Etudier la continuité d’une fonction en un point, prolonger une fonction par continuité en un
point.

v Déterminer la limite d’une fonction a l'aide de comparaisons et d’équivalents usuels.

v Savoir appliquer le théoréme de la bijection pour montrer I’existence et 1'unicité d’une solution
d’une équation.

v Etudier la dérivabilité d’une fonction en un point, le caractére €.

v Savoir étudier les variations d’une fonction de la variable réelle (domaine de définition, calcul de
la dérivée, tableau de variations, limites aux bornes du domaine, asymptotes éventuelles).

v Savoir calculer le développement limité d’une fonction par somme ou produit des DL usuels, et
en déduire une limite ou un équivalent.

v Montrer qu'une fonction est convexe/concave en étudiant le signe de sa dérivée seconde, et en
déduire des inégalités de convexité (positions relatives courbe/tangente et courbe/corde).
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2.1 Fonctions trigonométriques
Définition.

Soit x € R. Dans un plan muni d’un repére orthonormé direct (O,1 on considere le cer-

cle unité ¢ et M le point de € tel que l'angle orienté de vecteurs (i, OM) ait pour mesure x.

e On appelle cosinus du réel x, et on note
cos(x), Iabscisse du point M.

e On appelle sinus de x, et on note sin(x),
I'ordonnée du point M.

o Lorsque z € R\ {§ + kn, k € Z}, on appelle
tangente de x, et on note tan(zx), 'ordonnée
de P, point d’intersection de la droite (OM)
avec la tangente a % au point A. Par le
théoreme de Thales dans le triangle OAP, on
obtient tan(z) = ()

cos(x)

Les valeurs remarquables des fonctions trigonométriques sont & connaitre.

S U I A O
cos(z) | 1 § g 110]-1
sin(z) [0 L | 2] ¥3 110
tan(z) [0 = | 1 3 ! 0

11 faut également savoir retrouver les relations suivantes par une lecture efficace du cercle trigonométrique.

cos[E +x] = —sin(x) cos(g—x) =sin(x)
2 z 2

sin(E +x) = cos(x) E+x E_x sin[z—x] = cos(x)

2 O R 2

COS (7T — X) = —cos(x) HeX Gomm e e - 3 _________ 3 _______ » x
sin (7 — x) = sin(x) f! ‘ ‘ \
€os (7 + x) = —cos(x) ex I"‘-\_} _______________________ l-""‘ y cos (—x) = cos(x)
sin (7 + x) = —sin(x) sin (—x) = —sin(x)

10
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— Propriété 11
o Pour tout x € R, cos(x) € [-1,1] et sin(z) € [—1,1].
e Pourtout z € R: cos?(z) + sin®(z) = 1.

« Pour tout (a,b) € R? :

cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b) ; sin(a + b) = sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a).

Remarque. En prenant a = b dans les formules précédentes, on obtient pour tout a € R :

cos(2a) = cos?(a) — sin?(a) = 2cos?(a) — 1 = 1 — 2sin?(a) et sin(2a) = 2sin(a) cos(a).

— Propriété 12
o La fonction cosinus définie sur R par x +— cos(z) est paire et 2w-périodique.
o La fonction sinus définie sur R par z — sin(x) est impaire et 2m-périodique.

 La fonction tangente définie sur R\ {§ + kn, k € Z} par x — tan(z) est impaire et
m-périodique.

Cgsin

ol
V)
SF

-1

Courbes représentatives des fonctions sinus, cosinus et tangente.

2.2 Limite et continuité d’une fonction d’une variable

Dans toute la suite, f est une fonction définie sur un intervalle I a valeurs dans R, x( est un élément

ou une extrémité de I.
Définition.

On dit que f admet £ € R pour limite en xq si :
Ve>0,3a>0,Veelnzg—a,x0+a, [flx)—{ <e.

On note alors lim f(z) = ¢.
T—T0

dira que f se prolonge par continuité en g en posant f(xg) = £.

On dit que f est continue sur I si f est continue en tout point de I.

Lorsque xg appartient a I, on dira que f est continue en xg, et dans ce cas £ = f(zg). Sinon on

11
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Remarque. Cette définition s’étend au cas ou f est définie sur I\ {x(}, aux limites & droite lim+ f(x)
CL’*}IO
et a gauche lim f(z). On définit de maniére analogue les limites en +o0o et les limites infinies.
Ty

On révisera si nécessaire les opérations sur les limites (somme, produit, quotient et composée).

Propriété 13 (Limites usuelles en 0)

In(1 r—1 i
g BEHD) € T P LG
z—0 x z—0 X z—0 X
Preuve. I s’agit de limites de taux d’accroissements en 0. Par exemple, pour
f:x—In(l+ z) qui est dérivable en O :
— f(0 1 In(1
TG e O S S TP TG
z—0 x—0 1+0 z—0 T
On procéde de méme pour les deux autres limites. O

— Propriété 14 (Caractérisation séquentielle de la limite)

On suppose que lim f(z) existe et vaut £ € R U {xoo}. Alors, pour toute suite (uy)
T—T0

d’éléments de I convergeant vers xg :

lim  f(uy) = 4.

n—-+00

En particulier, si f est continue en z( et si la suite (u,) converge vers xg, alors la suite
(f(uy)) converge vers f(zp).

% Méthode. Comment montrer qu’une limite le f(x) n’existe pas 7
T—x0

On cherche a contredire la caractérisation séquentielle de la limite : pour cela, on cherche deux

suites (uy) et (vy,) convergeant vers xq et telles que lim f(uy) et lim f(v,) existent et sont dis-
tinctes.

Exercice. Montrer que la fonction f : x — cos(x) n’a pas de limite en +oo.

On utilise la (contraposée de la) caractérisation séquentielle de la limite. Considérons les suites
(up) et (vy,) définies par :
VneN, wu,=2nm et wv,=2n+1)7.

Ces deux suites tendent vers +o0o, et satisfont de plus :

flup) =cos(2nm) =1 — 1 et f(v,) =cos((2n+ 1)7) =cos(m) =—-1 — —1.

n—-+00 n—-+o0o

Puisque —1 # 1, on peut donc conclure par la proposition précédente que f n’a pas de limite en
+00.

12



ECG2 - Maths approfondies Lycée Louis Pergaud

Exemple. Limites éventuelles des suites récurrentes u, 1 = f(uy).

Soit f : [a,b] — [a,b] une fonction continue, et soit (u,) une suite définie par :
up € [CL, b] et VneN, uy1 = fun) (%)

Si (u,) converge vers une limite finie £ € R, alors cette limite est nécessairement un point fize de f
sur [a, b], c’est-a-dire :

0= f(0).

En effet puisque f est continue, on obtient en passant a la limite quand n — 400 dans () que £ = f(¢)
(par caractérisation séquentielle de la limite).

@'4}’ Pour aller plus loin.

Pour I’étude des suites récurrentes d’ordre 1, je vous renvoie au

IZ" Complément de cours 0. Méthodes d’étude d’une suite récurrente d’ordre 1.
disponible a ’adresse mathieu-mansuy.fr/ecg?2.

— Propriété 15 (Continuité en un point)

f est continue en xg € I si, et seulement si, f admet une limite & gauche et une limite a
droite en z( et que

lim f(z) = f(zo) = lim_f(2)

.’L‘%IO .’E‘)ﬁo

Exercice. Montrer la continuité de la fonction f définie sur R par :

1
ez siz>0
T) = .
/(@) {0 sixzx <0

Elle est continue sur R_ car constante, et sur R comme composée de fonctions continues. On
vérifie la continuité en O :

lim f(z)=f(0)=0 et lim f(z)= lim e 5 = 0.

z—0— z—0t z—0t

Donc f est bien continue en 0, et donc sur R.

Exemple. La fonction partie entiére.
Rappelons que la partie entiére d’un réel x, notée |x], est le plus grand entier inférieur ou égal a x.
Ainsi :

|0j]=0 , [2,5/=2 , |=x|]=3 , |-7=-4

Rappelons également les inégalités définissant la partie entiere de x :

VeeR, |z]<z<|z]+1

Ces inégalités sont tres utiles en pratique puisqu’elles permettent dans beaucoup de situations
de se défaire de la partie entiere. Il faut donc parfaitement les connaitre et penser a s’y ramener.

13
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Tragons la courbe représentative de la fonction partie entiere f : z € R — |x].

y
Cr
2 4 ° (
1 —
+ + . t + X
—2 —1 1 2 3
e
- ( -2

Etudions la continuité de f en 0 :

lim f(z)= lim —1=-1 et lim f(z)= lim 0=0.

z—0— —0~ r—0t

z—0t

Puisque lim f(z) # f(0), la fonction partie entiére est discontinue en 0. On peut préciser en disant
z—0~

qu’elle est discontinue & gauche en 0, et continue & droite en 0 (puisque lil%l+ f(z) = f(0)). Plus
T—

généralement, la fonction partie entiere est continue a droite en tout point de R, mais n’est continue

a gauche qu’aux points de R \ Z.

— Propriété 16 (Prolongement par continuité)

On suppose que zg € I et que f est définie sur I \ {x¢}.

et sont finies, et que ces limites sont égales.

f est prolongeable par continuité en x( si, et seulement si, lim f(x) et lim f(x) existent

Si on note ¢ cette limite commune, alors f se prolonge par continuité en posant f(zg) = ¢.

— +
l’—}l‘o I%J?O

Exemple. La fonction sinus cardinal.

Considérons la fonction f définie sur R* par f(z) = sm(x).

[ est continue sur R et sur R* comme quotient de fonctions
continues. De plus :

lim f(x) =1= lim f(z).

z—0— r—0t

Par le résultat précédent, f est donc prolongeable par continuité
en une fonction continue sur R en posant f(0) = 1. Cette
fonction s’appelle communément le sinus cardinal.

Exemple. La fonction puissance.

Soit o € R. On définit la fonction puissance po sur R’ par :

Pa (l’) — @ In(z)

X
5 3 —-1| 1 3\_ 5%

Courbe représentative de la fonction
sinus cardinal.

, qu’on notera z.

14



ECG2 - Maths approfondies Lycée Louis Pergaud

La fonction p, est continue sur R* comme composée de fonctions qui le sont. De plus :

0 sia>0
lirg+ ecln(@) — 0 q sia=0.
xr—r

+o0 sia<0

Ainsi lorsque a > 0 (resp. a = 0), p, peut étre prolongée par continuité en 0 en posant p,(0) = 0
(resp. pa(0) = 1), ce qui se récrit 0% = 0 (resp. 0° = 1). Si a < 0, la courbe représentative de p,
admet une asymptote verticale d’équation = = 0.

Notons qu’ici, il nous a suffit de regarder la limite a droite puisque p, n’est pas définie « a gauche de
0 ».

2.3 Théorémes d’existence de limites

— Propriété 17 (de comparaisons)

Soient f,g,h : I — R telles que :
Veel, g(x)< f(z) < h(z)
Soit zp un point ou une extrémité de I (éventuellement +00).

o Théoreme des gendarmes. Si g et h admettent une limite finie £ € R en zq, alors
lim f(z) existe et vaut /.
T—rT0

o Si xhﬂrg() g(x) = 400, alors xlggo f(z) existe et vaut +oo.

e Si f et h admettent £ et ¢/ pour limites finies respectives en xq, alors £ < ¢'.

— Propriété 18 (de la limite monotone)

Soit f une fonction croissante® sur un intervalle 1.
o Supposons que I =|a, b] avec —c0 < a < b < +00.

— Si f est majorée, alors f admet une limite finie en b.

Sinon f diverge vers +oo.

— Si f est minorée, alors f admet une limite finie en a.

Sinon, f diverge vers —oo.

e Soit xg € I. La fonction f admet une limite & gauche et a droite en xg, et :

lim f(x) < f(z0) < lim_f(a).

JI—)J?O .Z’%JTO

“Le cas d’une fonction décroissante s’énonce de maniere analogue.

2.4 Relations de comparaison

Dans toute cette section :

e [ désignera un intervalle réel non vide et non réduit & un point, ¢ un point ou une extrémité de
I (éventuellement +00), & désignera I ou I\ {a} ;

15
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e toutes les fonctions considérées seront supposées continues sur Z a valeurs dans R, et supposées
non nulles sur I\ {a} (de sorte que le quotient de deux fonctions est toujours bien défini sur

I\ {a}).

Négligeabilité

—< =0.

Définition.
Soient f et g: 2 — R. On dit que f est négligeable devant g au voisinage de a si lii)n fE:E; =
z—a g(x

On note alors f(x) = o(g(x)).

Théoreme 19 (des croissances comparées)

Equivalence

Définition.
f(z) 1. On

Soient f et g: 2 — R. On dit que f est équivalente a g au voisinage de a si lim

note alors f(z) s g(z) ou f ~g.

Remarque. Si P:x € R — apaP —|—ap_1:vp*1 +- -+ aqx? (p > q) est une fonction polynomiale, alors :

P(x) e apz? et P(z) ot aqx?.

— Propriété 20 (Equivalents classiques au voisinage de 0)

pour tout o € R*

x [0
{5 e"—1 ~ =z In(l+2z) ~ x 1+2)* =1 ~ ax
W z—0 ( )x—>0 ( ) z—0
2
sinx ~ =z 1—cos(z) ~ — tanx ~ x arctanz ~
z—0 z—0 2 z—0 z—0

— Propriété 21 (Opérations sur les équivalents)
~ U(‘T)v

Soient f, g , u, v quatre fonctions définies sur 2. Si f(x) ~ g(x) et si u(x) ~
r—a r—a

alors :
e VDEN, f(2)P ~ g(x)F;

r—a

e pour a € R, et si f* et g* sont bien
définies sur 2, alors f(x)® ~ g(x)“.
r—a

~—
Q

—~
8

~—

fx

u(z) v>a v
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& Mise en garde.

L’équivalence n’est pas compatible avec la somme ou la composition avec les fonctions
In ou exp. Si on souhaite obtenir un équivalent d’une somme ou d’une composée, on effectuera
un développement limité.

2.5 Image d’un intervalle par une fonction continue

Théoreme 22 (des valeurs intermédiaires)

L’image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle.

Autrement dit, si I est un intervalle et f une fonction continue sur I, alors pour tout
a,b € I avec a < b, et pour tout y entre f(a) et f(b), '’équation f(x) = y admet au moins
une solution dans [a, b)].

— Propriété 23 (des bornes atteintes)

Une fonction continue sur un segment est bornée et atteint ses bornes.

En particulier, I'image d’un segment [a, b] par une fonction continue est un segment et les
bornes sont atteintes :

Ja, B € [a,b], f(a)= min f(z) et f(B) = max f(x).

x€[a,b] z€[a,b]

Théoréme 24 (de la bijection)

On suppose f continue et strictement monotone sur un intervalle . Alors :

o f réalise une bijection de I sur Uintervalle J = f(I).

Autrement dit, pour tout y € J, I'équation f(z) = y admet une unique solution
dans I.

o En notant f~! sa bijection réciproque de J sur I, on a :

— pourtout x € I et y € J,

En particulier :
—1 -1
foof@)=x et fof T (y)=uy.
— f~! est continue sur J et a méme sens de variation que f ;

— dans un repere orthonormé, les courbes €y et -1 sont symétriques par rapport
a la droite d’équation y = x.

R — R
Exemple. La fonction f : v o g2 n’est pas bijective : elle n’est ni injective (car f(—1) =

f(1) = 1), ni surjective (car —1 n’a pas d’antécédent par f).
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Considérons la restriction de f sur Ry : elle est continue et strictement croissante sur Ry & valeurs
dans l'intervalle f(Ry) = R;. Par le théoréme de la bijection, f réalise une bijection de R sur Ry.
On appelle sa bijection réciproque la fonction racine carré, notée f~':x € Ry — y/z. Toujours par
le théoreme de la bijection, ,/~ est continue et strictement croissante sur R..

Notons enfin que la fonction racine carrée n’est autre que p; /2 buisque p; /2(0) = 0, et que pour tout
x>0: ) .
fopipp(r) = f(e2 W) = (e2MW)2 = @) =5 = pyo(z) = 7 (2).

Y
(gf
3 y==
2 //// (6)'71
11 /
N N N ‘ N N N €T
-3 -2 -1 0 1 2 3

Courbes représentatives des fonctions carré et racine carré,
symétriques par rapport a la droite y = x.

% Méthode. Expression de f~'.

On pourra dans certains cas obtenir une expression explicite de f~'. Pour cela, on fize y € J,
on résout l’équation y = f(z) d’inconnue x € I, et on montre qu’elle posséde une unique solution

z=f"Hy).

Exercice. On considere la fonction f : z € R — T Montrer que f réalise une bijection de R

e$

dans un intervalle J & préciser, et déterminer sa bijection réciproque.

La fonction f est continue sur R comme composée et quotient de fonctions continues dont le
dénominateur ne s’annule pas. Elle est de plus dérivable sur R pour les mémes raisons, de dérivée
donnée par :
! ex
Vr e R ) =———7"—"= <0.

Donc f est strictement monotone (décroissante) sur R. De plus, on a lim f(z) = 1 et
Tr—r—00
liIJIrl f(x) = 0. Par le théoréme de la bijection, f réalise une bijection de R dans l'intervalle
T—>+00

J =]0,1].

Tentons de déterminer une expression explicite de f~!. Soit pour cela y €]0,1], et résolvons
I'équation y = f(z) d’inconnue z € R :

1 1 1—y 1—y
= & y= Sye"+l)=1 & f=--1=— & =1 ()
y=1f(z) &y ] ye*+1)=1 & e ; y ekl

Y70 Ll N1

1—
Ainsi, la bijection réciproque de f est f~1:y €]0,1[~ In (y)
Y

18
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2.6 Dérivation

Définition.

Soit f : I — R une fonction et a € I. On dit que f est dérivable en a si son taux d’accroissement
ena:

I\{a} - R
Ta(f) : f(z) = f(a)

x —
r—a

admet une limite finie en a. Cette limite, lorsqu’elle existe, est la dérivée de f en a. On la notera

f'(a).

Interprétation géométrique. Fixons a € I et considérons m € I, m # a. On note A(a, f(a)) et
M(m, f(m)) un point distinct de A appartenant a la courbe représentative de f.

A

]
Rappelons que la droite (ou corde) (AM) a pour équation cartésienne :
m) — f(a
y= LM =D 4 ),
m-—a

Par définition, f est dérivable en a si, et seulement si, le coefficient directeur de la corde (AM) admet
une limite finie quand m tend vers a.

Dans ce cas, la position limite de la droite (AM) lorsque M tend vers A est la tangente & € au point
A. Son coefficient directeur est donc f’(a), et son équation cartésienne est :

y=f(a)(z —a)+ f(a).

Définition.

Soit f : I — R une fonction et a € 1.

f(z) — f(a)
x—a

a droite (resp. a gauche) en a. Si elles existent, on note alors ces limites f;(a) et fg(a), appelées

dérivées a droite ou d gauche de la fonction f en a. On appelle alors demi-tangentes a droite et a

gauche a la courbe les demi-droites définies respectivement par :

On dit que f est dérivable a droite (resp. a gauche) en a si x — admet une limite finie

r>a et y= fyla)(z—a)+ f(a),

r<a et y=fla)(zr—a)+fla)
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Remarque. Lorsque le taux d’accroissement a pour limite I'infini a gauche ou a droite, on parle de
demi-tangente verticale.

— Propriété 25
Soit f : I — R une fonction et a € I qui n’est pas une extrémité. On a 1’équivalence :

f est dérivable a gauche en a
f est dérivable en ¢ < f est dérivable a droite en a

fola) = fa(a)

Dans ces conditions, on a f'(a) = f;(a) = fj(a).

Remarque. Si a € I est extrémité inférieure (resp. supérieure) de I, f est dérivable en a si, et
seulement si, f est dérivable a droite (resp. a gauche) en a.

Exemple. On sait que la fonction valeur ab-
solue f : x — |z| est continue sur R. Etudions
sa dérivabilité en O :

(l/)/)f

-1 siz—0"

lz| —[0] |zl { 1 siz—0t
—_— = —
z—0 T

=N W R Ot

La fonction valeur absolue est donc dérivable a
gauche et a droite en 0, de dérivées a gauche et —5 —3 1 1 3 5
a droite égales a —1 et 1. Elle n’est par contre
pas dérivable en 0.

Courbe représentative de la fonction valeur
absolue.

Propriété 26 (La dérivabilité implique la continuité)

Si f est dérivable en a, alors f est continue en a.

& Mise en garde.

La réciproque est fausse : une fonction peut étre continue en un point et non dérivable en ce
point. Par exemple, la fonction valeur absolue est continue en 0 et non dérivable en 0.

Définition.
Soit f une fonction définie sur un intervalle I & valeurs dans R.
e Ondit que f: I — R est dérivable sur I si elle est dérivable en chaque point de I. On définit

I —- R

alors la fonction dérivée de f, notée f’, par f’: { v o flo)

e On dit que f est de classe €' sur I si f est dérivable sur I et si f’ est continue sur 1.

On note €1 (I) 'ensemble des fonctions de classe € sur I.

Remarque. Une fonction dérivable n’est pas nécessairement de classe ¢ (la dérivée peut ne pas étre
continue).

20
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Exemple. Soit o € R*. La fonction puissance p, : * € R} + 2% = e In(z) est de classe €' sur R%
comme composée de fonctions qui le sont sur cet intervalle, et pour tout = > 0 :

p;(x) _ gealn(x) _ ae(a—l)ln(m) — az® L
x

On a vu de plus que pour a > 0, p,, est prolongeable par continuité en 0 en posant p,(0) = 0. Etudions
sa dérivabilité en 0. Pour tout x > 0 :

+o00o si0<ax<l1
Pa(x) —pa(0) _ 2 _ ™ (1) o=
x—0 _x_eln(x) =€ xgﬁ' 1 sta=1
0 sia>1

On en déduit que :

e si 0 < a < 1, py n'est pas dérivable en 0, et sa courbe représentative admet une tangente
verticale en O ;

o si > 1, p, est dérivable sur Ry et p/ (0) = 0 (resp. 1) si @« > 1 (resp. a = 1), et méme de
classe €' sur Ry car :

1 sia=1
li / — 1 (a=1)In(z) _ — 2 (0).
i, po(e) = lim ac 0 sias1 el

Faisons la synthese des résultats obtenus sur la fonction puissance.

#5 A retenir. La fonction puissance.

Soit a € R. On appelle fonction puissance d’exposant a la fonction p, définie sur R par :

aln(z)

palz) =€ , qu’on notera z“.

e Soit a@ € R*. La fonction puissance d’exposant a est continue et dérivable sur R* , et pour

tout x € Ri :

Po(x) = ax

a—1

e Sia> 0, la fonction p, peut étre prolongée par continuité en 0 en posant p,(0) = 0.

e Si0 < a <1, py n’est pas dérivable en 0, et sa courbe représentative admet une tangente
verticale en 0.

e Sia>1,p, estdeclasse €1 sur Ry avec p/, (0) = 0.
On retiendra les différentes allures de la courbe représentative de p,, selon la valeur de a.

Y
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2.7 Dérivées usuelles

Ensemble de

Lycée Louis Pergaud

. .
fram . frrom dérivabilité
acR 0 R
™, n e N* na™ ! R
", n ez na™ ! R*
a0 e R\Z azr®! 10, 4+o00]
1
In(x) - 10, +o0]
exp(z) exp(z R
cos(z) —sin(x) R
sin(x) cos(z) R
1 s
tan(x) 1+ tan(z)? = cos(2)? R\ {5 +kn, ke Z}
1
R
arctan(z) 22

2.8 Opérations sur les fonctions dérivables

— Propriété 27

Soient f et g deux fonctions dérivables (resp. %!).
o Pour tout (A, z) € R?, (Af + ug) est dérivable (resp. €*) sur I et :
(Af +ng)" = Af"+ pg'.
e (f x g) est dérivable (resp. de classe ') sur I et : (fxg)=fxg+fxg.

e Si g ne s’annule pas sur I, (f> est dérivable (resp. de classe €!) sur I et :
g
(f)’_ f'xg—fxdg
g 9 '

e Si f est dérivable (resp. de classe €!) sur I et si g est dérivable (resp. de classe €!)
sur J D f(I), alors g o f est dérivable (resp. de classe €!) sur I et :

(gof) =f x(gof)

Remarque. Le dernier point de ce théoréeme permet d’obtenir la dérivée de certaines composées
usuelles :

/ _f/(m) ox ") = f'(2) ex T N () = af(2) FO L (2 ) = f’(m)
(1H(f))(ﬂf)—f(w)a (exp(f))' () = f'(z)exp(f(x)), (f*)(2) =af(x)f* (=), (V) (=) T

(cos(f))'(z) = —f'(z)sin(f(x)), (sin(f))'(z) = f'(z) cos(f(x)), (tan(f))'(z) = f'(x)(L+tan(f(z))?).
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— Propriété 28 (Dérivabilité de la fonction réciproque)

Soit f une fonction bijective d’un intervalle I sur un intervalle J. f~! est dérivable sur .J
si, et seulement si, f est dérivable sur I et f’ ne s’annule pas sur I. Et dans ce cas :

Vyed, (Y= )

Exemple. La fonction tangente est continue sur 'intervalle ]—g, 5 [. Elle est de plus dérivable sur

cet intervalle, de dérivée :

Wf}—;g[,(mMﬁﬁ:1+mM@2>Q
}_

2.5 Deplus,ona lim tan(z)=—ocet lim tan(z)=

_r+ ™=
T—>—5 T3

Donc tan est strictement croissante sur

400. Par le théoréeme de la bijection, tan réalise une bijection de }—g, 727{ sur R. On appelle arc-

tangente sa bijection réciproque, notée arctan. Toujours par le théoréme de la bijection, arctan est
continue et strictement croissante sur R, & valeurs dans ]—g, Zl.

Puisque tan’ ne s’annule pas sur |—%, %[, arctan est dérivable sur R par le résultat précédent, de
dérivée donnée par :

1 1 !
V c R7 t / — = = .
T arctan’(x) tan’ (arctan(z)) 1+ tan(arctan(x))? 1+ 22

#5 A retenir. La fonction arctangente.

La fonction arctangente est la bijection réciproque de la fonction tangente restreinte a l'intervalle

|—%.%[- Elle réalise une bijection strictement croissante de R dans |—7%, 7|, elle est impaire, de
classe €°° (on en rappelle le sens dans la suite), et satisfait :
Vz € R, arctan’(z) = 1
) 1 + IE2 )
I tan(z) = —, i tan(z) = — - tan(0) = 0 tan(1) = =
Jim arctan(z) = o, lim_arctan(z) = -5, arctan(0) =0, arctan(1) = .

En voici sa courbe représentative (obtenue a partir de celle de tangente par symétrie par rapport
a la premiere bissectrice du plan) :

q
Yy ﬁan
S Y=
7/
’
7/
’
7
7/
’
7/
s 4
Yy=3 »
’ Cgarctan
7/
7
2
€T
7
7
7/
,
/ — s
. Y 2
7/
’
7/
7/
,
7/
’
7/
7/
,
7/
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Son principal intérét pour nous réside dans I’obtention de primitives :

/ dx tan(z) +
———— =arctan(z) + ¢
2 4+1

d 1
/x—arctan(x>+c (a>0)
a a

22 + a?

2.9 Les grands théoremes
Définition.
Soit f : I — R une fonction.

o f admet un mazimum global (resp. minimum global) en a si :

Veel, f[f(z)<f(a)  (resp. f(z) > f(a)).

o f admet un maximum local (resp. minimum local) en a s'il existe un réel n > 0 tel que la
fonction firg—y,a+y admette un maximum (resp. minimum) en a, c’est-a-dire :

VeelIna—n,a+n], f(z)< fla) (resp. f(z) > f(a)).

e On dit que f admet un extremum local ou global en a si f admet un maximum ou un minimum

local ou global en a.

Yy
@y
Exemple. La fonction f représentée ci-contre
admet trois extrema locaux :
o un minimum local (et méme global) at-
teint aux points d’abscisse a et b ; " /“\ )
T T x
o un maximum local (non global) au point ; @ ;
d’abscisse O. | 1

Définition.
On suppose que f est dérivable sur I. On dit que a est un point critique de f si f'(a) = 0.

Théoréme 29 (Condition nécessaire d’extrémum)

@ Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I.

Si f admet un extremum local en un point a € I, alors a est un point critique de f.
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& Mise en garde.

« La réciproque est fausse : par exemple, la fonction f : x € R — 23 satisfait f/(0) = 0,
mais f n’admet pas d’extremum local en 0.

Courbe représentative de la fonction x — 3.

o L’hypothése I ouvert est essentielle : par exemple, la fonction f : x € [0,1] — x est
dérivable sur [0, 1], admet un minimum en 0 et un maximum en 1, mais f/'(0) = f/(1) =

1+#0.

Propriété 30 (Théoréme de Rolle (1652 - 1719))

Soient a et b deux réels avec a < b et f : [a,b] — R continue sur [a, b], dérivable sur |a, b]
et telle que f(a) = f(b). Alors il existe ¢ €]a, b] tel que f'(c) = 0.

Remarque. L’élément ¢ €]a, b| tel que f'(c) = 0 n’est pas forcément unique, comme dans ’exemple
suivant :

Qe
o
R

— Propriété 31 (Egalité des accroissements finis)

Soient a et b deux réels avec a < b et f : [a,b] — R, continue sur [a,b] et dérivable sur
Ja,b[. Alors il existe ¢ €]a, b[ tel que :

f®) = f(a) = f'(c)(b - a).

10) - Na) (bg_ @) _ p1(e). Bl

Interprétation géométrique. L’égalité des accroissements finis se récrit

signifie qu’il existe (au moins) une tangente au graphe de f sur ]a, b[ qui soit paralléle a la corde (AB),

ou Ala, f(a)) et B(b, f(b)).
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Hllustration de [’égalité des accroissements finis.

Cinématiquement, on peut interpréter ce résultat de la maniere suivante : si une voiture a réalisé un
trajet en roulant a une vitesse moyenne de 80 km/h, alors & un moment du trajet sa vitesse instantanée
a été de 80 km/h.

— Propriété 32
Soit f : I — R une fonction dérivable sur un intervalle [I.
o [ est constante sur I si, et seulement si, f’ est nulle sur I.

o [ est croissante (resp. décroissante) sur I si, et seulement si, f’ est positive (resp.
négative) sur I.

o f est strictement croissante (resp. strictement décroissante) sur [ si, et seulement si,
[’ est positive (resp. négative) sur I et non identiquement nulle sur aucun intervalle
ouvert |a, b| inclus dans I.

En particulier, si f’ est strictement positive (resp. strictement négative), sauf
éventuellement en un nombre fini de points de I ou f’ s’annule, alors f est strictement
croissante (resp. strictement décroissante).

Exemple. La fonction f :z € R+~ x — sin(z) est dérivable sur R comme somme de fonctions qui le
sont, et :
Vz €R, f'(z)=1- cos(x).

/" est donc positive sur R, et f'(z) = 0 si, et seulement si, 1 = cos(x), soit x € {2kw, k € Z}. [’
est donc non identiquement nulle sur aucun intervalle ouvert de R (elle ne s’annule qu’en des points
« isolés » de R). f est donc strictement croissante sur R.

Théoréme 33 (Inégalité des accroissements finis)

Soit f : I — R une fonction dérivable sur l'intervalle I. S’il existe & > 0 tel que pour tout
z el |f'(z)] <k, alors :

¥(a,b) € I, |f(b) — f(a)| < klb—al.
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Exercice. On consideére la fonction f définie sur R par f(x) =

— Propriété 34 (Passage a la limite sur la dérivée)

Soient I un intervalle, zg € I et f une fonction continue sur I et de classe €' sur
I\ {zo}. On suppose que Jim f'(z) existe et est finie égale a £ € R.
0

Alors f est de classe ¢! sur I et f'(xg) = /.

Montrer que f est de classe € sur R.

o Continuité. f est continue sur |0, +00[ et | —o0, 0] comme composées et quotient de fonctions
continues dont le dénominateur ne s’annule pas. Etudions la continuité en 0.

Ainsi f est bien continue sur R.

e Classe €. f est de classe €' sur |0, +oo[ et | — 00, 0[ en tant que composées et quotient
de fonctions ¢! dont le dénominateur ne s’annule pas, et :
2z X x — (e® — 1) 2 e 1

Vo #£0, f'(x)= =2e" —

22 22

Regardons la limite de f/(x) lorsque x tend vers O :

2

. , L mz_e“’c -1
fn ) =l 207 =

=2-1=1eR

D’apres le théoréme de passage a la limite sur la dérivée, f est €' sur R, et f/(0) = 1.

2.10 Fonctions de classe ¢, €

Définition.

Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle I. On définit récursivement les dérivées
successives de f par :

o fO = ¢ o pour tout n € N, si f(™ est dérivable sur I, f("+1) = (f(m),

Si pour n € N, la fonction f(™ existe, on dit que f est n fois dérivable sur I, et on appelle f(™ Ia
dérivée n-ieme de f sur 1.

Définition.

e Une fonction f : I — R est de classe €" sur I si f est n fois dérivable sur I, et f( est
continue sur /. On note ¢™(I) 'ensemble des fonctions de I dans R de classe €.

e f:I— Restde classe € sur I si f est €™ sur I pour tout n € N.

Remarques.

e ©°(I) est I'ensemble des fonctions continues sur I, et €°°(I) est I'’ensemble des fonctions in-
définiment dérivables sur
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e f est de classe € si, et seulement si, f’ est de classe €™ 1.

« On dispose de la suite d’inclusions strictes :  €°(I) & - G €"([) & -+ G €1 I) & €°(I).

— Propriété 35 (Opérations sur les fonctions )

Soient f et g des fonctions de classe €™ sur un intervalle I.

o Pour tout (A, p) € R2, (Af + ug) est de classe €™ sur I, et :  (\f + pg)™ =

e f x gestdeclasse " sur [ et :

(f X g)(n) = Z (Z) f(k) X g("fk) (formule de Leibniz (1646 - 1716))
k=0

e Si g ne s’annule pas sur I, i est de classe € sur I.
g

e Si f est de classe €™ sur I, et g de classe €" sur J D f(I), alors g o f est de classe
E" sur 1.

2.11 Formules de Taylor

Théoréme 36 (Formules de Taylor (iess - 1731))

Soit f une fonction de classe 4> sur un intervalle I, et soit (a,z) € I

o Formule de Taylor avec reste intégral a [’ordre n.

n¢(k) (g z f(n+1)
f(z:)zzf k‘( )(x—a)k—i—/ f;'(t)(x—t)”dt.
k=0 ) a )

o Inégalité de Taylor-Lagrange a 'ordre n.
On suppose que | f ("H)] est majorée par un réel M sur I. Alors on a :

n ) (g
@) - W oy <
P k!

o Formule de Taylor-Young a l'ordre n.

k! T—a

n ) (g
=3 Da k4 o (@—ay).
k=0

2.12 Développements limités

Motivation. Les équivalents sont compatibles avec le produit, le quotient, mais pas avec la somme.
Nous introduisons dans cette section la notion de développement limité qui permettra notamment de
lever des formes indéterminées lorsqu’on rencontrera une somme de fonctions. L’idée est d’approximer
localement la fonction considérée par une fonction la plus simple possible, a savoir une fonction polyno-
miale, dont on fixera le degré (ou l'ordre) en fonction de la précision souhaitée de notre approximation
locale.
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Dans toute cette section :

e [ désignera un intervalle réel non vide et non réduit & un point, ¢ un élément ou une extrémité
de I, 2 désignera I ou I\ {a} ;

e toutes les fonctions considérées seront définies sur & a valeurs dans R.
Définition.

e On dit que f : 2 — R admet un développement limité en a da l'ordre n € N (en abrégé
DL,(a)) sl existe (ag, .. .,a,) € R"* tel que :

f(z) =, 00 +ai(z—a)+--+an(z—a)"+o((xr—a)").

partie réguliere reste

e On suppose que 400 est une extrémité de I. On dit que f admet un développement limité a

Vordre n € N au voisinage de +oo (en abrégé DL, (+00)) s'il existe (ag,...,a,) € R"*! tel
que :
. al (0799 1
f(x)xﬁjrooao—i_d? + +$"+O<x”>.
partie réguliere reste

Exemple. La fonction f: 2z € R\ {1} — admet un développement limité a tout ordre en 0.

1—=x
En effet, pour tout n € N, on sait que :

n+1 1 xn+1

n
1—=2
VwGR\{l}, Zxk: - :1_x+x_1_
k=0

x
Comme =z" X 1= o(z"), x — admet bien un DL, (0) pour tout n € N, donné par :
T — T — -
——
—0
z—0
1

= 1+a+a>+--+a"+o(z").
1—2x z—0

Remarque. Si f admet un DL, (a), f peut étre approximée localement en a par sa partie réguliere.
Ainsi, la fonction f : x — 1= peut étre approximée localement en 0 par les parties régulieres de son
-

développement limité en 0, par exemple & l'ordre 1 (on approxime f par sa tangente en 1), & ordre
2 ou 3 par :

Pi(z)=1+z ; P(x)=1+z+2° ; Pyz)=1+z+2*+2°

A
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Plus 'ordre est grand, plus 'approximation de f par sa partie réguliére est « bonne » au voisinage de
0. Notons également que les parties régulieres ne sont de bonnes approximations de f qu’au voisinage

de 0. Un développement limité n’a donc d’intérét qu’au voisinage de a, ce qui justifie la notation =
x a

dans I’écriture du développement limité.

— Propriété 37 (Unicité d'un développement limité)

Si f admet un développement limité d’ordre n en a, celui-ci est unique.

— Propriété 38 (Dérivabilité et développement limité)
Soit f: I —>Retael.

e f est dérivable en a si, et seulement si, f admet un développement limité a 'ordre
1 en a, et ce développement limité est alors nécessairement :

flx) = fla)+ fl(a)(z—a)+o(z —a).

r—ra

e Si f est classe € sur I, alors f admet un développement limité a tout ordre n € N
et en tout point a € I. De plus :

_ Z F®(a)

— |
T—a = k!

/() (z = )" +o((z — a)").

& Mise en garde.

Le deuxiéme point est une conséquence directe de la formule de Taylor-Young. Attention cepen-
dant, sa réciproque est fausse : une fonction peut tres bien admettre un développement limité
d’ordre 2 en un point et ne pas étre dérivable deux fois en ce point.

six #0,

Exercice. Montrer que la fonction f: z € R +— est dérivable en 0, et déterminer

1 sinon,
sa dérivée en 0.

Par le développement usuel rappelé ci-dessous :

2
et = 1+x+x—+o(x2).
0 2

Tr—r

D’oti, pour tout z # 0 :

z+ 2 +o(z?)

f(@) 2—0 T :1+§+0($)'

Cette égalité étant aussi valable en z = 0, f admet bien un développement limité d’ordre 1 en 0.

1
Par la propriété précédente, f est donc dérivable en 0 et f/(0) = 3
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Théoreme 39 (Développements limités classiques au voisinage de 0)

5 $2n+1

i - - — 4+ — 4+ ... 1y = 2n+2
sin(e) =z —gr 4 g+ U gy o)
1
17=1+a:+x2+-~~+x”+0(x")
-z
1
1+$:1733+x2+--'+(71)”x”+0(33")
$2 .’153 n
In(l—-2)=—2—-——%——+-—— "
n(l—z) T 3+ n+0(a;)

2 3 iy
In(l+2)=0— 4+ o (=1)" n
n(l+z)==x 5t + +(-1) n—i—o(m)

-1 -1 -2 -1)...(a«— 1
(1+$)a=1+ax+a(a2' )$2+a(o¢ 3)'(a ):1:3+--'+a(a ) ‘(a nt )a:"—i-o(xn)

1
Voici quelques méthodes pour retenir, retrouver ou controler ces formules de développements

limités.

o Les DL des fonctions x — €*, z + cos(z) et = + sin(x) s’obtiennent par la formule de
Taylor-Young. On retiendra :

— la présence des factoriels au dénominateur (qui apparaissent déja dans la formule de
Taylor-Young) ;

— cos (resp. sin) étant une fonction paire (resp. impaire), il n’y a que des termes pairs
(resp. impairs) dans son DL. Attention a ne pas oublier l'alternance des signes !

1
e Le DL de x — 1 se retrouve a partir de la somme des termes d’une suite géométrique

-z
comme expliqué plus haut.

1
Le DL de x — T s’obtient en remplagant « par —z dans le DL de « —
x

_x‘

1
o Le DL de z — In(1 — z) s’obtient en primitivant® celui de z — 1= On retiendra en

particulier :

1
— les facteurs z dus a lintégration de z#~! ;

— les signes — dus a l'intégration de 1 en —In(1l — x).

On obtient le DL de = — In(1 + z) en remplacant = par —z dans le DL de x — In(1 — ).
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e Le DL de = +— (1 + z)® se déduit de la formule de Taylor-Young, et est & apprendre

VvVi+zx

par coeur. Il permet notamment d’obtenir les DL de x — 14z, x —
).

Lors de la recherche du DL(a) d’une fonction f dérivable, on contrdlera enfin ses deux premiers
termes ap et a1 en notant que :

(avec

)

[N
NI

o=

ao = f(a) et a1 = f'(a).

%Aucun théoréme du cours ne permet de justifier qu’on a bien droit de le faire. C’est en fait possible, mais hors
programme. On y pensera simplement comme un moyen mnémotechnique pour retenir ce DL.

% Méthode. Développements limités en un point quelconque.

Les développements limités usuels sont donnés en 0. Lorsqu’on souhaite obtenir le développement
limité d’une fonction en a # 0, on procédera ainsi :

e sia€R : onpose h=x—a eton fait le DL,(0) de g(h) = f(a+ h). On remplace enfin
h par x — a dans le développement de g.

1
e sia= =00 : on pose h = — et on fait le DL,(0) de g(h) = f(5). On remplace enfin h par
x

1
— dans le développement de g.
x

Exercice. Calculer les développements limités des fonctions suivantes :

1 T
e DL3(2)de f:ax— —; 'DL2(+OO)defix'—>m~
T
e On pose h =z — 2. On obtient alors :
1 1
f0) =@ =55 = 5
On utilise a présent le DL en 0 de la fonction  — - calculé précédemment pour obtenir
finalement : ) 5
1 h h h
24h)=-(1-=+———+o0o0h
et donc : ( w 2o o
1 z—2 xz—2 Tz —2
— _ -9 3
fla)=5 -3 . L ol(e - 2)Y)
1
 On pose u= 2. Alors g(u) = ] = 1 +u+u? + o(u?) et on en déduit le DLy(co) de
— U u—
I 1 1 1
f@), 2 1 gt mro()
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— Propriété 40 (Opérations sur les développements limités)

On peut :
o ajouter deux développements limités en les ajoutant terme a terme ;

o multiplier deux développements limités en multipliant les parties réguliéres et en tron-
quant au plus petit des deux ordres.

Exercice. Calculer le DL3(0) des fonctions suivantes :

o fixz+ xcos(x)—sin(x) ; ¢ gz cos(z)sin(z) ; e h:xw—
) 11—z

« A l'aide des DL usuels, et par opérations sur les DL :
3 3 3
xcos(z) —sin(z) =z — % —x+ % + o(z?) = —% + o(z?).

On notera que f(0) = 0, ce qui est cohérent avec ce qui a été obtenu puisque le terme
constant dans le DL est nul.

¢ Calculons :

) _ (4 z? 3 3 3y 3 23 3y 2 s 3
cos(x)sin(x) = (1 — 5 +o(z?) | [ — 3 +o(z°) | = x—E—E—FO(az )= T3 +o(z”).

La aussi, g(0) = 0 et le terme constant dans le DL est bien nul.

e A Daide des DL usuels :
1 x2 a3

o =ltata’ vt bole®) et =14at 4 Fold).

D’ou par produit :

2 3 3 a? a2 3
h(z) = (1+2+22+2° + o(a)) Lo+ 5+ +o®) ),

ce qui donne, en développant et en simplifiant :
2

h(z) =1+ (x+x)+ (24—902—1-1:2) + o(x?)

) 8
=1+2x+ 53:2 + §$3 + o(x®)

On notera ici aussi que h(0) = 1 qui est bien le terme constant du DL.

— Propriété 41

Supposons que f admette un développement limité a ’ordre n en a de partie réguliere non
nulle :
f(x) =ao+ai(x—a)+..+an(z—a)" +o((z—a)").

Alors, en notant p le plus petit entier tel que ap, #0:  f(x) o ap(z — a)P.

33



ECG2 - Maths approfondies Lycée Louis Pergaud

On retrouve les équivalents usuels a partir des DL. Par exemple :

22 22 z?
e cos(x) = 1— = +o(z?), soit encore cos(z) — 1 = —— +o(x?), et donc cos(z) =1 ~ ——.
2 2 =0 2
o 1+2)*=1+4+az+o(z), et donc (1+z)*—1 ~, O
T—r

Exemple. Avec les calculs effectués précédemment, on obtient les équivalents suivants :

a3 e
xrcos(x) —sin(x) ~ —— cos(z)sin(x) ~ x et ~ 1.
() ()a:—>0 3 ’ () ()x—>0 1—x z—0
Exercice. Calculer les limites suivantes :
. 3sin(x) — xcos(x) — 2z o In(z)—z+1
e lim ( ) E ( ) ; o lim ( ) 2
20 sin®(x) =1 (2 —1)
[ ]

Il s’agit ici d’une forme indéterminée « % ». Pour lever cette indétermination, on va

chercher un équivalent du numérateur puis du dénominateur et passer au quotient (ce
qui est possible avec des équivalents). Seul probléme au numérateur, on a une somme
de termes et les équivalents ne passent pas a la somme. Il faut alors bien penser a
passer par un DL pour obtenir un équivalent.

On sait que :

3 5 2 4

sin(z) =z — % + %0 +o(z°) et cos(z)=1-— % + ;—4 + o(z?h)
On en déduit :
3sin(x) — x cos(x) — 2z ~ —@x‘r’ et sin®(x) ~ 2°,
puis :
: 1,5
3sin(x) — x cos(x) — 2x LA
sin®(z) xd 60

ce qui nous donne que la limite cherchée vaut ~ 80"

e On se ramene en 0 en posant t = & — 1 et on cherche un équivalent du numérateur :
t2 t2
In(1+t)—t= (t—2+0(t2)> —t= —§+0(t2)

Il suit que In(1+¢) —t ~ —t?/2 et donc que In(x) —z+1 ~ —(z —1)2/2. D’ou :
t—0 z—1

In(z) —z+1 —(x —1)?

(z—1)2 51 2-12 2
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| — 1
Donc lim (@) —z+

1
limy W existe bien et vaut 5

2.13 Fonctions convexes
Définition.
On dit qu'une fonction f est convexre sur un intervalle I si :
Y(z1,20) € I?, VA €[0,1], fz1+ (1= Na2) < Af(x1) + (1 = N) f(a2).

On dit que f est concave sur I si —f est convexe sur I, c’est-a-dire si :

V(z1,29) € I?, VA€ [0,1], fx1 + (1 — Nz2) > Af(x1) + (1 — \) f(x2).

Interprétation graphique.

Cr

f(z1) @===----

e S

f(@1) gmmmmn? Tif2) o

@-—-—mmmmmmmm oD

¢ -——mm——m -
¢

f est convexe : pour tout (x1,72) € I?, 'image de tout
point du segment [z1, z2] est en dessous de la corde
passant par les points (z1, f(z1)) et (z2, f(22)).

e

8
[S
8
N
\
8
[S

— Propriété 42
On suppose que f est convexe sur I. Alors :
Vn e N* Y(x1,...,z,) €I", VY(A\1,...,\n) €10,1]",

Théoréme 43 (CNS de convexité pour une fonction €?)

Soit f: I — R de classe €2 sur I.

f est convexe sur I & 6 est au dessus de ses tangentes sur I
& f! est croissante sur I
s Vzel, f'(x) >0

€y

Gk SEEEEEE

]

f est concave : pour tout (z1,x2) € I?, 'image de tout
point du segment [z1, z2] est au dessus de la corde
passant par les points (z1, f(x1)) et (x2, f(z2)).
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Exemple. Etudions la convexité de la fonction sinus sur [—g, g] Cette fonction est de classe €2 sur
cet intervalle, et :

Vo € [— F} ., (sin)”(z) = —sin(z).
%

et —sin(x) > 0 sur [—%,0]. La fonction sin est donc
,0]. Elle change ainsi de concavité en (0,0) : on parle

Notons que —sin(z) < 0 sur l'intervalle [0
concave sur [0, 5], et elle est convexe sur
de point d’inflexion de la courbe.

\

—m/2 /2

La courbe représentative du sinus change de concavité en O :
elle est convexe sur [—5,0] (arc représenté en rouge) et concave sur [0, %] (arc en blew).

Définition.

Soit f : I — R une fonction de classe 62 sur I et a € I. On dit que (a, f(a)) est un point d’inflexion
de la courbe représentative de f si f” s’annule au point a en changeant de signe.

Remarque. Soit A(a, f(a)) est un point d’inflexion de la courbe représentative d’une fonction f.
Supposons par exemple qu’il existe un réel ¢ > 0 tel que f”(x) < 0 pour tout z € [a — &,a] et
f"(z) > 0 pour tout x € [a,a +¢]. Sur [a —¢,a], f est donc concave et I'arc de courbe correspondant
est en dessous de la tangente en A. Et c’est I'inverse sur [a, a+¢], 'arc de courbe correspondant est au
dessus de la tangente en A. On retiendra donc qu’en un point d’inflexion A, la courbe de f traverse
sa tangente en A.

Exercice. Montrer les inégalités suivantes :

2
Vo € [0, ﬂ} , —x <sin(z) < z.
2 T

Posons f : z € [0,5] — sin(z). On a établi que f est concave sur [0, 5]. Sa courbe représentative
est donc au dessus de toutes ses cordes, et en dessous de toutes ses tangentes.

_?_

L’équation cartésienne de la tangente a ¢ en a est :

y = f'(a)(x —a) + f(a).

Pour obtenir I’équation cartésienne de la corde passant par les points (a, f(a)) et (b, f(b)),
f()—f(a)
b—a

on remplace la dérivée f’(a) par le taux d’accroissement , ce qui donne :

36



ECG2 - Maths approfondies Lycée Louis Pergaud

La tangente a ¢ en 0 a pour équation :

y=f0)+f(0)(z—-0) =z

et la corde passant par les points (0,sin(0)) = (0,0) et (F,sin (§)) = (5,1) a pour équation :
1-0 2
T T
2

D’ou les inégalités demandées :

.
>

TO w/2

La courbe représentative €y du sinus est en dessous de sa tangente en 0 (en bleu)
et au dessus de sa corde entre 0 et /2 (en vert).

3 Polynoémes

Compétences attendues.
v/ Connaitre les regles de calcul du degré d’une expression.
v Savoir le théoreme de division euclidienne, et obtenir le quotient et le reste en pratique.
v Savoir déterminer I’ordre de multiplicité d’une racine.

v Factoriser un polynoéme (recherche de racines évidentes et de leurs multiplicités, puis division
euclidienne pour mettre en facteur).

3.1 Définition et premiéres propriétés
Réﬁnition.

On dit qu'une fonction P : R — R est une fonction polynomiale ou un polynéme a coefficients dans
R s’il existe un entier n € N et (ag, a1, ...,a,) € R tels que :

n
VzeR, Px)=ay+ax+...+a, 12" " +a,2" = Z apz®.
k=0
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Propriété 44 (Opérations sur les polynémes)

La somme, le produit, la composée de deux polynémes sont des polyndémes.

n p
Remarque. Si P: x +— Z apzt et Q:x— Z brx®, alors :

k=0 k=0
ptq k
(PXxQ):xz+— Z cpr®  avec ¢ = Zaibk—i = Z a;b;.
k=0 i=0 itj—=k

> Notation.

L’ensemble des polynomes a coefficients réels est noté R[z]. On notera Orjz] le polyndme x — 0,

appelé polynome nul.

— Propriété 45 (Unicité de 1’écriture d’un polynome)

n
e Soit P: x> Z arz® un polyndéme. Alors :
k=0
PZORM & agg=a;=---=a, =0.
n

k=0

P.

o Tout polynéme P # Ogj, s’écrit de mani¢re unique P : x Z apz® avec n € N,

(ag,...,an) € R™ et a, # 0. La suite (ax)re[o,n] est appelée suite des coefficients de

3.2 Degré d’un polynéme
Définition.

Soit P : x — Z arz® un polynéme non nul.
k=0

un polynéme unitaire.

On conviendra que le polynéme nul est de degré —oo.

— Propriété 46 (du degré d’un polyndme)

e On appelle degré de P, et on note deg(P), le plus grand entier N tel que ay # 0.

e Le coefficient ay est alors appelé le coefficient dominant de P. Si ay = 1, on dit que P est

Soient P et ) deux polynomes et A € R*.

o deg(P + Q) < max(deg(P), deg(Q)).

o deg(P x Q) = deg(P) + deg(Q). En particulier, deg(A - P) = deg(P).
.« Sideg(Q) > 1, deg(P o Q) = deg(P) x deg(Q).
o Sideg(P)>1, deg(P') = deg(P) — 1. Si P est constant, P’ = 0.

Si de plus deg(P) # deg(Q), alors deg(P 4+ Q) = max(deg(P), deg(Q)).
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@ Notation.

Soit n € N. L’ensemble des polynémes a coefficients dans R de degré au plus n est noté R,,[z].

— Propriété 47 (Intégrité)
Soient P et ) deux polynémes. Alors :

PxQ= ORM & P= ORM ou(@ = OR[I}‘

3.3 Polynéme dérivé

Définition.

n
Soit P: x — Z arz® un polyndéme de degré n.
k=0

Sin > 1, on appelle dérivée du polynéme P le polyndéme noté P’, tel que :

n n—1
Pz~ Z kakxk_l = Z(Z + 1)ai+1xi.
k=1 i=0
Sin <0, on posera P’ = Op[y-
On définit les polynémes dérivés successifs de P, par PO = P et pour tout k € N*,

pk) — (P(k—1)>,_

— Propriété 48 (Formule de Taylor ess - 1731) pour les polyndomes)

Soit P un polynéme de degré n. Pour tout a,z € R :

n pk)(g
P(x) = Z P k:!( )(a: —a)®.

k=0

3.4 Arithmétique dans R[z]

Définition.

Soient A, B deux polyndémes. On dit que B divise A ou que A est un multiple de B, et on note
B|A, 8’1l existe un polynéme @ tel que A = B x Q.

Théoréme 49 (de la division euclidienne)

Soient A, B deux polyndmes, avec B # 0. Il existe un unique couple (@, R) de polynémes
tel que :

A= BQ + R,

deg(R) < deg(B).

Q et R sont appelés le quotient et le reste de la division euclidienne de A par B.

Remarque. Soient A, B deux polynomes, avec B # 0. Alors B divise A si, et seulement si, le reste
de la division euclidienne de A par B est nul.

39



ECG2 - Maths approfondies Lycée Louis Pergaud

3.5 Racines
Définition.

Soient P € R[z] et a € R. On dit que a est une racine de P si P(a) = 0.

— Propriété 50 (Caractérisation d’une racine)
Soient P un polynéme de degré n et a € R. Alors :

a est une racine de P < (x — a) divise P.

Théoréme 51 (Nombre de racines distinctes)

e Tout polynéme non nul de degré n admet au plus n racines distinctes.

e Un polynoéme de degré au plus n admettant au moins n + 1 racines distinctes est le
polyn6éme nul.

Théoréme 52 (Ordre de multiplicité d’une racine)

Soient P € R[z], a € R et r € N*. On a ’équivalence entre :
(1) 3Q € Rlz), P = (z —a)'Q et Q(a) £0

(2) (z —a)" divise P et (x — a)"*! ne divise pas P ;

e

(3) P(a) = P'(a) =---= P (a) =0 et P")(a)#0.

Si I'une de ces conditions est satisfaite, on dit que a est racine de P de multiplicité r
exactement.

Théoréme 53 (Nombre de racines comptées avec multiplicité)

e Tout polynéme non nul de degré n admet au plus n racines comptées avec leurs ordres
de multiplicité.

e

e Un polyndéme de degré n admettant au moins n+ 1 racines comptées avec leurs ordres
de multiplicité est le polynéme nul.

3.6 Factorisation d’un polynéme

— Propriété 54 (Relation coefficients-racines pour un polynéme de degré 2)

Soit P : x + ax? + bxr + ¢ un polynéme de degré 2 (a # 0). On pose A = b? — 4ac le
discriminant de P. Supposons A > 0, et notons z1 et xo les racines, distinctes ou non, de
P. On dispose des égalités suivantes :

&
T1+x2o=—— et xT1T2=—.
a a
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Théoréme 55 (Factorisation d’un polynoéme a coefficients réels)

Tout polynoéme P de R[z]| peut s’écrire comme produit de polyndmes a coefficients réels de
degré 1 et de polynoémes a coefficients réels de degré 2 a discriminant strictement négatif.

Exemples. 23 — 1= (z —1)(z? +x+ 1) et 2t —1= (22 - 1)(22+ 1) = (x — 1)(z + 1)(2® + 1).
Exercice. Factoriser P : z +— 2% — 72* 4+ 1923 — 2522 4 162 — 4 dans R]z].
P est de degré > 3, pas de forme remarquable, on n’a donc aucune chance de factoriser ce
polyndéme ... & moins de trouver une racine évidente !

On cherche si 0, 1, —1, 2 ou —2 sont racines de P. On remarque que c’est bien le cas pour 1.
On cherche sa multiplicité :

P(1)=P'(1)=P"(1)=0et PP (1) =6 #£0.

Donc 1 est racine de P de multiplicité 3 exactement.

On sait alors que (z — 1)3 divise le polynéme P, c’est-a-dire qu'il existe Q € R[z] tel que
P(z) = (z — 1)3Q(x), avec deg(Q) = 2 (en considérant les degrés). Si on souhaite obtenir le
polynoéme (@ afin de factoriser P, on peut alors :

o soit poser Q : x — az? + bz + c et développer P(x) = (x — 1)3Q. On obtient alors Q en
identifiant les coefficients ;

« soit faire la division euclidienne de P par (x — 1)3. Le reste est alors nul, et le quotient est
Q : c’est cette méthode qu’on privilégiera car elle est en général bien plus rapide.

En posant la division euclidienne, on obtient P(z) = (z — 1)3(2? — 42 +4) = (v — 1)3(z — 2)%.

o
Le saviez-vous ?

Penchons nous sur le probléme de la résolution d’une équation polynomiale du type P(z) = 0. Nous
I’avons vu, elle est intimement liée au degré d du polynéme P, puisque cette équation admet au
plus d solutions distinctes. Le cas d = 2 est résolu depuis bien longtemps, puisque les Babyloniens
connaissaient déja les formules que vous avez apprises au lycée. La question s’est alors posée de
généraliser ces résultats pour d > 3. Plus précisément, existe-t-il des formules analogues pour des
équations polynomiales de degré supérieur, permettant d’exprimer les solutions uniquement avec les
coefficients de P et les opérations « + », « X » et « ¢/ »avecn > 2 ?7 Si c’est effectivement le cas,
I’équation est dite résoluble par radicauz.

Il a fallu attendre le 16°™¢ siecle pour que de telles formules soient obtenues pour les équations
polynomiales de degré 3. La solution nous vient d’Italie, ou les mathématiciens Tartaglia et Scipione
del Ferro découvrent a peu pres en méme temps ce qu’on appelle aujourd’hui la méthode de Cardan.
Cardan, quant a lui, a plus ou moins volé le travail de Tartaglia et I’a publié en son nom. Quelques
années plus tard, un certain Ferrari, éleve de Cardan, résout quant a lui les équations de degré 4.
Ces formules étant cependant bien compliquées, on ne les enseigne pas dans nos classes.

Le cas des équations polynomiales de degré d > 5 sera traité 200 ans plus tard. En 1824, dans un
texte qui restera incompris quelques années, le mathématicien norvégien Niels Henrik Abel (1s02-1829)
montre qu’aucune formule générale de résolution des équations polynomiales de degré supérieur ou
égal a 5 n’est possible. Il est donc inutile de s’évertuer a chercher de telles formules, elles n’existent
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pas !

Le Francais Evariste Galois (isi1-1s32), sans connaitre les résultats d’Abel, obtient un résultat plus
précis : pour n’importe quelle équation polynomiale donnée, il propose un critere pour déterminer si
oui ou non, cette équation est résoluble par radicaux. Ce résultat donne ainsi une réponse compléte
au probleme de la résolubilité d’une équation polynomiale.

Provoqué dans un duel lié & une histoire d’amour malheureuse,
Galois meurt & 1’dge de 20 ans. A la veille de ce duel, il dresse
dans une lettre le bilan de ses recherches et demande a ce que
Jacobi ou Gauss donnent leur avis « sur 'importance de (ses)
théorémes ». Le mathématicien francais Joseph Liouville (1sos-
1882) publiera ses oeuvres scientifiques quatorze ans plus tard a
titre posthume, ce qui donnera & Galois une renommée interna-
tionale. Ses idées ont eu une portée considérable, aboutissant
a l'introduction de notions fondamentales, et sont toujours fé-
condes aujourd’hui®.

“Pour en connaitre davantage sur la vie d’Evariste Galois, je vous con- Evam'ste Galois (1811 - 1832).
seille cette vidéo.
_ J
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