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DMO
Correction du devoir maison (ESSEC 2008)

Partie I.
1. (a) Soient P,Q € & et A\, u € R. Pour tout z € R :

AP + Q) () = (AP + pQ) (@ + 1) — AP + uQ)(x) = AP(z + 1) + pQ(x + 1) — AP(x) — pQ(x)
— AP(x+1) — P(a)) + p(Qx + 1) — Q(2)) = MA(P) () + nA(Q) ().

De plus, pour tout P € &, A(P) est une fonction polynomiale par définition de A. Donc
|A est un endomorphisme de &

(b) Soit P € & de degré r strictement positif. Notons ag,...,a, € R ses coeflicients, de sorte que
P:xw— Zakaﬁk. Pour tout z € R :
k=0
A(P)(z) =Pz +1) = P(x) = Y ar(z+ DF =Y ara® = ap [(z + 1)F —2¥].
k=0 k=0 k=0

k—1
k )
D’aprés la formule du bindme, [(x T+ 1)k — xk] - E ()xt est une fonction polynomiale de degré
@

exactement k — 1. Puisque a, # 0, [le degré de A(P) est donc égal & r — 1/

(¢) Si P:x+— X € R est constant, alors pour tout z € R :
A(P)(z)=Px+1)—P(z)=A—A=0.
Donc P appartient & Ker(A).

Supposons a présent que P ne soit pas constant, et notons r > 0 son degré. D’apres la question
précédente, deg(A(P)) =r — 1 et donc A(P) # 0. Ainsi P n’appartient pas a Ker(A).

On a donc montré que [Ker(A) = 2.

2. (a) Pour tout P € &, :
o soit deg(P) < 0, et dans ce cas A(P) =0p € &, ;
o soit deg(P) =d > 0, et dans ce cas le degré de A(P) est d — 1 < r, de sorte que A(P) € Z,.

Dans tous les cas, A(P) appartient & &,.. Le sous-espace vectoriel &2, est donc stable par A. On
peut donc considérer 'endomorphisme induit A, par A sur £2,.. [A, est bien défini] (c’est-a-dire &

valeurs dans £2,.) (car A Test).
(b) Soit P € #,. On a :

PeKer(d,) & A(P)=0 < A(P)=0.

Ainsi, Ker(A,) = Ker(A) N P, = Py N P,
(c) Puisque dim(Ker(A,)) = dim(Z) = 1, il suit par le théoréme du rang :

dim(Im(A,)) = dim(£,) — dim(Ker(A,))=r+1—-1=r.

D’autre part, on sait d’apres les questions précédentes, que Im(A,.) C &,._1. Comme dim(Im(A,)) =
r = dim(£,_1), on peut conclure que Im(A,) = P, ]

(d) Soit Q € . Tl existe r > 1 tel que Q € &,._;. Par la question précédente, @ appartient a I'image
de A, de sorte qu’il existe P € &, tel que :

Q = A(P) = A(P).

D’ou [la surjectivité de I'application A
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3. Notons § la restriction de A & &. § est linéaire par définition. Montrons que c’est un isomorphisme de &
sur 2.

e OnakKer(d) =Ker(A)NE = PyN&E = {05} (car une application polynomiale constante qui s’annule
en 0 est lapplication polynomiale nulle). Donc § est injective.

e Soit Q € L. D’apres la question précédente, il existe P € &2 tel que :
A(P) = Q.
Posons alors P = P — P(0). Alors P € & et :
3(P) = A(P) = A(P — P(0)) = A(P) — A(P(0)) =Q ~0=Q

car P(0) € £y = Ker(A). Ainsi ¢ est surjective.

[0 est bien un isomorphisme de & sur 2]

4. (a) Soit n € N*. La propriété de I'énoncé : « N, (0) =0et A(N,,) = N,_1 » est équivalente & : « N,, € &
et 0(Np) = Np,—1 », ou encore a : « N, est Pantécédent de N,,_; par § ».

La suite (NV,,) est donc 'unique suite définie par récurrence par :
No=1letVneN N,=6 YN, 1).

(b) Montrons le par récurrence sur n.

z(z—1)...(x—n+1)

Init. Pour n=1,ona P: x> -

= z. Et pour tout z € R :
A(P)(z)=P(x+1)—P(z)=(x+1) —2=1= Ny(z) et N1(0) =0.

Par unicité (de antécédent par d), il suit que P = N; et la propriété est vraie au rang n = 1.
Hér. Soit n € N*. Supposons la propriété vraie au rang n. Montrons-1a au rang n + 1.
n—1
Par hypothese de récurrence, on sait que N, : x — ] H (x — k).

" k=0
n

1
Posons P : x — m H(m — k). Puisque P(0) = 0, P appartient & &. De plus, pour tout

k=0
reR:

A(P)(&) = P +1) — P(z) = ﬁ ka((x 1) —k)— ﬁ k]i[o(x — k)

(z+Dz(z—-1...(x—n+1) z(xz-1)...(z—n+1)(z—n)

(n+1)! (n+1)!
_x(z—1)...(x—n+1) r—n
=n+1
_x(x—l)...(x—n+1) N, ().

n!

Par unicité (de I'antécédent par ¢), on peut conclure que P = N, ;. D’ou la propriété au rang
n+ 1.

Par principe de récurrence, on conclut que pour tout entier naturel n non nul et tout z réel :

(c) Pour tout n € [0,r], le degré de N,, est égal a n. La famille (N,,)nefo,r] est donc bien une famille de
vecteurs de &2, et est libre car ce sont des fonctions polynomiales de degrés deux a deux distincts.
De plus, cette famille est de cardinal 7 41 = dim(Z,). La famille |(N,)nefo, est une base de 2, ]
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(d)

Soit Q € Z,. Puisque (Ny)nefo,] est une base de 2., il existe (un unique) (ao, .. .,a,) € R tel
que :
Q:a0N0+"'+arNr-

On sait que A(Np) = 0 et pour tout n > 1, A(N,,) = N,,_1. Par une récurrence facile :

Ny sik<n,

0 sinon.

VkeN, AFN,) = {
Soit k € [0,r]. Par linéarité de A" :

T
kQ):ZanA Zan 71k—ak+zan n—k-
n=0 n=k+1
Puisque N;(0) =0 si¢ > 1, on obtient en prenant = 0 dans cette derniére égalité :

A¥(Q)(0) = ax.

Ainsi :

VQE P Q=) AMQ)(O)N,.

n=0

Si @ = 0, alors I'ensemble des fonctions polynomiales P satisfaisant A(P) = 0 est Ker(A) = .

Supposons deg(Q) = r > 0. Par ce qui a été fait précédemment, un antécédent de @ par A est de

degré r + 1. Soit P € ;1. Puisque (N, )ne[o,r4+1] est une base de &1, il existe ag, ..., ar11 € R
tel que :
r+1
O
n=0
Résolvons :
r+1 r4l
Q@)Zan = @ par lin. deA(:)Zan nl—ZAn N,

& Z any 1N, = Z A™(Q)(0)N,,
n=0 n=0
< ¥n € [0,7], any1 = A"(Q)(0) par liberté de la fam. (Np),efo,r]-

Les fonctions polynomiales P solutions de A(P) = @ sont donc les fonctions de la forme :

r+1
P=qy+ Z A" HQ)(0)N,, avec ag constante réelle quelconque.

Pour tout n € N,

> Q(k) [P(k+1) = P(k)] = P(n+1) — P(0)]

k=0 k=0

x(x—1)

2 PuisqueN1:x|—>xetN2:xHT,onaQ:2NQ+N1.

Prenons a présent QQ : = — x°.

D’apres les calculs précédents, une fonction polynomiale P telle que A(P) = @ est par exemple :
1 1
P:xw— 2N3(xz) + Na(z) = gx(x —1(x—2)+ 295(33 —-1)= G x(x—1)(2x —1).

On a donc :

> kK =Pn+1)-P0)|= %n(n +1)(2n+1).
k=0

5. Méthode 1. Par récurrence.
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Init. Prenons n = 0. Pour toute fonction polynomiale @) et tout x € R :

;(*1)0’1' (?) Qz +1) = Q(a).

D’ou la propriété au rang n = 0.

Hér. Soit n € N. Supposons la propriété vraie au rang n.

Par hypothese de récurrence, pour toute fonction polynomiale QQ € & et tout x € R :

n

2@ = > (Mt +i,

AT Q) = S (-1 (’f‘)A(Q)(x i)

=0

=0
- g(l)’”’ () +i+n- guw (7)ate+i

s, ; n " 1 (n ,
=2 (" Jatw i+ e (F)aw )
=Qz+n+1)+ zn:(—l)"*”l <Z 7_1 1)Q(x +i) + (=1D)" M Q(x)

=1
n

+ Y (i <7;> Q(x + 1)

=1

= QG n )+ Q) + -0 [ (1)) + ()] @+

=Q(@+n+1)+ (-1)""Qx) + Y (-1 ("j 1)@@: + i)
i=1
n+1
=S (T e+
(")

D’ou la propriété au rang n + 1.

On conclut par principe de récurrence.

Méthode 2. Par la formule du binéme de Newton.

Notons T l'application qui & P € & associe  : © — P(x + 1). On montre facilement que T est un
endomorphisme de &, et on a :
A=T-1d.

Puisque T et Id commutent, on obtient par la formule du binéme de Newton que pour tout n € N :
A" = (T —1d)" = Zn: (”)T o (~Id)"~i = zn:(—m—i (") T
=0 =0
Par une récurrence immédiate, on note que pour toute fonction polynomiale @) et tout k € N :
VreR, T*Q)(z)=Q(z+k).

On en déduit que pour toute fonction polynomiale @, et pour tout z € R :

AQ) = Y1y (’;)Qu +i).

=0
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6. (a) 1.

ii.

iii.

iv.

Soient g et h appartenant & €(A,) tels que g(N,) = h(N,). Pour tout k € [0,r] :

9(Nr—k) = g(AF(N,)) = g o AF(N,) Ay o g(Ny) = AT o g(N,)

—
gEL(A,)
=AFon(N,) = hoAKN,) =h(N,_p).
heE(A)

Les endomorphismes g et h coincident sur la base (Ni)re[o,n] de & [Elles sont donc égales.]

Soit g un endomorphisme de &,. g(N,) appartient & &, et (Ni)re[o,n] est une base de 2.
D’ou 'existence de ag, aq,...,a, réels tels que :

‘g(Nr) =aNe+ar 1 Ne 1+ +a1 N1 + aONO~‘

Soit g € €(A,). Par la question précédente, il existe des réels ay,. .., a, tels que :

(N,).

g(N) =" arNe = > apATTH(N,) = [Z ax A"
k=0 k=0 k=0

I
Or 'endomorphisme Z akAfk est un polynéme en A,., il commute donc avec A,., et appartient
k=0
a €(A,). Par la question 6.(a).i., il suit que :

0= wart
k=0
Ainsi (Idg, (A), ..., (A;)" 1, (A)7) est une famille génératrice de €'(A,).
Montrons que cette famille est libre. Soient pour cela (ao, . ..,a,) € R"*! tels que :
aold + a1, 4 -+ a, A7 = 025,y
Evaluons cette identité en N, :
CL()NT -+ CLlAT(Nr) + -+ CLTA:(NT) = ngr,

soit encore :
aONr + alNr—l +- arNO = 0.@74

Or (Ni)refo,) est une famille libre de &,., dou a9y = a1 = -+ = a. Ainsi
(Ido, (AL, .. (A1 (A))7) est une famille libre.

‘(Idga, (A (A" (AL)7) est done une base de €'(A,) qui est de dimension r + 1.
Pour toute fonction polynomiale P et tout x € R :

do A(P)(z) = P'(z+1) — P'(z) = Aod(P)(x).

Donc d appartient & € (A).

Supposons qu'il existe ag,ay,...,a, des réels tels que d = apldp + a;(A)! + -+ + a,(A)". On
obtient en évaluant en N,y :

N/+1 = CI,QNT+1 +0,1NT +--- —‘r(lTNl.

r

En prenant x = 0 dans cette égalité, on obtient :
N4+1(0) = aoNr_H(O) + alNr(O) 4+ 4+ aer(O) =0.

Ainsi 0 serait racine au moins double de N,.;1. Or ceci est faux, car on a obtenu que N,41(z) =
z(z—1)...(x—r1)

=] , et donc que 0 est racine simple de N,;1. D’ott une contradiction.

Ceci montre que € (A) n’est pas réduit au sous-espace vectoriel {P(A), P € &}, contrairement
au commutant de A,.
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(b) On a vu que A,.(Ny) = 0 et que pour tout n € [1,7], on a A.(N,) = N,—1. En notant & =
(Nn)nefo,r]> on en déduit :

0 1 0 0
0 O 1
Map(D,) = | e i (R).
: 0 1
0

Pour montrer que (A,)"*! = 0, on peut le faire matriciellement (la matrice est triangulaire supérieure
stricte). On peut aussi remarquer que pour tout k € [0,7] :

(D) (N = (&) 7H(No) = ATTHA(No)) = ATH(02,) = 02,

s

Ainsi, A, s’annule sur la base Z. C’est donc I’endomorphisme nul : |[(A,)" ! = 0.

@'f Pour aller plus loin.

Ainsi A, est donc un endomorphisme nilpotent, d’indice r + 1 car on a A”(N,.) = Ny # 0, .
Et on a vu que son commutant est de dimension r + 1, avec pour base (Id, A, ..., A”).

En fait, on peut montrer plus généralement le résultat suivant (que je vous laisse en exer-
cice) : pour f € Z(F) un endomorphisme nilpotent d’indice de nilpotence n = dim(E), son
commutant € (f) est de dimension n, et (Id, f,..., f*~!) est une base de €(f).

(c) Supposons qu'un tel endomorphisme g existe. Dans ce cas :
goA,=gogog=A,o0g.

Donc g appartiendrait au commutant de A,. D’apres la question 6., il existerait donc ay, - .., a, des
réels tels que :
g=aold+ a1 A, + -+ a,Al.

On aurait alors : .
r=gog=adld+2a0mA, + Y bAL
k=2

ou les by sont des réels dont la valeur importe peu (ils s’écrivent en fonction des ax). Puisque la
famille (A¥)jcpo, est libre, on obtient af = 0 et 2apa; = 1, ce qui donnerait 0 = 1. D’olt une
contradiction. [II n’existe donc pas de g € Z (%) tel que gog = A, ]

Autre méthode. En utilisant I’Exercice 6.8 du TD.

On a vu dans l'exercice 6.8 du TD que si f € Z(F) est un endomorphisme nilpotent d'un espace
vectoriel £ de dimension n, alors f" = 04 g). Ici, si go g = A,, alors :

g2(r+1) _ A:+1 _ Oy(gzr)-

g est donc un endomorphisme nilpotent de &2,.. Comme dim(Z2,) = r + 1, il vient d’apres l'exercice

6.8 :

r+1

g =0g2,-

+1

<

si r impair
P ".Donck<r+1et:

3]

2
r+2
2

Notons k = {

si r pair.

Af = ng = Og(gr)

Donc l'indice de nilpotence de A, serait < r + 1, alors que A%(N,) = Ny # 04,. D’otl une contra-
diction.
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Partie II.

1. (a) Pour tout n € N* et pour tout = ¢ N, les N, (z) sont non nuls, et les u,, sont non nuls. Calculons :
Upyr  [(nA+1 t|Nn+1(x)|_ n+1 t|x—n|_ n+1 t_1|x—n|_ 1_’_1 t_l‘l w‘
Up  \ M N, (z)] n n+1 n no n nl’
A partir d’un certain rang N, 1 — = > 0 pour tout n > N. Et dans ce cas :
Up41 1 T
vp, = In =@{t—-1In{1+— —|—ln<1——)
U, n n
t—1 t—1 z a? ol t—1—ua t71+x2+ 1
- - ol — = — ol —
n 2n?2  n 2n? n? n 2n? n?

On a alors plusieurs cas a considérer :

t—1—-=z 1 1
e Sit—1—x #0,alorsv, ~ ————. Deplus — > 0 pour tout n > 1 et la série E —
n—-+oo n n n
diverge. Par théoreme de comparaison, la série de terme général v,, diverge également.
t—14 22 1
e Sit—1—z=0ett—14+22#0,alorsv, ~ 7+ De plus — > 0 pour tout n > 1
n—+4o0o n2 n2

et la série E — converge. Par théoreme de comparaison, la série de terme général v, converge
n

également.
1
e Sit—1l—-2z=0ett—1+2%=0, alorsvnzo(l). Comme —; > 0 pour tout n > 1 et que
n

n2

1
E — converge, g v, converge également par théoréme de comparaison.
n

Finalement, ‘la série Zvn converge si, et seulement si, t =1+ x‘

n—1 n—1

(b) Puisque Z v = Z In(ug+1) — In(ugr) = In(uy,) — In(uq), on en déduit selon les cas :
k=1 k=1

. - . . tl—1—-ux
e sit < x4 1, la série E v, diverge. De plus, puisque dans ce cas v, ~ ——— v, est
n—-+o00 n
négatif a partir d’un certain rang. La suite des sommes partielles de E v, est donc décroissante
a partir d’'un certain rang. Par théoreme de limite monotone, soit elle est minorée et converge
vers une limite finie, soit elle n’est pas minorée et sa limite est —co. Comme la série E Un

diverge, elle n’est pas minorée. Ainsi :

ngrfoo Z v =—00 = nll)rfoo In(u,) — In(uy) = -0 = HETOO Uy, = 0.

e sit > x4+ 1, la série Zvn diverge, et dans ce cas, v, est positif a partir d’'un certain rang. Il
suit que :

n—1
lim E v =400 = lim w, = +oo.
n—-+00 P n——+oo

e sit=ux+1, la série Z v, converge. Notons S(z) sa somme. Alors :

. _ _ . _ S(z)
nll)rfooln(un) In(u;) = S(x) = nEI—&r-looun ure”\®.

En posant C(x) = u1e%® > 0, on en déduit que u,, = n®|N, ()| ~ C(z), soit encore :
n—-+oo

C(x)

~ .
n—+oo n’:""l

[N (2)]

2. (a) Prenons f: 2+~ b*. Calculons :

i =3 (1 BICE ) (2)pr— EG=1]

1=0 =0

par la formule du binéme de Newton.
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(b)

Soit n € N. Posons @Q = Zaka. D’apres la question 4.(d), on sait que Q = ZAk(Q)(O)Nk.
k=0 k=0
Puisque la famille (Ng)iefo,n] est libre, on obtient :

\Vk: e [0,n], ap= Ak(Q)(O)-‘

Montrons que la fonction z — f(z) — Q(z) = f(x) — Z arNi(z) s’annule en 0,1, ..., n.

Méthode 1. Calcul direct.
Soit i € [0,n]. Alors :

i) = Z ar Nk ().
k=0

Or :
No(i) = 0 sik >,
k( ) =y i(i—1).. (z k+1) _ k'(iiik)' _ (;ILC) sik <i.
On obtient :
i i . i k
1) = ! ap = (1) — ! ap = 0 (k —1)k—I
Q=3 ()= 1@ ;@ . k:Z(k> (%) s
- i i il i i i' i 1 .
=203 Y = SO
7 ’i' 1—J
_ K k
_jzoj!f 2 Gk ) 'k:'( )

Or si j # i, on obtient par la formule du binéme :

Ainsi :

Donc [la fonction = — f(z) — Q(z) = f(z) — Zaka(x) s’annule en 0,1,...,n.

Méthode 2. A I’aide des polyndémes interpolateurs de Lagrange.
Soit R le polynéme de degré n tel que R(:) = f(i) pour tout ¢ € [0, n] (on a prouvé l'existence d'un tel
n

polynéme dans I'exercice 0.5 du TD0a). D’apres la question 4.(d), on sait que R = Z AF(R)(0)Ny.
k=0

AR)O) = 3 (-1 (5)r0 - S (1)t (5)70 = .

i=0 =0

Et d’apres 5. :

Ainsi R = @, et on en déduit que pour tout i € [0,n] :

Supposons dans un premier temps que = ¢ [0,n]. Fixons A € R tel que :

Z%Nk = Npy1(z)A

Un tel réel A existe bien puisque Np41(z) # 0.
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La fonction ¢ est de classe €>° et s’annule en n + 2 réels distincts : tous les entiers 0,1,...,7n et en
z. En appliquant le théoréme de Rolle entre chacun de ces entiers, on en déduit l'existence de (n+1)
réels distincts by < by < - -+ < bp41 tels que :

¢'(bo) = ¢'(b1) = --- = @' (bnt1)-

En appliquant alors de nouveau le théoréme de Rolle & ¢’ entre chacun des b;, on en déduit 'existence
de n réels distincts en lesquels ¢ s’annule.

En itérant ce procédé (on dit qu’on applique ici le théoréme de Rolle en cascade), on en déduit pour
tout k € [0,n + 1] 'existence de n + 2 — k réels distincts en lesquels ¢(*) s’annule. En particulier
pour k =n + 1, on en déduit l'existence d’un réel  tel que ¢ (4) = 0.

n
Or Zaka est une fonction polynomiale de degré < n, donc sa dérivée (n + 1)-éme est nulle.

k=0
anrl

D’autre part, N, 41 est une fonction polynomiale de degré n + 1 de terme dominant x — m,
n !

donc NT(LTHU = 1. Ainsi, pour tout t € R :

PN = S A = ) = A

Finalement, on obtient :

pe)=0 = f(2)=) axNe(2) + ANnti1(2) |= Y arlNi(@) + Nosa (@) f0D(0).
k=0 k=0

Enfin cette propriété reste vraie lorsque x € [0, n] d’aprés la question précédente et puisque N1 (z) =
0 : il suffit de prendre 6 quelconque.

En reprenant les notations précédentes et compte tenu de I’hypothese faite ici, on aura :
|fPFO) N (2)] € M(n+ 1)| N ()],

Or d’apres I1.1.(b) :

@+UMHMMQWW+”Xm?ﬁHngW%?~

Pour tout > 0, on en déduit que liar_l FOF(O)N,, 1 (x) = 0. En passant i la limite dans 'égalité
n—-—+oo

de la question précédente, on en déduit que la série Z ar Nk (x) converge et que :

“+o0
f@) =" axNi(x).
k=0

—+o0
Notons que cette égalité est encore valable pour = 0 car Z ar N (0) = ag = f(0).
k=0

Si on suppose de plus que f(i) = 0 pour tout 7 € N, alors :
k [k
VE>0, ap= Z(—1)’H(_>f(z’) = 0.
i=0

On obtient que pour tout x >0 :

+oo
fl@) =3 aNi(z) = 0.
k=0

[/ est donc la fonction nulle.|

3. Etude de la série Z h"™N,(x) avec h réel :

neN
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(a) En utilisant I’équivalent obtenu a la question II.1.(b), il vient (puisque = ¢ N) :

BN @)~ Oy

n—+oo nr+l’

: o AT
Si |h| > 1, alors nEIJIrlOO s

= 400 par croissances comparées, et donc lim |h|"|N,(z)| = +oo.
n—-+oo

Ainsi, [si [A] > 1, la série de terme général h" N,,(z) diverge grossiérement.|

(b) i. Supposons tout d’abord que = ¢ N. Alors :

n |h|7l 1 : , .
. ~ = .
|h| |Nn (.’17)| C(.’IJ) 1 0( 2) par croissances comparees (pulsque ‘h| < 1) ]

« -5 >0 pour tout n >0 ;

2 =

1
. E — est une série convergente (série de Riemann avec o =2 > 1).
n

Par théoréme de comparaison, [la série de terme général A" N,,(z) est absolument convergente|
pour tout = ¢ N.

Dansle casott x =k € N, N, (x) = 0 dés que n > k + 1, et la série Z h™ N, () est absolument
convergente (c’est une somme finie).

ii. La fonction f: h — (14 h)* est de classe > sur | — 1, 1[. On peut donc lui appliquer la formule
de Taylor avec reste intégral a tout ordre n entre 0 et h :

fy =3 h’“*f(k,;(o) + /Oh =D gt ) a,
k=0 )

n!

Or, pour tout k£ > 1 :

f(k;!(h) _a(w—1). k'(m —kHD) 0k = M) (14 R,

Cette égalité reste de plus vraie pour k = 0 puisque Ny = 1. On obtient en substituant :

n

(L+R)" = Z W*Ni (@) + (n+ 1) Ny (2) /h(h — )" (14 t)* e,
k=0 0

ce qui se réécrit encore :

n h n
h—t
(1+h)$—2hka(x):(n+1)Nn+1(m)/ () (1+t)"tdt. (%)
Pour tout n € N :
1 [P/ h—t\" 1 Mih—t”
J— I 1 r—1 < e 1 x—1 )
h"/o (1+t) (14¢)* " d¢ _|h|"/0 Tt (14¢)* " dt

Posons ¢ : ¢t €] —1,1[— % ¢ est dérivable sur | — 1, 1] comme quotient de fonctions dérivables

dont le dénominateur ne s’annule pas. De plus :
(1+t)—(h—1) —1—-h

"(t) = — = h| < 1.
o' (t) TEE (1+t)2<0 car |h| <

Alinsi, ¢ est décroissante. Ses valeurs extrémales sur [0, h] (ou [k, 0]) sont donc obtenues pour
t=0out=h. Ainsi :

vt € [0,h] (ou [h,0),  |p(t)] < max(|(0)], [¢(Rh)]) = max(|A[",0) = |A|".

D’ou, pour tout n € N :

1 (" /h—t\"
= v 1 r—1
hn/o <1+t> (1+¢)* " dt
h—t

I "
Cette derniere quantité étant indépendante de n, (— / — 1+ t)x_ldt> est bien
hn 0 1 —+ t neN

< .

h
/ (14 t)*de
0

bornée.
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ECG?2 - Maths approfondies

ili. Siz =k €N, on sait que N,y1(x) =0des que n >k, et :

+1

n—-+oo

Lycée Louis Pergaud

nm(n+nMﬁg@Zf(?_wnu+wﬂ4m:a

Sinon, en utilisant I’équivalent de la question II.1.(b), on obtient :

. C)

C(x)

1N, ~
|(’I7,+ ) +1($)‘ n—s+0o (’n,—|— 1)T n—+o00

nt

D’apres la question précédente, il existe une constante K telle que :

PR —t\"
Vn € N, — ) A+p)* e <
n /0 <1+t) (141) <
Et puisque hm — = 0 par croissances comparées (|h| < 1),
n—-+4o00 n

limite dans (%) que Z A" N, (

n>0

) converge (ce qu’on savait déja),

=(1+h)".

§:h”

0, la suite (Ny, (2))nen ne tend donc pas vers 0 (car C(z) > 0). Ainsi, ‘Z N (

ii. En prenant h = 1 dans (x), on obtient :

ZNk (n+ 1)Nn+1(x)/01 (

1-t¢

1-1¢
141

y

Pour tout t € [0,1], 0 <

i. Pour z < —1, 2 n’est pas un entier naturel et ’on a toujours N, (x)

<l—tet0<(1+t)* ! <max(1,2°71) =

K|h|™.

on en déduit en passant a la

et sa somme vaut :

C(x)

~J
n—-+oo nz+1

. Puisque z+1 <

x) diverge grossiérement.

(1+t)“ tde.

M. On en déduit que :

1t ! M
(1+t)*tdt <M 1—t)"dt = :
(1+t) +1) - /0 ( ) n+1
Ainsi :
Nk < (7 1) N1 (8) e = M| Ny (2).
n+1

Si z est un entier naturel, Nn+1 (z) est nul & partir d’un certain rang, de sorte que lirf Npy1(x)
n—-+0oo

N C(x)

0. Sinon, on sait d’apres I1.1.(b) que |Np41(z)|
puisque z + 1 > 0.

Par le théoreme des gendarmes, on en déduit que la série Z N, (z

neN

+oo
Vo > —1, ZNn(as) =
n=0

i. Etudions la convergence absolue de la série de terme général (-
SizeN, (-
absolument (somme finie).

Siz ¢ N:

« (=D
1
nZE—‘rl

et que :

C(x)

~ )
n—+oo nrtl

>0 pour tout n > 1 ;

ntoo (n 4 1)eL’

1)" N, (z) est nul dés que n > x + 1. Dans ce cas,

et donc lim |N,y1(x)]=0

n—+

) est convergente pour x > —1

1)" N,y (z).

la série (—1)"N,(z) converge
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ECG?2 - Maths approfondies Lycée Louis Pergaud

1 -
. Z — 7 converge si, et seulement si, © + 1 > 1, soit si et seulement si @ > 0 (série de
n
Riemann).

Par théoréme de comparaison, la série de terme général |(—1)" N, (z)| converge si, et seulement
si, z > 0.

Ainsi [la série de terme général (—1)"N,,(z) converge absolument si, et seulement si, > 0/

Etudions & présent la convergence de Z(—l)”Nn (x).
e Six >0, cette série est absolument convergente, donc convergente.
—1...(z— 1
o Siz<0etn >0, Ny(x)= 2z 1) '(x n+l) est du signe de (—1)", donc (—1)" N, (z)
n

est positif. La convergence de la série équivaut alors a son absolue convergence, qui n’a pas
lieu dans ce cas.

En conclusion, [la série de terme général (—1)" N, (z) converge si, et seulement si, > 0/

ii. Montrons le par récurrence sur n > 1.
Init. Pour n =1, on a pour tout z € R :

No(z) = Ni(z)=1—2z=—(r—1)=—Ny1(z —1).

D’ou la propriété au rang n = 1.
Hér. Soit n € N*. Supposons la propriété vraie au rang n. Montrons la au rang n + 1. Pour tout

ze€R

n+1 n

D (=DENg(@) =) (1) Ni(x) + (=) Ny (2) L1 Ny (2 — 1) + (=1)" Ny (2)
k=0 =0

k
= (=1)" [Nn(z = 1) = Npya(2)] = (=1)" [A(Nny1)(z = 1) = Nnya(2)]

(=1)" [Npp1((z+1—=1) = Npga(z — 1) = Ny (2)] = (_1)n+1Nn+1($ -1
D’ot la propriété au rang n + 1.

Par principe de récurrence, on conclut que pour tout x réel et tout entier naturel n strictement
positif :

No(@) = Ni(@) + -+ (=1)"Na(2) = (=1)"Na(z —1).  (+*)]
iii. Soit & > 0. Différents cas sont & considérer :
o Siz—1¢€N, cest-a-dire si v € N*, alors Ni(x) = 0 pour tout k > x+1et N,(x —1) =0
pour n > x. On obtient donc en passant a la limite dans (s*) quand n — oo :

“+o0
S (- 1)FNi(x) = 0.
k=0
+oo
e Siz =0, Np(z) =0 pour k > 1, et donc Z(—l)ka(x) = No(z) = 1.
k=0

C
o Siz ¢ N, I'équivalent |N,(x —1)] ~ Clz) montre que hr—? N,(x — 1) = 0 puisque
n—-+0o0

n—+oo n<
x > 0. Et en passant & la limite dans (x*) lorsque n — +00, on obtient :

+oo

> (~1)ENg(x) = 0.

k=0

Remarque. En conclusion de la question I1.3., la série Z hka(m) converge si, et seulement si :
k>0

e |h| <1 et x quelconque ; e h=1letxz>—-1; e h=—-letz>0.

De plus, 1’égalité suivante est satisfaite en cas de convergence (avec la convention 0° = 1) :

+oo
> hEN(z) = (14 h)".
k=0
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