ECG2 - Maths approfondies Lycée Louis Pergaud

——DMI13

Correction du devoir maison

Exercice 1 (Edhec 2012)
1. Il s’agit ici d’une question difficile qui nécessite de bien connaitre le théoreme de division eucli-
dienne des polyndémes dont on rappelle I’énoncé :

Rappel. Théoréme de la division euclidienne.

Soient A, B deux polyndmes tels que B # 0. Alors il existe un unique couple (Q, R) de
polynomes tel que :

A=BQ+R

deg(R) < deg(B)

Q@ et R sont appelés le quotient et le reste de la division euclidienne de A par B.

Soit donc P, P, € E et A1, A2 € R. D’apres le théoreme de division euclidienne, il existe des
couples (Q1, R1) et (Q2, R2) uniques tels que :

(1-X+X*)P =(1+X°)Q1+ R avec deg(R;) <2

et
(1-X+X)P,=(1+X*)Q2+ Ry avec deg(Ry) < 2.

Notons que par définition, on a f(P1) = Ry et f(P2) = Ra.
En multipliant respectivement par A\; et A9 ces équations et en sommant, on a :

(1—X + X (MP+ XaP) = (14+ X?)(AMQ1 + MQ2) + (M R1 + Ao Ro).

De plus, on a deg(AR; + A2R2) < max(deg(R;),deg(R2)) < 2. Par unicité dans le théoréme
de division euclidienne, (A1 R; + Ay R2) est donc le reste de la division euclidienne du polynéme
(1 - X+ X% (M P+ \oP) par 1 + X3. Par définition de f, on obtient que :

f()\lpl + )\QPQ) = MR+ X Ry = /\1f(P1) + )\zf(PQ).

D’ou la linéarité de f. Comme de plus f(P) est un polynéme de degré < 2 en tant que reste de
la division euclidienne par (14 X?), on a bien f(P) € E. Ainsi [f est un endomorphisme de E]

2. (a) On effectue trois divisions euclidiennes (qu’on posera si nécessaire). On a :

I-X+X)x1=1+X)x0+1-X+X?) =|fleo)=1-X + X2

(I-X+X)xX = X - X2+ X% = 1+ X x1+(-X2+X-1) =|fler) = -1+ X — X?]

(I-X+X2)x X% = X2 X34 X1 = (1+X3)x (X 1)+ (X2=X+1) =|fles) =1 X + X?]

En particulier, on a bien :  [f(eg) = —f(e1) = f(e2)

(b) On a Im(f) = Vect(f(eo), f(e1), fe2)) = Vect(1 — X + X?) d’apres la question précédente.
Comme 1— X + X2 # 0g, (1 — X + X?) est une famille libre et génératrice de Im(f). C’est
donc une base de Im(f), et dim Im(f) = 1.

(c) Par le théoréme du rang, on a :

dim(F) = dimKer(f) + dimIm(f) = dimKer(f)=dim(F)—-dimIm(f)=3-1
De plus on a (en utilisant la linéarité de f) :

fleo) =—f(e1) = fleot+e)=f(1+X)=0g
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(b)

et
fleo) = fle2) = fle2—eg) = f(X*—1)=0g

Ainsi X2 — 1 et X + 1 appartiennent a Ker(f). Puisque (X + 1, X2 — 1) est une famille de
vecteurs de Ker(f) libre car échelonnée en degré, de cardinal égal & dim Ker(f) = 2, c’est
donc une base de Ker(f).

D’aprés ce qui précede, on a Im(f) = Vect(1—X +X?2). Calculons f(1—X +X?2). Pour cela,
on effectue la division euclidienne de (1—X +X2)(1 - X+ X?) = X4 -2X3+3X?2-2X +1
par 1 + X3. On obtient (en posant la division) :

Xt —2X? +3X? —2X +1=(1+X*)X -2) +3(X> - X +1).

Ainsi on a f(X2 — X +1) = 3(X? — X + 1). Plus généralement pour tout P € Im(f), il
existe A € R tel que P = A\(1 — X + X?), et on a :

f(P)=Af(X2-X+1)=3\X%?-X +1)=3P]

Ainsi [3 est valeur propre de f|et on a :

Im(f) C Ker(f — 3Id). (%)
D’apres ce qui précede, 0 et 3 sont donc valeurs propres de f et on a :
dim(Ep(f)) =2 et dim(By(f)) > 1.
Or d’apres le cours, on a :
dim(Eo(f)) + dim(Es(f)) < 3.

Ainsi on obtient que dim(FE3(f)) = 1 = dim Im(f). Avec (x), on a donc :

Im(f) = Ker(f — 3Id)

Avec ce qui précede, on a obtenu :

dim(Eo(f)) + dim(E3(f)) = dim(E).

Ainsi on a Sp(f) = {0,3} et [f est diagonalisable| d’apres le cours.

4. On considere 'application ¢ de F x E dans R qui, & tout couple (P,Q) de polynémes de E
2

associe le réel o(P, Q) = Z arby, ot 'on a noté P = ag+ a1 X +asX? et Q = bg+ b1 X + by X2

()

k=0
Montrons que ¢ est un produit scalaire défini sur E.

o Linéarité a gauche. Soient P = ag + a1 X + a2 X2,Q = by + b1 X + b X% R =
coter X +eaX?et A\, € R Ona AP+uQ = (Aag+pbo)+(Aay+ub1) X +(Xag+ubs) X2,
d’our :

2 2 2
©(AP + uQ, R) = Z(/\ai + pubi)e; = A Z aic; + Z bic;

1=0 1=0 1=0
= Ao(P, R) + pp(Q, R).

e Symétrie. Soient P =ag + a1 X + a2 X?,Q =by + b X + X2 On a:

2 2
i=0 i=0

Ainsi ¢ est symétrique, et donc aussi linéaire a droite.
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o Positivité. Soit P =ag+ a1 X +ax X2 € E. On a :
2
@(P,P)=> a}>0.
1=0
« Défini positif. Soit P =ag+ a1 X +axX?> € E. On a :

2
e(P,P)=0 = > a} =0 = g;=0powi=01,2 = P=0g
~~

=0 >0

Ainsi [p est bien un produit scalaire sur F'|

Rappelons que Ker(f) = Vect(1 + X, X2 — 1) et que Im(f) = Ker(f — 3Id) = Vect(X? —
X+1).Ona:

P+ X, 1 -X+X)=1-140=0 et @(-1+X*1-X+X?)=-14+0+1=0.

Ainsi on a Ker(f) C Im(f)*. Comme de plus dimIm(f)* = dim(E) — dimIm(f) =
3—1=2=dimKer(f), on a ‘Ker(f) = Im(f)L‘. En d’autres termes, Ker(f) est bien le
supplémentaire orthogonal de Im(f) dans E pour ¢.

On sait déja que Z# est une base de E. C’est de plus une famille orthonormale car :

@(171) = 17 W(LX) :07 90(17X2) :07 SO(XaX) = 17 QO(X7X2) :07 (p(X27X2) =1L

Donc [# est une base orthonormale pour le produit scalaire ¢.|

D’apres les calculs faits en 2.(a), on a :

Cette matrice est symétrique dans la base orthonormée % pour le produit scalaire .
Donc f est un endomorphisme symétrique pour ¢. Par le cours, on sait que f est diag-
onalisable (on retrouve le résultat de 3.(b)), et que les sous-espaces propres sont deux a
deux orthogonaux. Ainsi F = Ker(f) @ Ker(f — 31d) et Ker(f) et Im(f) = Ker(f — 3Id)
sont orthogonaux pour ¢. [Ils sont donc supplémentaires orthogonaux] et on retrouve ainsi
le résultat de la question 4.(b).

Exercice 2 (Ecricome 2006)

1.

(a)

La fonction (z,t) € [0, +00[x [0, +00[— 1+t est polynomiale donc €2, & valeurs dans R?..
Par composition avec u — /u €2 sur R*, on a que (z,t) € [0,+00[x[0, +oo[— /1+ at
est €2

De méme, (x,t) € [0, +00[x[0, +-00[— —t? est polynomiale donc €2, et u > e* est € sur
R. Par composition, (z,t) € [0, 4+00[%[0, +o0[— et est €2.

Par produit, on en déduit que |f est € sur [0, +00[x[0, +-00[]

u/

Pour tout (z,t) € [0,400[x[0,+00[, on a (en utilisant la formule (y/u) = )

2V/u

2 t
21+ xt

et (en utilisant la formule (u®)" = au'u®1) :

o f(z,t)=e" e*tQ%(l + xt)"/?

t2

2
2 _ 422 -3/2 _ _—t?
O11f(z,t) = —e 4(1+xt) =—e EENIEE
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(c) Pour (z,t) € [0, +00[x][0,+00[, on a 1+t > 1, et donc :

2 t t2 g2
4(1 + xt)3/2 '

“ﬁlf(x,t)’ = e*tQE(l +at) 32 =

2. Soit a > 0. La fonction ¢ — t“¢~** est continue sur [0, +00], donc l'intégrale est généralisée en
+00. On a:

2 _ . , _ 42
o 2t =, ult®/2e=u 5 () par croissances comparées, de sorte que t%¢~! = o (t%) ;
u=t u——+00

1
. t—2>0pourtoutt>0;

oo dt
. / 2 converge en tant qu’intégrale de Riemann en +o0o d’exposant 2 > 1.
1

+00 9
Par théoreme de comparaison, on en déduit que ['intégrale / t%e~t dt converge.
0

“+o0o
g2 L
et dt converge comme intégrale de Gauss,

+oo
Pour z = 0, l'intégrale / et V1+ztdt = /
0 0

42

+oo  te +
et / ——dt =
o  V14at 0

te™t dt converge également d’apres I’étude précédente avec oo = 1.

Supposons z > 0. La fonction ¢ e~ \/T+ 2t est continue sur R4. Donc l'intégrale est
généralisée en +o0o. Et on a :

e« e VIFat ~ e rt®aveca=1/2>0;
t——+o00
o et > 0 pour tout t > 0 ;

+oo
o lintégrale / t%e~t* dt converge (on vient de le faire).
0

+oo
Par théoreme de comparaison, ['intégrale / et Vv 1+ ztdt converge pour tout x > 0.
0

2
& i Mt +oo te”t
On conclut de la méme manicre avec 'intégrale |, Nie=

te i&e_t2 t1/2e_t2

1+ xt tstoo Vvt - NS

3. (a) Soient z,y € [0, +oo] tels que x < y. On a pour tout ¢t > 0 :

1+at<1+yt = Vitat< JI+yt = e Vitat<e " JI+yt

u—+/u croissante et positive

dt, en remarquant que :

_¢2

Et par croissance de l'intégrale, on obtient :

+00 9 +00 9
g(m):/ et \/1+xtdt§/ e /1 +ytdt.
0 0

Donc [g est croissante sur [0, +00].|

(b) Soit t > 0 fixé. La fonction z +— f(z,t) est de classe €2 sur Ry, de dérivée x — O f(z,1),

et de dérivée seconde = — 8%1 f(z,t) dont on a vu précédemment qu’elle est bornée par la
2

quantité 56_

+2

Soit (z,t) € [0, +00[x [0, +00[. D’apres la formule de Taylor-Lagrange & 'ordre 1 appliquée
entre x et xg, on obtient :

2 _ 2 2
F(,8) = F(zo,t) — (2 — 0)01 f(z0, )] < ’54’”6;0‘ _ %

_tQ\x—x0|2.
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(c) Intégrons I'inégalité précédente entre 0 et +00 (ce qui est légitime car I'intégrale du terme
de droite converge d’aprés la question 2.) :

/%mkﬂ$i)—f@bi)—Cr—xw&f@mj)dt<m_IMQ/%wt%_ﬁdt

D’ou par I'inégalité triangulaire (tout converge bien absolument par ce qui précede) :

+oo +oo
puﬁ—mm»—u—x@A af@mwm}:A F(@,t) = f(z0,t) — (2 — 501 f (w0, 1) dt.

+oo
< [T U@t = Fwo,t) — (@ = 20)0n f o, )] dt
0

< = xof? /+OO t2e=t dt
8 0

(d) Ils’agit de revenir a la définition de la dérivabilité : g est dérivable en xg si et seulement si la
limite du taux d’accroissement existe. Or, en divisant la relation de la question précédente
par |x — g/, il vient pour z # xg que :

_ 400 — 400 2
g(l‘) g(l‘O) _/ alf(x07t) dt’ < |I‘ 8x0| / t2€ft dt
0 0

r — T

Cette derniére intégrale est indépendante de x, et donc :

_ +oo
lim |x$0|/ t267t2 dt = 0.
8 0

T—TQ

Par le théoréeme des gendarmes, on en déduit que :

lim M — /Jroo 81f(.7}0,t) dt‘ =0 - lim M = /+OO 61f(x0,t) dt.
0 0

T—T0 T — X0 T—x0 T — X

+oo
Ainsi |g est dérivable en xg et on a ¢'(zg) = / 01f(xg,t)dt.| Ceci étant vrai pour tout
0

xo € [0, +00[, on en déduit que g est dérivable sur cet intervalle.

Enfin ¢ — 0 f(x0,t) est une fonction positive sur R, et donc par positivité de l'intégrale,
g'(z0) > 0, ce qui permet de retrouver le fait que [g est croissante.]

Exercice 3 (Edhec 2010)

1
1. Pour tout i € [1,n], la fonction (21, ..., 2,) — — est de classe €2 sur U comme quotient de fonc-
Ti

tions polynomiales, donc ¢ sur U, dont le dénominateur ne s’annule pas. De plus (z1, . ..,z,)
x1 + -+ + x, est polynomiale donc €2 sur U. Par sommes et produit, on en déduit que
|fn est de classe €2 sur U]

2. Calculons les dérivées partielles de f,, sur U. Pour tout i € [1,n] :

1 1 1
@nghnwm:(+m+)—ﬂ@rw~+%)

T In

Cherchons les points critiques de f,, en résolvant :
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1 1 1 1 1 1
)= cidx,) =0 = — ) - = D=0 (L
Tt x%(ﬂc1+ + ) s +xn> x%(iﬁ-i- + @) (L1)
1 1 1 1
S U B ceidx,) =0 - cqx,) =0 L) — (L
St ) ateta) =0 (G ) @kt (L2) ~ (L)
1
;14' +g —7%(J?1+"'+l'n)20 E*E (I1+ +In): (Ln)f(Ll)
1 1 1
Q—&- +>—2(a:1+ +z,) =0
1 . T x7
o Z @
z1+-+x,7#0 sur U 1 2
L U
af
1 1
(+ +>‘2($1+~--+xn):o
T Tn 1
& Ty = T2
T1,...,L5 >0 sur U
Tl = Tn
n 1
- :0
- x%(nxl)
= X1 = T2
Tl = Tn
Ainsi [f,, posséde une infinité de points de critiques, a savoir tous les (a,...,a) avec a > 0]
3. (a) Pour tout (i,5) € [1,n]? avec i # j :
1 1 2 T+t
2 . -3 o 1 n
8z‘7z‘f($17---7l'n)——;?—;%—(—2)% (951+"'+93n)——;12+2x—?7
1 1
2 _
ajﬂ'f(xl, e ,$n) = —;3 — ;?

(b) Soit (a,...,a) un point critique de f,, avec a > 0. On a pour (i, j) € [1,n]? avec i # j :

2 na 2
1 1 2
2 _ _
Ol @) ==~ @ ="
Ainsi :
(n—1 -1 1
2| -1 (-1 . 2
2 _ _
1 -1 (n—1)

4. (a) Toutes les colonnes de J, sont identiques et non nulles, donc [rg(J,) =1. Ainsi
0 est valeur propre de J, et dim(Ey(J,)) =n —rg(J,) =n —1]




ECG2 - Maths approfondies Lycée Louis Pergaud

(b) La matrice J,, étant symétrique réelle, elle est diagonalisable. De plus, 0 est valeur propre
de J, et dim(Ey(J,)) = n — 1. Reste donc une valeur propre A qu’il reste & déterminer,
qu’on obtient en prenant la trace :

A+ 0+ +0=Te(J,) = n.
———
(n—1) fois

Ainsi A = n, et [les valeurs propres de J, sont 0 et n

1 1
Autre méthode. Puisque J,, | 1 | =n | : |, n est valeur propre et dim(E,(J,)) > 1. On
1 1
obtient :
(n—1) +1 < dim(Eo(Jn)) + dim(En(Jn)) < 7.
Cours

Ainsi, dim(Ey(Jp)) + dim(E,(J,)) = n. On retrouve donc que J, est diagonalisable, et
surtout que [Sp(J,) = {0,n}]

On a K,, = nl,,—J,, donc [les valeurs propres de K, sont n —0 =n et n —n = 0]. En effet,
si on note P une matrice inversible telle que P~1.J,, P = diag(0,...,0,n, alors on a :

P7K, P =nlI, — diag(0,...,0,n) = diag(n, ..., n,0)

et les valeurs propres sont bien 0 et n.

(c) Il n’est donc pas possible de conclure ici car 0 est valeur propre de la hessienne, et que
toutes les autres valeurs propres sont positives.

5. Etude du cas n = 2.

(a) Calculons :
(z1 + x2)? — dzy20 = 23 — 22120 + 23 = (21 — 22)? > 0.

Ainsi \(1:1 + 19)% > 41’11’2.‘

(b) D’apres la question précédente :

1 1 x1 + 29)?
Ja(w1,20) = ( + ) (w1 + 22) = @1+ o) > 4.
€1 x2 T1T9
(2a)? . .
De plus, fa(a,a) = 5— = 4 pour tout @ > 0. Ainsi f admet un minimum global sur

10, +00[ x ]0, +00[ qui vaut 4, atteint en tout point critique (a,a) avec a > 0.

6. Rappelons que l'inégalité de Cauchy-Schwartz dans R™ muni de son produit scalaire canonique
s’écrit pour tout = (z1,...,2n),y = (Y1, ..,Yn) dans R™ :

| < Z yi,
7j=1
soit encore en élevant au carré,
n 2 n n
2 2
(o) = (3] ().
i=1 i=1 j=1

1
Afin de faire apparaitre f,,, appliquons cette inégalité avec z = (\/Z1,...,\/Tn) ety = ( ceey

(@, ) < [lzll < flyll,  soit

On obtient :

(2: \/:Ui@\/l:?) (Z a:z> (Z 1) soit encore 1% < f(z).

j=171i
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De plus, en tout point critique (a,...,a) ou a >0 :
fala,...;a) = L (na) = n?.
a

Ainsi [f,, admet un minimum global sur U, égal & n?|

(a,...,a) (a>0).

, atteint en chacun de ses points critiques

Probléme (Edhec 2018)

Partie I : simulations de S, et T},.

1. Etant donné la structure du programme (tant que ¢ < k, n = n+1), on observe que n correspond
au nombre de lancers de la piéce, et que c¢ représente le nombre de piles obtenus lors de ces n
lancers. Le parametre ¢ augmente de 1 lorsque la piéce tombe sur pile, ce qui survient avec
une probabilité p. Il nous faut donc une instruction qui a une probabilité p de se réaliser, et
alors on augmentera ¢ de 1, et 1 — p d’échouer, et c restera alors inchangé. Une maniere de le
faire est d’utiliser I'instruction rd.random () <p dans la boucle if. En effet rd.random() renvoie
une réalisation d’une variable suivant une loi % ([0, 1]). Cette réalisation est donc < p avec une
probabilité p, ce qui correspond bien a la probabilité d’obtenir un pile avec la piece au n-iéme
lancer.

La boucle while s’arréte lorsque le compteur c est égal a k, ce qui correspond a obtenir k piles.
La variable n contient alors le nombre de lancers nécessaires a ’'obtention des k piles, ce qui
correspond & une réalisation de Sj.

On obtient donc le code suivant :

1 [k = int(input('donnez une valeur pour k :'))
2 |p = int(input('donnez une valeur pour p :'))
3 |n =20

4]c =0

5 [while c<k :

6 n=n+1

7 if rd.random()<)p :

8 c = ct+l

9 |print(n)

2. De méme, n représente le nombre de lancers. Mais ici, la variable ¢ doit contenir le nombre
de piles consécutifs, et on s’arréte lorsqu’on a obtenu k piles consécutifs, c’est-a-dire lorsque
¢ = k, pour renvoyer n encore. On doit donc augmenter ¢ de 1 lorsqu’on obtient un pile, ce qu’on
simulera encore par rd.random()<=p. Si par contre on obtient un face, ce qui correspondra au
cas ou rd.random()<=p n’est pas réalisé, alors on remet le compteur ¢ a 0 (la série de piles
obtenue étant de longueur < k). On obtient donc le code suivant :

7 if rd.random()<=p :
8 c = ct+l

9 else

10 c=20

Partie 2 : calcul de ’espérance S;.

3. 51 correspond au rang du premier pile dans une succession de lancers. C’est donc le rang du
premier succes (« obtenir pile »), avec probabilité de succes p, dans une succession d’épreuves de
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Bernoulli identiques et indépendantes. Ainsi [S; suit une loi 4(p)| En particulier E(S;) existe
1
et vaut [E(S1) = —|

4. (a) X,—1 est égal au nombre de piles obtenus lors des n — 1 premiers lancers. Il s’agit donc
du nombre de succes lors de n — 1 épreuves de Bernoulli identiques et indépendantes avec
probabilité de succes p. Donc [X,,—; suit une loi B(n —1,p)]

(b) Sk est le rang d’apparition du k-éme pile. Pour cela, on doit donc avoir lancer au moins
k fois la piece. Ainsi S > k. De plus pour tout n > k, 1’événement [S; = n| est
bien réalisable puisqu’on peut obtenir n — k « faces » suivis de k « piles ». Ainsi on a
1Sk(Q) = [k, +oo[={n €N, n > E}].

L’événement [S, = n] est réalisé si et seulement si on obtient le k-éme « pile » au n-éme
lancer, soit si et seulement si on a obtenu k£ — 1 « pile » parmi des n — 1 premiers lancers
et pile lors du n-eme lancer. Ainsi on a :

1Sk =n] = [Xo 1 =k — 1]\ P

(c) Les éveénements [X,,—1 = k — 1] et P, étant indépendants, puisque les lancers le sont, on a :

P(Sk = n) = P([Xn,1 = ]{2—1] ﬂPn) = P(Xn,1 = k:—l)P(Pn) = ((Z: 1>pk—1(1 _p)n—l—(k—1)> P

car X,,—1 < #A(n —1,p). On obtient donc que :

1
vn >k, P(Sy=n)= (Z - 1)19"”61”"“-

5. (a) Z;représente le nombre de lancers nécessaires a I’'obtention du i-éme « pile » apres 1’obtention
du (i — 1)-éme « pile ». Il s’agit donc du nombre de lancers nécessaires a l'obtention d’un
pile. Les lancers étant indépendants, ]Zi suit donc une loi ¢4 (p)\

Cette justification conviendrait trés bien lors du concours. En détails, au cas ou 'argument
précédent ne vous convainc pas totalement, on peut aussi le retrouver par le calcul suiv-
ant : on applique la formule des probabilités totales au systéme complet d’évenements
([Si=1 = n])n>i—1. On obtient que pour tout k > 1 :

“+o00
P(Zi=k)= > P(Z=k, Sici=n)= ZP i =k+n, Si_1 =n)

n=i—1 n=i—1
“+o0

= Z P([Sic1=n]N Fpp1 N N Fypp—1 N Prgg)
n=t—1

= Z P(Si—1 =n)P(Fyy1) ... P(Fyik—1)P(Po4x) par indépendance des lancers

n=t—1
+oo

= ¥ PSii=n)(1-p)Fp=(1-p" Z P(Sii=n)=01-p)"'p
n=i—1 n=i—1

On retrouve bien que Z; — ¥(p).
(b) Par télescopage :

S =(Sk — Sk=1) + (Sg—1 = Sk—2) + -+ (Se = S1)+S1EZpy+Zk1+- -+ 2o+ 71 ]

(¢) Puisque pour tout 1 <i <k, Z; posséde une espérance qui vaut %, E(Sk) existe par linéarité

de l'espérance et vaut E(Sy) = ZE Zi) = —.
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6. (a)

1
Les Z; admettent toutes une méme espérance — et une méme variance. De plus elles sont

indépendantes (admis dans 1’énoncé). Par la loi faible des grands nombres, on peut donc

— T
conclure que |Z; converge en probabilité vers —.
p

1 1
La fonction f:x € R} — — est continue sur R’ , et on a — € R%. Par la propriété admise
€z p

1 k

dans ’énoncé (qui généralise I'une des propriétés du cours), on obtient que == Lt p.
k k

5 est donc un estimateur convergent de p.

k
Puisque {[Sx_1 = j], j > k — 1} est un SCE, la série Z P(Sk_1 = j) converge et sa
j>k—1
+00
somme vaut Z P(Sk-1=7j)=1.
j=k—1

Par le théoreme de transfert, la variable aléatoire admet une espérance si et seule-

Sy —1
k-1 Ek—1(j—-1 .
ment si la série Z ——P(Sk =j) = Z e J pkquk converge absolument.
, j—1 1 \k -1
JESK() i>k

Puisque cette série est a termes positifs, on étudie sa convergence. On a (en utilisant la
formule de Pascal et le fait que k& > 2) :

k—1(7—-1 . i 9 - 9 ) o
H(}i_1>pqu kE _ (7{_2>ka] k:p<2_2>pk 1q(3 1)—(k—1)

=pP(Sp-1=7j—1)

-
Il s’agit du terme général d’une série convergente, donc S admet bien une espérance
o —
etona:
k—1 =
F(E)p S psa=i-0=0 3 P =)ED
Sk —1 =k j=k—1

D’ou le résultat souhaité.

On a:
2(5)-r-e(s) 2 (=5 2 (Csmy )
== (sE-1)
Sk —k

Sk(Sk — 1)
espérance, et par le théoreme de transfert :

X n-k X -k (n—-1\ 4 .
BT =2 P Se=m =2 ooy Pl >0
n=k n=k

Or Sy > k, donc T, = > 0. De plus par le calcul précédent, T} admet une

Ainsi bg <Sk
k

) > 0, et | = est un estimateur biaisé de p.
k

10
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Partie 3

: calcul de I’espérance de 7T}.

7. S1 désigne le rang d’apparition du premier « pile », alors que T} désigne le dernier « pile » de la

premiere série de 1 « pile ». Ainsi on a |51 = T}|.

8. (a)

Pour tout 1 < j<k,ona:
PlﬂPQQ-"ﬂF)j_lﬂFj:[W:j]

et
Pn---NP,_1NP,=[W2>k+1].

Or {[W =j],1 <j<k}U{[W > k+ 1]} est un systéme complet d’événements puisque
W (Q) = N* (W suit une loi 4(1 — p)). D’ou le résultat.

Rappelons que T} est le rang d’apparition du dernier pile de la premiere série de k piles
consécutifs. Supposons qu’on ait fait « face » au premier lancer. Ce lancer ne contribue
pas a une série de « pile ». Ainsi pour obtenir pour la premiére fois une série de k « pile »
consécutifs au n-éme lancer, il faudra donc obtenir cette série pour la premiere fois au
bout de n — 1 lancers (entre le deuxieme lancer et le n-éme lancer). Or la probabilité
d’obtenir k « pile » consécutifs pour la premiére fois au (n — 1)-éme lancer est précisément
P(Ty; =n—1). On a donc :

Vn>k, Pp(Ty=n)=PI,=n—1)]

On admet que T} admet une espérance, de sorte que toutes les espérances conditionnelles

considérées existent bien aussi. Notons de plus que T () = [k, +o0o[ (méme argument que
pour Si(£2)). On a :

+oo +oo
E(Ty|F1)=> nPp(Ty=n) =Y nP(Ty=n-1)
n=~k n=k
—+00 —+00
=kP(Ty=k—-1)+ Y nP(Ty=n-1)=> (n+1)P(T}; =n)
— n=k+1 n=k
=0

= Z nP(Tp =n) + Z P(T, =n) car toutes les séries convergent

= EET;C) T1

car {[T =n], n > k} est un SCE. D’ou le résultat voulu.

Soit i € [2,k]. De la méme fagon si Py N---N P;_1 N F; est réalisé, les i-premiers lancers
ne contribuent pas a la constitution d’une série de k-lancers. Ainsi la probabilité d’obtenir
pour la premiere fois k « piles » consécutifs au n-éme lancer sachant Py N---NP_1 N F;
réalisé est égal a la probabilité d’obtenir pour la premiere fois k « piles » consécutifs en
exactement n — i lancers (du (i + 1)-éme lancer au n-éme). Ainsi on a :

Vn >k, Ppn.np,_inr(Tk =n) =PI, =n—1).

Notons d’ailleurs que P(T; =n —1i) =0 si n —i < k. On obtient alors :

+oo
E(T|Pi0---NPyNF) =Y nPpn.np_nr,(Th = n) ZnP b =mn—1)
n=~k
+o0o +oo

= Z nP(Ty, =n—1i) = Z(n+i)P(Tk =n)
n=k+1 n=k
+oo +oo

= Z nP(Ty, =n) +i Z P(T;, =n) car toutes les séries convergent
n=~k n=~k

= E(T,) +i.

Ainsi [E(Ty|PLN---N P,y N F;) = E(T,,) + i pour tout ¢ € [2,k]]

11
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(d) Si I’événement Py N --- N Py est réalisé, alors on a obtenu une succession de k « pile »
consécutifs lors des k premiers lancers, et donc T, = k. Ainsi la loi conditionnelle de T},
sachant ’événement Py N --- N Py est la loi certaine égale a k. On obtient donc que :

E(Tk|P1ﬁﬂPk):E(k"P1ﬂmPk)

9. (a) D’apres la formule de l’espérance totale appliquée au systéme complet d’événements de la
question 8.(a), on a (en admettant que E(T}) existe) :

k
E(Tk) = (Z E(Tk‘Pl N---NPEP_1N FZ)P(Pl N---NPFP_1N FZ)>
=1

—|—E(Tk‘P1ﬁﬂPk)P<P1mﬂPk)

k
= (Z(E(Tk) +i)p" (1 —p)> + kp”

=1
k k
=E(T)Y p ' —p)+ > ip" (1 —p)+ kp"
=1 =1
k-1 ) k—1 )
=E(T)Y g+ Y (G +Dp/(1—p)+kp*
=0 =0

(b) Pour la premiére somme (progression géométrique de raison p # 1) :

k—1 k
. 1—p
> Pa=q——=1-p"
=0 p
k—1 ‘
Calculons a présent Z(] + 1)p’. On reconnait ici la « dérivée » de la somme d’une
§=0
k ) 1— xk—l—l
progression géométrique Zajl =———aveczx €]|—1,1].
i=0 11—z

En dérivant par rapport a = (possible car tout est dérivable) :

iiaﬁifl  —(k+ Dak(1—z) 4+ (1 — 2k 1= (k+ 1)k + kak+!
= a (1—x)2 a (1—x)2 ’

D’ou pour z =p :

k—1 2 k+1
: 1= (E+1)p" +kp
S G+ = — .
j=0 P
On obtient alors en substituant dans I’expression de la question précédente :
(1-p)

E(Ty) = E(Ty)(1 - p*) + + kp*

soit encore : & Erl k k41
1—(k+1)p" + kp™™ + kp” — kp
E(Tk)pk = ( ) (1-p)

l—pk
—

D’ou finalement |[E(T}) =
qap

10. Lorsque la premiere série de k « piles » consécutifs s’acheve, alors on a déja obtenu au minimum
k « piles », et donc Sy < Tj. Par croissance de l'espérance, on obtient [F(S;) < E(T;) On en
déduit avec les calculs précédents que pour tout k& € N* et tout p €]0, 1] :

k

I—p
qp*

& l{:(l—p)pk*1 < 1—pk & k:pkil—kpk < 1—pk = ‘kpkil -1< k:pk —pk = (k — 1)pk.‘

k
- <
p
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