Un corrigé

Partie I - Une application linéaire de H, dans S,

1. a) La vérification est immédiate pour établir que H,, est un sous espace vectoriel de S,,.

De plus, si A € S,,, alors en notant D la matrice diagonale ayant la méme diagonale que A et B la matrice
identique a A sauf pour ses éléments diagonaux qui sont tous nuls, alors A = B + D et cette écriture est
unique.

En effet si A = B’ + D’ avec D' diagonale et B’ € H,, alors D — D' = B’ — B, donc B’ — B = 0 car elle
est diagonale & diagonale nulle, et ainsi D — D’ = 0. Finalement B = B’ et D = D’.

1 1 -1
"("; ) ot | dim(#H,) = "("; ) n= "("2 )

2. a) Déterminons la matrice du projecteur orthogonal sur Vect(Uy,).

b) On a alors : dim(H,) +n =

Puisque V = ﬁUn est une base orthonormée de Vect(U,), alors on sait d’apres le cours que, pour tout
X € R", la projection orthogonale de X sur Vect(U,) vaut : (‘VX)V =V('VX)=1U,'U,X.

D’ou la matrice dans la base canonique de ce projeteur est %Un tU,.

b) On sait alors que H, =1, — %UntUn est la matrice du projecteur orthogonal sur Vect(Un)J-

c) On a ker(H,) = Vect(U,) qui est de dimension 1, d’ot | H, n’est pas inversible | . Im(H,) =
Vect (U, )+ d’ott | rg(H,) =n—1 |

3. La linéarité est immédiate. D’autre part, ‘®(A) = —%t(HnAHn) = —%tHntA tH, = —%HHAHn car A
et H, sont symétriques.
4. def phi(A):
n=np.shape (4) [0]
Un=np.ones((n,1))
Vn=np.dot (Un,np.transpose(Un))
In=np.eye(n,n)
Hn=In+(-1/n)*Vn
return (-1/2)*np.dot(Hn,np.dot(A,Hn))

un calcul rapide montre que Phi (np.array([[0,2],[2,0]]1)) renvoie array([[0.5,-0.5],[-0.5,0.51]).

5. a) La matrice U, ‘U, a tous ses coefficients qui valent 1 d’ott on en déduit que

les éléments diagonaux de H,, valent tous 1 — % et les non diagonaux —%

b) Sil'on note h; ; I’élément générique de H,,, alors on a : a Z a;khy; = a; ( — ) —— Z a; k,
Ly

ie. a;J aij — a;

) En réutilisant 1 tati bcédent b 1§n:h / 1(1 1’+1 En:
c) En réutilisant les notations précédentes, on a : b; ; = —5 ikay = ——(1— —)a; ; + —

p i, zk:1 ik Ok, 2 n
Ainsi on a :
1 n 1 L
bij =51 = )ai; —ai) + o~ Y (any —ap) = S(ai —aig) + o— Y (ax; — ax)
n .
k=1,k#i k=1

n
Or % Z(alw‘ — ag) Z agj — — Z ar = aj — a. D’ou finalement :
k=1 i k=1



d) Dans cet exemple : a1 = 1,a2 = %, a3 =

5
3
D’Ofl, bl’lzé(l—l—l—%):%,blg:% 1—|—%—1—%):0, b173:%(1—}—%—2—%):—%,demémebm:

2
39
b273 = —% et 1)373 =1.

1 0 -1
Dou®(A4)=%|0 2 -2
-1 -2 3

6. a) Puisque A € ker(®), en reprenant les notations de la question précédente, on a en particulier b; ; = 0,
donc 2a; —a = 0 i.e. a; = %
n
b) Or a = %Zai, d'ott a = § i.e. . Sachant que les b; ; sont nuls, en reprenant la relation
i=1

de la question précédente, puisque a = 0, les a; sont aussi nuls, on en déduit que a;; est nuls. Donc
[ A est la matrice nulle |

c) Le noyau de ® est donc réduit a la matrice nulle, ceci prouve que | ® est injective | .

7. a) Soit B € Im(®), il existe A € H,, telle que B = —1H, AH,. D’ot BU,, = —1H, AH,U,. H, étant le
projecteur orthogonal sur Vect(U,,)*, H,U, = 0 d’ott BU, =0 i.e. B € K,, d’ou Im(®) C K,

dq

b) Si M est diagonale, d’éléments diagonaux di, ..., d,, alors MU, = | : |.Dou M € K,, ssidy = ... =
dn

d, = 0 i.e. M est la matrice nulle. On a bien | K., ND, ={0} | i.e. ces deux s.e.v. sont en somme

directe.
c) Ainsi dim(KC,, ® D) = dim(K,,) + n et K,, & D), est un s.e.v. de S,, de dimension %

Dot dim(K,,) < M) p e, dim(K,) < 2=l

Or par le théoreme du rang, dim(Im(®)) = n(";l), et Im(®) C K,, donc dim(K,,) > "(n;l), d’otut le
résultat.

On en déduit | Iégalité demandée puisque Im(®) et K, sont de méme dimension et que Im(®) C IC,,. |

Partie II - Propriétés des matrices euclidiennes

0 21 1 5 —4 -1
8. Ontrouveque A=12 0 1|, ®(A) = 5 -4 5 -1
1 10 -1 -1 2

La méthode du pivot donne le spectre de cette matrice : {1, %, 0}

9. a) Soit Ey, ..., E, la base canonique de R”. On a, pour tout (i,5) € [1,n]? tel que i # j, ||[E; — Ej||? = 2
d’ou en posant X; = %Ez pour tout i € [1,n], on a bien pour tout (i,j) € [[1,71]]2 tel que i # 7,

| = X = 1. Done

b) On a pour tout i, a; = == = a.

5 N s g . _ 1/n—1 n—1 n—1y _ 1 . _1/n—-1 n—1 _n—1\ _ n—1
Don [SiAj b= J0g R TR = etby = g b sl =t

c) On a bien que ®(4) = L1H,, d'on rg(®(A)) =rg(Hy,) =n— 1. | et H, étant un projecteur non
trivial, Sp(H,) = {0,1} d’on | Sp(®(A) = {0, 1}




10. Si k > p, en ajoutant & chaque X; k — p composantes égales & 0, on obtient un vecteur de R¥ et on a
pour tout (i,7) € [1,n]?, || X! — X}|I* = [ Xi — Xj||?, ce qui prouve que X7,..., X}, est associée a A, d’ot
Ae gn,k-

11. a) Immédiat.

b) 1 suffit de prendre Y = 2 Z Xp.
k=1

¢) On utilise les célebres identités remarquables : | aij = |1 Xi — X512 = | X2 + |1 X5 — 21 X3 X;
D’ou :

1 n n
ai = (n!XiII2 + 11 —2) ] th‘Xj)

j=1 j=1

n

J Jj=1

. . 1 n
Xj) =0. Ainsi | a; = || X4])* + - Z HXJ'H2
1

n
Par linéarité du produit scalaire : Z X, X = ¢ (
j=1

n =1

L& 1 & s I & 2 L& 2 1 & 2 15 2 ¢ 2
Deplusa =~ a; =—> [ IX*+ =D 1% ] = =D IXlP+=D_IIX;]* dou [ a==>"[1X;]?.
) [t ) ni3 nei3

d) On a vu dans la question 5.c) que : b;; = 3(a; + a; — a;; — a). D’ou :
1 2, 1¢ 2 2, 1o 2 2 2% 2
big =5 [ 1Xl* + = D UKl + 1017 + = D IXkl® = 12X = X507 = = > 11 X]
2 "= "= "=

Il reste : b;; = & (|| X]|2 + || X;]1% — | Xi — X;||?). Une des non moins célebres identités de polarisation

donne le résultat : | bi; = 'X;X; | .

Les colonnes de X sont X, ..., X, alors les lignes de ‘X sont ‘Xj,..., X,,. Ainsi I’élément générique de
XX vaut 'X;X; | ce qui prouve que ®(4) = LXX. |

e) Montrons que ker(®(A)) = ker(X).
On a classiquement ker(X) C ker(®(A)).
Réciproquement, si V € ker(®(A)), alors XXV =0 dou ‘VIXXV =0ie | XV||*> =0 donc XV =0
soit V' € ker(X). On a donc 1’égalité par double inclusion.
D’apres le théoréme du rang, | rg(X) =n — dim(ker(X)) = n — dim(ker(®(A)) = rg(P(A)) | , cdfd.
Les vecteurs Xi,...,X,, étant dans RP, le rang de (Xi,...,X,) est inférieur & p d’ou rg(X) < p i.e.
L 1g(®(4)) <p.

12. On a vu que Im(®) = K,, d’ou ®(A)U,, = 0 et ainsi 0 est bien une valeur de ®(A).
De plus, si A € Sp(®(A)), il existe V € R™ tel que ®(A)V = AV, d’'ott 'VIXXV = NVV = )|V, ie.

X 2
IXV[? = M|V soit A ”||VV|!  Ceci prouve bien que
~——

#0

Partie III - Caractérisation de Schonberg-Young-Householder des matrices euclidiennes

13. a) G étant symétrique réelle, elle est diagonalisable dans une base orthonormée.

On construit une base orthonormée de vecteurs propres en placant les vecteurs propres associés aux
valeurs propres non nulles en premier et ensuite ceux associés a la valeur propre 0. Le noyau de G étant
de dimension n — p, il y a p vecteurs associés aux valeurs propres non nulles et n — p a la valeurs propre 0.

Soit la matrice P dont les colonnes sont formées de ces vecteurs propres.



Alors P~'GP est diagonale avec ses p premiers coefficients qui sont strictement positifs, donc que ’on

a1 0 B ()
0 )
peut noter a%,...,ag et les autres qui sont nuls. En posant A = “p , on a bien
' 0
0
0 0 O

tPGP = A? d'ot G = PA%(tP).

b) La ligne numéro i de A(!P) est égale a la ligne i de A multipliée par P. Or les n — p derniéres lignes

de A sont nulles, d’out | les n — p derniére lignes de A(!P) sont nulles. |

n p
c) Notons m; ; les coefficients de A(*P). L’élément générique de G égal a Z MMk j = memw =
k=1 k=1
mi,j

(myi...mp ;) : ce qui correspond & bien ’élément générique de X X, d’ot I’égalité annoncée.
I Dy . 9
Mp,j

14. a) Sans difficulté.

b) On remarque que »  Xj, = XU,. Dot | Y Xi|* = {(XUn) XU, = 'U,,' X XU, = 'U,GU,, =0, d’ot
k=1 k=1

n
c¢) Si l'on note A’ la matrice euclidienne associée a X7, ..., X,,, on a puisque Z X = 0, d’apres la partie
k=1
2, ®(A’) est d’élément générique 'X;X;. Ainsi D(A’) = G et ® étant injective A’ = A. cqfd.

15. a) e On a vu dans la partie 2, question 12, que si A € &, alors Sp(®(A4)) C RT.

e Dans les questions 13 et 14 que si A n’est pas la matrice nulle et Sp(®(A)) C RT alors A € &,. Si A
est la matrice nulle, elle appartient bien a &,.

On a bien I’équivalence.

Si A € &, n’est pas la matrice nulle et p = rg(®(A)) alors on a vu que que A € &, ;, dans les questions 13
et 14.

Et on a vu dans la partie 2, que si A € &,  alors k > rg(®(A)). D’on | rg(®(A)) = min{k € N*/A € &, 1} |

b) Trivialement la matrice nulle appartient & &, ,,—1.

Si A € &, et n’est pas la matrice nulle alors, d’aprés les questions précédentes, A € &, .o(a(a)) et 18(P(A4)) <
n—1,dou A € &, -1 d’apres la question 10. D’ou I’égalité.

c) D’apres la question 9, la matrice carrée d’ordre n dont tous les coefficients valent 1, sauf les coefficients
diagonaux qui sont nuls, appartient a &, = &, ,,—1.

Donc il existe n vecteurs X1, ..., X, de R"™1 tel que pour i # j, | X; — X;||*> = 1.

S’il existe m vecteurs de R®~! vérifiant cette propriété, alors la matrice A associée est euclidienne de type
(m,n—1), dourg(®(A4)) <n—1lie.m—1<n-—1doum <n, ce qui prouve le résultat annoncé.

16. L’expression est la suivante : min(al.eig(Phi(A)) [0])>=0.
17. Un grand classique :

e Montrons que la condition est nécessaire. Si Sp(M) C R™, alors il existe une matrice orthogonale P



et une matrice diagonale D & coefficients positifs telles que M = PD!P. D’'ou ‘XMX = 'XPD'PX.
On pose Y = 'PX et on note yi, ..., y, les coefficients de Y et a, ..., o, les éléments diagonaux de D,
n

IXMX ='YDY =) apy;. Dot 'XMX > 0.
k=1
e Réciproquement, si a est une valeur propre de M et X un vecteur propre, ‘XM X = {X(aX) = o X|*.

EXMX
Dot a« = ————, et ainsi a > 0.
X2
La suite s’en déduit facilement.
1 0 -1 T —2z
18. a) D’apres la question 5.d), ®(4)=1| 0 2 —2[. Dot 'X®(A)X = i(z y 2) 2y — 2z =
-1 -2 3 —x — 2y + 3z
%(mZ — 2z +2y% — 2yz — 2w — 22y + 32%) = %(wz + 2% + 322 — 222 — 42y).
b) Onaalors ‘X®(A)X = L(2? —2zz+2%+2(y* —2yz+2%)) = 3((x—2)?+2(y—2)?), dott 'XP(A)X >0
pour tout X. | A est bien euclidienne. |

Partie IV - Une condition nécessaire et une condition suffisante utilisant la trace

19. a) Ona Tr(M) = Z A = "UA, Aot m = LU A.
k=1

T
M? est semblable & la matrice diagonale dont les valeurs non nulles sont A2, ..., \2. Ainsi Tr(M?) = Z A2
k=1

En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans R™ aux vecteurs A et U,., on a ainsi :

Tr(M?)

(‘URA)? < U |P[A2 =7 <Z A%) doit m? <
k=1

Tr(M?)

1 1
b) On a, 'AH,A = ||A||* — ;(tAU,,)Q = Tr(M?) - ;(tAUr)Q, d’out

—m? >0 ce qui justifie la définition de s.

Ainsi

. 2
AH A = lTr(MQ) - (AUT> = 1Tr(Mz) —m? = 52
r r r

¢) On applique Cauchy-Schwarz dans R™ aux vecteurs H,Y et H,.A :
| {(H Y HA| < |[HY (| oA

Or ‘(H,Y)H,A = 'Y'H.H.A =Y H?A = 'Y H,A.

De méme, ||H,Y| = /{(H,Y)H,Y =tYH,Y et |H.A|| =/t{(HAN)H.A = /*AH,A ce qui permet de
conclure.

Ainsi —/TYH,.YVTAH.A < 'Y H.A <VIYH.Y\IAH.A, d'ot

—VIYH.YVrs2 <Y H.AN<VIYHYVrs? dou —syrV/IYHY < 'Y H.A<s/rVIYH,Y.

10



d) H,Y est la derniére colonne de H, soit : d’ou 'YH,Y =1— % =r=1

r—1
'Y H, est la derniére ligne de H, soit( U l) d’ott tYHA——fZ)\k—ir 1—7))\ -\ -

On a donc : —s\f,/ <)\ —m<s\f1/ dou |/\ >m—syr—1 |

e) On a r2(m — \,) (Z Ak — T Ay ) = (Z()‘k)"“)) . Or pour tout k € [1,7], \p — A > 0 et

k=1
(Z()\k ) Z Me=A)”+2 > (A= AN = Ar), d'ot (Z(Ak > > Z (M — Ap)? et
k=1 k=1 1<i<j<r k=1
>0
ainsi

r? Z)\k—

De plus, > (A\x — Z A2 —2)\, (Z Ak> +7A2 = Tr(M?) — 2rA\.m + )2, d’ou :
k=1 k=1

T Tr(M?
Z()\k — AT)Q =7 ( r(r ) —2\m + )x,%) =r (52 +m? —2\,m + )\2) =rs + r(m — AT)Q
k=1

On a alors r2(m — A\p)2 > 7s? +r(m — \)?, dott (r — 1)(m — \,)? > 2.

m > A, en prenant la racine carrée de l'inégalité précédente :

Vr—=1m—X\)>sdoum— 2= >\,

i

1 1
20. a) D’apres les propriétés de la trace et le fait que H2 = H,,, m = ~Tr(-H,AH,) = —(-Tr(AH,)) =
r T

! — Tr(A) +1Tr(AU, 'U,) | = iTr(tUnAUn) .Donc | m= itUnAUn.
N—— nr N—— nr

r

=0 €eR

De méme : 1 1
s* = ~Tr(H,AH,AH,) —m?* = ~Tr((AH,)?) — m?
T r
2 1 trr \2 o L oy 1 t 1 t t

De plus,
o Tr(A%U,'U,) = Tr(tU,A%U,) = U, A%U, et Tr(AU, U, A) = Tr(A%U, 'U,) = U, A%U,.
o Tr(AU, U, AU, 'U,) = Tr((tU,AU,)?) = (1U,AU,)? = n?r?m?.

11



1 2 1 2
Dou |s?= ;(Tr(AQ) - tU, AU, + r?m?) —m? = ;Tr(AQ) - U, AU, + (r — 1)m?2.

1
b) On a (r — 1)(m — A\.)? < (r — 1)m? d’ou d’apreés la question 19.e), s> < (r — 1)m? d’ou ;(Tr(Az) -

2 2
—ty,, A%U,, < 0 donc Tr(A?) < = U,A%U,
nr n

n—3
rn?(n — 2)

n—3

(tU, AU, )2 +(r—1)m?, d’'ot s? < (7‘112(7L—2)T2n2 + (r— 1)) m2,

c) Sil'inégalité est vérifiée, s2 < —

n— (n—=3)(r—1)

n—2

done 5 < (=2=3r (= 1)) 2 puis (= 1 < (- L

(n=3)(r-1)
n—2
r+(r—12< = —2)r+ (r—1)% qui vaut 1.

Or on sait que r < n—1, d’ott on en déduit que >r—2car (n=3)(r—1)—(n—2)(r—2) =
(n—=3)(r—1)

n—1—r et ainsi —
n—2

Donc (r — 1)s2 < m? i.e. /7 — 1s < m. L’inégalité de la question 19.d) montre que Ar >0 ce qui
prouve que A est euclidienne.

21. a) D’apreés la question 20.b), cette condition est nécessaire si A n’est pas la matrice nulle et est vérifiée
par la matrice nulle. Elle est suffisante d’apres la question 20.c) pour n = 3 puisque n — 3 = 0.

a’®+1 1 a 9 9 4 8
A% = 1 a®+1 a ,Tr(AQ):2a2+4,gtU3A2U3:§(2a2+4a+6):§a2+§a+4.
a a 2

2 8
D’out A est euclidienne ssi —§a2 + 3¢ >0iea(d—a)>0ie. a € [0,4]

n—=1) (n—2) ... (n—2)
(n—2) :
b) Un calcul rapide montre que ‘U, AU,, = n(n—1). A% = : : d’ou
: (n—2)
(n—2) oo m=2) (n—-1)
Tr(A?) = n(n —1) et U, A%U, =n(n —1)+n(n—1)(n—2) =n(n—1)% Do :
24 2 n—3 2 2 n—3 o 2 on — 1
Z,A, — — (WU AU)? = 2(n = 1)? = 4 ———n®(n—1)2 = (n — 1)’
nU v nz(n—Z)(U Un) (n—1) nz(n—Z)n(n )y = )n—2

3
n J—
On vérifie que l'on a bien (2) > n(n — 1) ce qui prouve le résultat attendu.
22. Le script :
def CsEuclidinne(A):
n=np.shape (4) [0]

A2=np.dot(A,A)
return 2/n*np.sum(A2)-(n-3)/(n**2*(n-2))*(np.sum(A)**2)-np.trace(A2)>=0
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