ECG?2 - Maths approfondies Lycée Louis Pergaud

—— TDI1
Produit scalaire et espaces euclidiens

Produit scalaire et norme euclidienne

Exercice 11.1 (%)
On considere le plan vectoriel R? et on pose pour x = (z1,22) et y = (y1,2) :

(z,y) = 2191 + T1Y2 + Tay1 + 272Y2.
1. Montrer que pour tout z = (21,22) € R?, (2,z) = 2(z1 + %) + 3a3.
2. Montrer que (-, -) définit un produit scalaire sur R2.

3. Montrer que les vecteurs (1,0) et (1,—2) sont orthogonaux pour ce produit scalaire et calculer
leur norme. Les vecteurs (1,0) et (0, 1) sont-ils orthogonaux ?

Exercice 11.2 (% - EML 2007)
Soit n € N*. Montrer qu’on définit bien un produit scalaire sur R,,[z] en posant

1
P.Q) = [ POQOG -t

Exercice 11.3 (% %) n nq
Soit n € N*, soient x1,...,x, € RY tels que Z:c, = 1. Montrer que Z = >n2
i=1 i=1 "%

Etudier le cas d’égalité.

Commengons par un rappel.

Rappel. Inégalité de Cauchy-Schwarz.
Soit (E, (-,-)) un espace préhilbertien réel. Alors :

Va,ye B, [(@y) <l [yl

De plus, il y a égalité si, et seulement si, z et y sont colinéaires.

L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne dans £ = R™ muni du produit scalaire canonique :

pour tout = = (z1,...,2n),y = (Y1,---,yn) € R™.

En essayant de coller avec la formule a obtenir, on devrait finir par appliquer 'inégalité de
Cauchy-Schwarz avec x = (\/Z1,...,1/T,) et y = (\/%, ce \/%Tn) pour obtenir :

=1

D’ou en élevant au carré :
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Il y a de plus égalité si, et seulement si, x et y sont colinéaires. Comme x # Ogr, il existe a € R
tel que y = ax, ce qui donne :

1
Vie[l,n], —==ayx; & 1=ax.
vV Li

n
Comme de plus Z x; = 1, il suit que :

i=1
n
n= aZmi =«
i=1
et donc : )

Vie[l,n], == e
A sr o ees s . 1
Ainsi, il y a I’égalité si, et seulement si, z1 = --- =z, = —.
n

Exercice 11.4 (%)
On consideére I'espace E = €1([0,1],R) et on pose :

Vg E, (f9) = fa)+ [ FOd 0

1. Montrer que (-,-) définit un produit scalaire sur E.

2. Btablir que Vf € E, (f(l) +/01 £ dt>2 <9 (f(1)2+/01 f’(t)?dt) |

1. Montrons que (-, -) définit un produit scalaire sur F :

e Linéarité a gauche. Soient f1, fo,g9 € E et A1, A2 € R. Calculons :

Oy +dafa,g) = (i + def)(Dg(1) + / (i +afo) (9'(0) dt
= A f1(1)g(1) + Aafo(l +/ (AL f1(8) + Xaf5()d’ () At (lin. de la dérivatio:

= M A1) + Aafo(l +>\1/ £18) dt+/\2/ A @ dt (lin. de 1’

(s oo s | o)

= A (f1,9) + A2 (f2, 9)

D’ou la linéarité a gauche.

e Symétrie. Pour tout f,g € F :

(0.0) = o)+ [ g OF Wyt
0+ [ 709 0= (7,0)

D’ou la symétrie, et donc également la linéarité a droite.
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e Positif. Pour tout f € E :

G0 =1+ [ f 2 ar=o
>0

par positivité de 'intégrale.
o Défini positif. Soit f € E. Alors :

(f,f)=0= f(1)2+/1 F®)%dt=0
—~— Jo

>0

>0
:f@ﬁ:omxffﬁﬁazo
0

Or c’est I'intégrale d’une fonction continue et positive. Elle est nulle si, et seulement
si, f/(t) = 0 pour tout ¢ € [0,1]. Ainsi, f est constante sur [0, 1] égale & f(1) =0, de
sorte que f = 0p.

2. On reconnait ici la norme ||f||? & droite de I'inégalité. Cela devrait nous faire penser a
I'inégalité de Cauchy-Schwarz. Rappelons la.

Rappel. Inégalité de Cauchy-Schwarz.
Soit (E, (-,-)) un espace préhilbertien réel. Alors :

Vao,ye B, [z,y)l < llz - [lyll -

L’inégalité de Cauchy-Schwarz (élevée au carré) donne ici que pour tout f,g € E :
1 2 1 1
(rwa+ [ i) < (fa72+ [ rora) < (g0 + [ gera).
0 0 0
On doit donc identifier g € F tel que pour tout f € E, on ait :
1 1
W9+ [ £g Wt = (£9) = F) + [ eyt
Remarquons que la fonction g : « € [0,1] — x convient. Calculons sa norme :
1
|@W:guﬂ+/1uu=1+1:z
0

L’inégalité de Cauchy-Schwartz appliquée a f pris dans E et & g : « € [0,1] — x donne le
résultat souhaité :

(s + [ roa) <2 (s + [ rarar).

Exercice 11.5 (%% - Produit scalaire canonique de ./, (R) - &)
On considere l'espace E = 4, (R) et on pose : (A, B) = Tr(*AB).

1. Montrer que pour tout A = (a;;), B = (bi;) : (A,B) = Z Zai,jbi,j
i=1j=1

2. Montrer que (-, ) définit un produit scalaire sur E.
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1 ... 1
3. Déterminer la norme du vecteur J = | : :
1 ... 1
3 n 2 n n
4. Etablir que pour tout A € E : <Z am) < nz Z aij.
i=1 i=1j=1

5. Montrer que les sous-espaces .7, (R) des matrices symétriques réelles et o7,(R) des matrices
antisymétriques réelles sont orthogonaux.

Exercice 11.6 (%)
Soit E un espace vectoriel réel muni d’un produit scalaire (-,-). On note ||-|| la norme euclidienne
associée.

1. Montrer 1’égalité suivante (appelée identité du parallélogramme) :
2 2 2 2
Ve,y e B,z +yl” + lle =yl = 2= + ly[I%).
Interpréter géométriquement ce résultat.

2. En déduire I’égalité suivante (appelée égalité de la médiane) :

| = 5 V20l + 181) = o = ol

r+y

v E
‘/E?ye ) 2

Interpréter géométriquement ce résultat.

Exercice 11.7 (%% % - QSP HEC 2007)
Soit E un espace euclidien de dimension n. On note (-, ) le produit scalaire et ||-|| la norme associée.
Soit f un endomorphisme de E qui vérifie la propriété suivante :

V(y) € B, (r,y)=0 = (f(2),f(y)=0.
Montrer qu'il existe k € RT tel que pour tout z € E, || f(z)|| = k ||=||.

Indication. On pourra utiliser, apres l'avoir justifié, que si x et y sont deux vecteurs de méme norme,
alors (x —y) et (x +y) sont orthogonauz.

Suivons l'indication. Prenons pour cela x et y deux vecteurs de méme norme, et calculons :

(x—y,z+y) = (z,2)+ (z,9) — (y,2) — (v, y) = [lz]* — |y|* = 0.

Ainsi (x — y) et (z + y) sont bien des vecteurs orthogonaux.

Soit alors x € E unitaire, et notons k& = || f(x)||. Montrons que pour tout y € E unitaire,
lf(y)]| = k. D’apres la remarque précédente, x — y et x + y sont orthogonaux. D’ou par
hypothese :

(f(x—y), flz+y)) =0.
En utilisant que f est linéaire, et par bilinéarité du produit scalaire :
0= (f(x) = f(v), Fl@) + f() = IF @ = I F )]

Ainsi, [|f(y)]|*> = || f(z)||* = k2, et donc || f(y)| = k.

Soit enfin y € E quelconque. Siy = 0g, alors f(y) = 0g et donc || f(y)|| = 0=k ||y||. Siy # Og,

alors z = ﬁ est un vecteur unitaire. Par ce qu’on a fait, il suit que ||f(z)|| = k. Or, par
Yy
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linéarité de f toujours :

k=1 =7 ()] = s @) = g 1 @1
On obtient donc ||f (v)|| = k||yl-

D’ou lexistence d'un réel k € Ry tel que, pour tout =z € E, || f(x)| = k ||=||.

Exercice 11.8 (k%% % - Famille obtusangle - QSP ESCP 2010)
Soit E un espace euclidien de dimension n et soient ei,...,e,11 des vecteurs tels que pour tout
(i,5) € [L,n+1]%, i # j, (ei, e5) < 0.

n n n
1. En utilisant la norme de u = Z \;e;, montrer que si Z Xie; = O, alors Z |Ailei = 0g.
i=1 i=1 i=1

2. Montrer que n quelconques de ces vecteurs forment une base de E.

n
1. Supposons que u = Xie; = 0p. Alors 0 = |[ul|? = (u, u), d’ott par bilinéarité :
pp q

=1
n+1n+1

= Z Z )\i)\j(ei,ej Z Ai )\ ezaej + Z)‘2”61”2
i=1 j=1 1<4,5<n

i#]

ce qui ce récrit encore :

SRl == 3 Alene
i=1

1<4,5<n
i#£]
n

Posons v = Z |Ailei et calculons (en utilisant la bilinéarité également) :
i=1

o> =Y INillAl{es e5) + > A7 les]?

1<i,j<n i=1
i#j
= Z IXil|\j| (e, e5) — Z AiXj(ei, e;)
1<i,5<n 1<4,5<n
i i#]j
= > (Nl = xaxg) (ei e5) < 0.
1§iz;g‘]§n ;) >0

Et puisque [[v||? > 0, il suit que ||v||* = 0, et donc que v = Op.

2. Faisons le pour les n premiers vecteurs de cette famille (on procéderait de méme pour n
vecteurs quelconques). La famille (eq,...,e,) étant de cardinal n = dim(FE), il suffit de
montrer qu’elle est libre. Soient pour cela Aq,..., A\, € R tels que :

Ater + -+ Apen = 0p.

Montrons que Ay = --- = A, = 0.

n
Par la premiere question, il suit que v = Z |Aile; = 0p. Effectuons le produit scalaire de
i=1
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U avec ep4q :

0= (v,ent1) = D Al (€i, €nt1)

E<
|

par linéarité a gauche. Or, une somme de réels négatifs est nulle si, et seulement si, tous
ces réels sont eux-mémes nuls, d’olt pour tout Vi € [1,n] :

)\i €;,€En =0 = )\i =0.
Mlfenenn) =0 = A

Ainsi, la famille (eq,...,e,) est libre. C’est donc une base de E.

Bases orthonormées

Exercice 11.9 (%)
Soit R* muni du produit scalaire canonique. On note 4 la base canonique de R?.

1. On pose v; = (3,4,0,0),v2 = (—4,3,0,0),v3 = (0,0,5,12),v4 = (0,0,—12,5). La famille
(v1,v2,v3,v4) est-elle orthogonale ? En déduire une base orthonormée ¢ = (e1,eq,e3,e4) de
R%.

2. Déterminer Py 5.

Exercice 11.10 (%)
On se place dans R* muni du produit scalaire canonique. On considére le sous-espace E = {(z,y,2,1) €

1 1 1
R* y = —z}. On note e; = 5(1, 1,—1,-1), e5 = ﬁu,o,o, 1) et e3 = 5(—1, 1,-1,1).

1. Montrer que (e1, ez, e3) est une base orthonormée de E.

2. Justifier que u = (2,3, -3,7) € E et déterminer (a, 3,7) € R3 tel que u = ae; + Bes + yes.

Exercice 11.11 (%% - @)
On considére E = #,(R) muni du produit scalaire (M, N) = Tr( *MN). Soit (E; ;)i<ij<n la base
canonique de F.

1. Montrer que pour tout 1 <1i,5,k,1 <n, F; ;B = ;1.E; ;.

2. Montrer que (E; j)1<i j<n €st une base orthonormale de E.

1. Cette formule a été établie au TD1.

2. Pour tout 1 <14,5,k, 1 <n:

(Eij Eri) = Te( "EijEp) = Te(EjiEp)
= Tr(6; 1k Ej1) = 61 Tr(Ejy)

:5%}65‘7[:{1 sii=hetj=1

0 sinon

Ainsi, (Ejj)i<ij<n est une famille orthonormale et une base de E. C’est donc une base
orthonormée de FE.
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Exercice 11.12 (%% - Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt)
Dans chacun des cas suivants, donner une base orthonormée du sous espace vectoriel F' de E, muni
du produit scalaire (-, -).

1. E=R3 F = Vect((1,0,-2),(1,1,1)), produit scalaire canonique ;

Do

. E=F=Ryfz], (P,Q) = /P

3. E = M(R), F = Vect ((é _01> , (é g) , G _12>> (M, N) = Te(*MN) ;

4. E=R* F = Vect((1,0,1,0),(1,1,0,1),(2,0,1,1)), produit scalaire canonique ;

5. E=Rx], F = Vect(z? + 1,23 + 1), (P,Q) = /01 P(t)Q(t) dt.

Solutions.

1 (%(170’ —2),\/%(6,5,3)) 2. (%,\/gx,\/%(ﬁ - %)) 3. (\}5 <(1) _01) ’% ((1J (1)) ’% (? é))

4. (%(1 0,1,0), (1 2,—1,2),%(1,—3,—1,2)) 5. (w/é—g(ﬁ%—l),%(lﬁx:‘—15x2+1))

Exercice 11.13 (k%% - Oral HEC 2021)
On considére une famille de vecteurs unitaires (eg,...,e,) de E espace euclidien de dimension n,
vérifiant la relation suivante :

P

e B, |Pl?=3 (e 02

k=1
Montrer que la famille (eq,...,ep) est orthonormale, puis que c’est une base orthonormale de E. En
déduire que n = p.
Montrons que (eq, ..., €ep) est orthonormale. Prenons pour cela v =¢; pour 1 <i<mn:
2 L 2
leall® =D (ers ea)® = llesll” + D _{en, e)?
k=1 ki

D’ou :

0= Z <ek, €i>2 .

AN

Ainsi on obtient que pour tout k # i, (e, e;) = 0. Comme les vecteurs sont de plus unitaires par

hypothese, on en déduit que la famille (eq,...,ep) est orthonormée.
Supposons & présent que p < n. La famille (eq,...,e,) n’est donc pas une base. Puisque c’est
une famille orthonormée, on peut la compléter en une base orthonormée (e, ..., €p, €py1,...,€n).

Mais alors en prenant v = e, :

p
1= ||en|| Z ekven =

= 70 car k;én

D’ou une contradiction. Donc p = n et la famille (eq,...,ep) est bien une base orthonormeée.
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Exercice 11.14 (%% %% - Endomorphismes orthogonaux - Oral ESCP 2013 - @))

On désigne par n un entier naturel supérieur ou égal a 2. Soit E un espace euclidien de dimension n.
On note (u,v) le produit scalaire de deux vecteurs u et v de E, et ||-|| la norme euclidienne associée.
On dit qu’un endomorphisme f de E est orthogonal si sa matrice dans une base orthonormale est une
matrice orthogonale.

1. Montrer que f est orthogonale si, et seulement si : Va,y € E, (f(x), f(y)) = (z,y).

2. Soit f un endomorphisme de F.

(a) Montrer que si f est orthogonale, alors pour tout x € E : || f(x)| = ||=].

(b) Montrer réciproquement que, si pour tout z de E, on a || f(z)|| = ||z||, alors f est orthogonal.

1. On procede par double implication.

= Supposons que f est un endomorphisme orthogonal. Il existe donc une base orthonor-
mée A de E telle que A = Mgy(f) est orthogonale. Pour tout z,y € FE, notons
X = Myg(x) et Y = Myg(y). Par les formules donnant le produit scalaire dans une
base orthonormeée :

(f(2), fy)) = "(MX)(MY) = "X '"MMY = 'XY = (z,y).
< Supposons que pour tout =,y € E :

(f(x), f(y)) = (z,y).

Montrons que f est orthogonale. Fixons pour cela une base orthonormée % =
(é1,...,e) de E, et notons Mg(f) = A = (ai;). On souhaite montrer que A est
orthogonale. Par définition d’une matrice d’un endomorphisme dans une base don-
née, on a :

n
\V/jzl,...,W/, f(ej)zzak,jek-
k=1

On obtient :

n

n n n n
(flei), flef)) = OO anier, > ajer) =Y > ariarjler e) = Y g itk
=1 =1 =1 =1

= =1

Mais nous reconnaissons la le coefficient situé a la i-éme ligne et j-éme colonne de
'MM.
D’autre part, on a (f(e;), f(e;)) = (es, e;) = 04, et donc :
1 sit=y
["MM];,; = {

0 sinon.

On obtient ‘MM = I, et donc que f est orthogonale.

Autre méthode. Toujours en notant # = (ey,...,e,) une base orthonormée de F,
on a:

(f(ei), f(ej)) = (ei, e5) = dij-
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La famille (f(e1),..., f(en)) est donc orthonormée. Elle est en particulier libre, de
cardinal n = dim(E). C’est donc une base orthonormée de E. Notons 1a #’. On sait
alors que P = Py 5 est orthogonale en tant que matrice de passage entre deux bases
orthonormées. Or :

fler) - fleg) - flen)
a/171 .« . a/]-7‘7 .« .. al,n el
a271 e a27j e a2’n e
Pp @ = ) ) ) . ) .= Mg(f)
a/n71 PR a/n7j .« an7n 6TL

Et donc la matrice de f dans la base % est orthogonale : f est un endomorphisme
orthogonal.

Supposons f orthogonale. D’apres la question précédente, f conserve le produit
scalaire, donc pour tout x € FE :

I @)l = \/(f(@), f(@)) = (@, z) = |jel.

Donc f conserve la norme.

Supposons que f conserve la norme. On souhaite montrer que f conserve le produit
scalaire. On va se servir de 'identité suivante :

1
Vae,y € B, (x.y) =3 (Il + ol = llel* ~ vl)

qui permet de calculer un produit scalaire a l'aide de la norme. On en déduit que
pour tout z,y € E :

(I @)+ F@)IZ = @I = 1 F)IP)
(I @+l = £ @I = 1 F)IP)

(f(z), f(y)) =

NN~ -

(||x + oyl = ||=|* - HyHQ) car f conserve la norme

—~

z,y).

Donc f conserve le produit scalaire.

Polynomes orthogonaux

Exercice 11.15 (% %)
Soit m un entier naturel et a un réel. On note E ’espace vectoriel des polyndémes & ccefficients réels,
de dégré inférieur ou égal & n et ¢ 'application définie, pour tout couple (P, Q) de vecteurs de E, par

o(P.Q) =3 PO ()™M (a).
k=0

1. Montrer que ¢ est un produit scalaire. On notera désormais p(P, Q) = (P, Q).

2. Pour tout entier naturel 4, on note P, = (z — a)".

(a) Calculer Pi(k) (a) pour tout k € N.
(b) Montrer que la famille (P, Py, ..., P,) est une famille orthogonale de E.

(c) Pour tout entier ¢ de {0, ...,n}, calculer || F;||. En déduire une base orthonormée % de E.
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3. Exprimer les coordonnées d’un polynéme P de E, dans cette base %, a l'aide des dérivées
successives de P en a. Retrouver ainsi la formule de Taylor pour les polynoémes.

1.

2.

On montre facilement que ¢ est bilinéaire symétrique et positive. Montrons que ¢ est
définie positive. Soit pour cela P € E tel que :

n

0=(P,P)=Y (PW(a))>

k=0
Puisque tous les termes de cette somme sont positifs, on en déduit que :
P(a) = P'(a) =--- = PM(a) = 0.

Ainsi a est racine d’ordre de multiplicité au moins n + 1 de P. Or deg(P) < n, donc ce
n’est possible que si P = 0p.

Ainsi ¢ est bien un produit scalaire.

(a) Notons tout d’abord que P; est un polynéme de degré i. Plusieurs cas sont possibles :

o sik >, alors Pl-(k) =0 et donc Pi(k)(a) =0.
e 5i0 <k <4, alors :

PR —ii—1).. (i—k+1)(X —a)F= " (X —a)"

(2

Mais comme i — k > 0, a est bien racine de Pl-(k) et donc Pl-(k)(a) =0.
e si k =4, alors en reprenant le calcul précédent :

Dans ce cas, Pi(i)(a) =l
0 i1#k
Ainsi on a montré que PF(a) = { . S% Z 7k,
il sit=k.
(b) Pour tout ¢ # j, pour tout 0 < k <n:

0x0 sik#ij,
PHa)PP(@){itx0 sik=i, =0.
0xj! sik=j.

Donc (P;, Pj) = 0sii # j, et la famille (P,..., P,) est orthogonale.
(c) Pour ¢ = j, on obtient pour tout 0 <k <n :

P*a)P(a)

7

( {0x0 si ki,

i xal stk =i

F P,
Ainsi, |5 = (B, P) = /(i)2 = i!. La famille ( 0 ) est donc or-
[[Poll [

thonormée. En particulier, elle est libre, de cardinal n + 1 dans un espace F de
dimension n + 1. C’est donc une base orthonormée de F, qu’on notera %.

10
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3. Puisque la base est orthonormée, les coordonnées de P € E dans % sont connues :

Py P,

P, P,
=i P)ipr +
| Pol| | Poll

P,
,P) = (P, P)—5
1B TPl 1>

.+< "
1Pal?

+...+<Pmp>

Pour tout 0 <i < n:

n

(P, P) =" PP (a) PY(a) = P (a) PV (a) = it PO (a).

Y — WV
I=0 0 o i
On obtient donc que :
PO Pn
P= (P, P)—L0 4t (P, P)—"
1P| 1P 1
2 il PO (a) " P9 (a) ;
“X e BTy (Xa

On retrouve ici la formule de Taylor en a pour les polyndémes de degrés < n.

Exercice 11.16 (%% - Polynémes de Tchebychev - @3)

1 tk‘

1. (a) Montrer que l'intégrale / dt converge pour tout k£ € N.

11 —+#2

L P(t)
b) Soit P € R|z]. En déduire que l'intégrale /
(b) (] q grale | s

2. Soit n € N*. Pour P et () deux éléments de R, [z], on pose (P, Q) =

dt converge.

L P®)Q()

————=dt.
VI B

Montrer que cette application définit un produit scalaire sur R, [z].

3. (a) Soit a,b € R. Exprimer cos(a) cos(b) en fonction de cos(a + b) et cos(a — b).
(b) On définit la suite de polynomes (Tj)o<r<n pPar :

T():l, T1 = et V?SkSH—Q, Tk+2:2$Tk+1—Tk.
Montrer que pour tout 0 < k£ < n et pour tout z € R, on a Tj(cos(z)) = cos(kz).

4. Montrer que la famille (T, T, ...,T),) est une famille orthogonale de R, [z].

On pourra effectuer le changement de variables t = cos(x) dans l'intégrale définissant (T;,Tj).

5. Calculer ||Ty|| pour tout k& € N. En déduire une base orthonormée de R, [x].

Exercice 11.17 (%% % % - Polynémes orthogonaux - @D)
On considére une fonction continue strictement positive w : [a,b] — R, et on pose :

PQERL, (PQ)= [ POQUL0) .

1. Montrer que (-, -) est un produit scalaire sur R,,[z].

2. Etablir 'existence d’une base orthonormée de polynémes (Py, P, ..., P,) tels que deg(Py) = k
pour 0 < k < n.

En déduire que pour tout 1 < k < n, Py est orthogonale & Ry_1[x].

11
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3. Montrer, pour 0 < k < n — 1, qu’il existe ag, b, cx (avec cg = 0) tels que :
$Pk(x) = akPk+1($) + kak(x) + ckPk_l(x).
Comparer les deux nombres ¢ et ag_1.

4. Soit k € N*. Dans cette question, on souhaite montrer que toutes les racines de Py sont des réels
appartenant a l'intervalle ]a, b[, et qu’elles sont toutes de multiplicité 1.

Notons 1, . .., p les racines d’ordre impaires de Py, appartenant & |a, b[, et on définit le polynéme
P
D= H(a: — ;) (dans le cas ou Py n’a aucune racine d’ordre impair dans ]a, b[, on pose D = 1).
i=1

(a) Justifier que Py D garde un signe constant sur [a, b].

(b) Par I’absurde, on suppose que p < k. Obtenir une contradiction en considérant le produit
scalaire (Py, (r —21) ... (x — xp)). Conclure.

1. Laissée au lecteur.

2. On considere la base canonique (1, z,...,2") de R, [z]. C’est en particulier une famille libre,
on peut donc lui appliquer 'algorithme de Gram Schmidt. Notons (Fy,..., P,) la famille
orthonormale ainsi obtenue. Rappelons une propriété de cette famille (voir la propriété du
cours) :

VO <k <n, Vect(l,z,... ,xk) = Vect(Py, P1, ..., Py).

On va montrer par récurrence que pour tout k € [0, n], deg(Px) = k.

Init. Si £k =0, alors :
Vect(1) = Vect(Py) = deg(Fy) =0.

D’ou la propriété au rang 0.

Hér. Soit 0 < k <n — 1, et supposons la propriété vraie au rang k.
Par lalgorithme de Gram Schmidt :
Vect(1, z, . .. ,a:k) = Vect(Py, Pi,..., Py)

et
Vect(1, z, ..., z"TY) = Vect(Py, Pi, . .., Py, Pit1)-

En particulier, Py appartient a Vect(l,a;,...,xk“), et il existe des coefficients
ap, - .., ai+1 tels que :

Peyiy=ap+aiz+ -+ ak+11‘k+1.
Supposons que ay1 = 0, alors on aurait P11 € Vect(1,x,... ,2¥), mais dans ce cas :
Vect(1,z, ..., 2" ) = Vect(Py, Py, ..., Py, Pip1) C Vect(1,z, ..., z%).
Ce qui est faux car Ryy1[2] € Ri[X]. Ainsi agy1 # 0, et Pryq est de degré k + 1.

Enfin, c’est une famille orthonormée, donc libre, de cardinal n + 1 égal a la dimension de
Ry [z]. C’est donc une base orthonormée.

Soit 1 < k < n, et soit @ € Riy_1[z]. Montrons que (P, Q) = 0. Comme

Q € Ry_1[X] = Vect(1, X, ..., X 1) = Vect(Py, Py, ..., Pi_1),
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4.

il existe ag,...,ar_1 € R tels que :
Q=aoPp+ - +ap 1P 1.

On obtient par linéarité a droite :

k—1

=0

Ainsi Py est orthogonal a tout vecteur de Rg_1[x]. On dit alors que P est orthogonal au
sous-espace vectoriel Ry_1[x].

Soit 0 < k < n — 1. Puisque deg(xPy) = deg(Px) +1 =k + 1, X P appartient & Ry41[z] =
Vect(Py, P1, ..., P, Pry1), et il existe ag,...,arr1 € R tels que :

zPy = aoPy+ - 4+ agr1 Pry1-

Or comme la famille (Py,..., P,) est une base orthonormée, on peut exprimer les coordon-
nées dans cette base en termes de produits scalaires :

VOSiSk-i-l, <ka,B>:ai.

b
(2P, ) = / £PL(£) Py (£)w(t) dt

_/ Pu()tP; (w(t) dt
= (Py,zh;).
Si0<i<k—2, zP; est de degré i +1 < k — 1 et est donc orthogonal & Pj. Ainsi :
VO<i<k—-1, o« ={(xP, P) = (P,xP;)=0.
D’ou :
xPy = ap_1Py_1 + Py + apyp1 Py

Quitte a renommer ces coefficients, on obtient I'existence pour 0 < k < n — 1, de ag, by, cx
tels que :
ﬂjpk(l‘) = akPk+1(a:) + kak(:C) + Ck:Pk—l(x)-

Enfin, remarquons que :
cx = (xPy, Py_1) = (Py, 2 Pr_1)

= (Py,ap—1 Py + by—1Py—1 + ck—1Px—2)
= ap—1( P, Pi) + bp—1(Pr, Pr—1) + ci—1(Pr, Pr—2) = ar—1

(a) Avec les notations introduites dans I’énoncé, Py peut s’écrire :
P
P, = H(a: —x;)% T Q(x) x R(x)

i=1

ou :
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q
e Q(x) est le produit H(:U — yj)%j ol yi,...,Yq sont les racines de multiplicité
j=1

paire de Py qui appartiennent & |a, b[. Notons que par définition, Q(z) est positif
pour tout z € |a, b|.

o R(x) est un polynéme sans racine dans ]a,b[. Notons la aussi que la fonction
x € |a,b[ — R(x) étant continue et ne s’annulant pas sur ]a, b], elle reste de signe
constant sur |a, bl.

Pour tout z € |a, b| :
Py(z)D(x) = H(ﬂc —z;)%%2 x Q(x) x R(x).
i=1

Regardons le signe de cette expression :
P
o T H(m — 2;)%*%2 est clairement positif sur ]a, b].
i=1

o Comme noté plus haut, x — Q(z) x R(z) est de signe constant sur |a, b|.

Par produit, la fonction polynomiale x — Py(z)D(z) est donc de signe constant sur
la,b[, et donc aussi sur [a,b] (en utilisant la continuité, si P(x) > 0 sur ]a, b, alors
P(a) = lim P(x) > 0, et de méme en b).

z—at

P
Supposons p < k. Alors D = H(X — x;) appartient a Rg_1[z], donc est orthogonal &
=1
P,. Ainsi : '
(P, D) = 0.

Or : )
(P, D) = / Py(t)D()w(t) dt,

et la fonction ¢ — Py (t)D(t)w(t) est continue sur [a, b], de signe constant d’apres la
question précédente et son intégrale est nulle. Par théoreme de nullité de I'intégrale :

Vielat, PO)DMw)=0 = Vielabl, t#w....z, Pult) =0,
w(t)#0 sur [a,b]

Ainsi, P, admet une infinité de racines, et serait donc le polynéme nulle. Ce qui
contredit deg(Py) = k.

Concluons : p = k, et P, admet k racines d’ordre impaires dans |a,b[. Puisque k =
deg(Pyg), Pr ne peut pas admettre plus de k racines comptées avec leurs multiplicités.
Ainsi P; est en fait scindé a racines simples, et toutes ses racines appartiennent a
I'intervalle ]a, b].
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