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Projection orthogonale
TD15

Supplémentaire orthogonal
Exercice 15.1 (F)
Dans R4 muni du produit scalaire canonique, déterminer une base de F⊥ dans les deux cas suivants :

F = Vect((1, 1, 0, 2), (0, 1, 3, 2)). F = {(x, y, z, t) ∈ R4, x+ y − z + t = 0 et x− y − t = 0}.

Exercice 15.2 (F)
Dans R3 muni du produit scalaire canonique, on note F = Vect((0, 0, 2), (1,−1, 0)).

1. Déterminer une base orthonormée C = (u1, u2, u3) de E telle que (u1, u2) soit une base orthonormée de
F et (u3) une base orthonormée de F⊥.

2. Notons B la base canonique de R3. Déterminer PC ,B.

Exercice 15.3 (FF - Vecteur normal à un hyperplan - �)
1. Soit F un hyperplan d’un espace euclidien E. Montrer qu’il existe u ∈ E tel que pour tout x ∈ E :

x ∈ F ⇔ 〈x, u〉 = 0.

Un tel vecteur est dit normal à l’hyperplan F .

2. Application. Dans R3 muni du produit scalaire canonique , on pose F = {(x, y, z) ∈ R3, 2x+3y−z = 0}.
Montrer que F est un hyperplan de R3 et déterminer un vecteur normal à F .

1. Supposons que F soit un hyperplan, c’est-à-dire que dim(F ) = dim(E)− 1. Dans ce cas, on a :

dim(F⊥) = dim(E)− dim(F ) = dim(E)− (dim(E)− 1) = 1.

Ainsi F⊥ est une droite vectorielle, et il existe u ∈ E tel que F⊥ = Vect(u). On a alors :

x ∈ F ⇔ x ∈ (F⊥)⊥ = (Vect(u))⊥ ⇔ 〈x, u〉 = 0.

D’où le résultat.

2. On a :

(x, y, z) ∈ F ⇔ 2x+ 3y − z = 0⇔ 〈(x, y, z), (2, 3,−1)〉 = 0⇔ (x, y, z) ∈ Vect((2, 3,−1))⊥

Ainsi en posant u = (2, 3,−1), on a F = Vect(u)⊥. On a dim(F ) = 3 − dim(Vect(u)) = 3 − 1 = 2.
Donc F est un hyperplan, et u est un vecteur normal de F .

Remarque. On notera que le vecteur normal s’obtient très facilement à partir de l’équation cartési-
enne d’un hyperplan. Si par exemple F est l’hyperplan de Rn d’équation :

a1x1 + · · ·+ anxn = 0,

alors un vecteur normal à F est donné par u = (a1, . . . , an).
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Exercice 15.4 (FF - Propriétés de l’orthogonal - �)
Soient F et G des sous-espaces vectoriels d’un espace préhilbertien réel E.

1. Montrer l’implication suivante : F ⊂ G⇒ G⊥ ⊂ F⊥.

2. Montrer que :
F⊥ ∩G⊥ = (F +G)⊥ ; F⊥ +G⊥ ⊂ (F ∩G)⊥.

3. En déduire que si E est de dimension finie et si F et G sont des sous-espaces supplémentaires de E, alors
E = F⊥ ⊕G⊥.

1. Supposons que F ⊂ G, et montrons que G⊥ ⊂ F⊥. Soit pour cela y ∈ G⊥, on a par définition que :

∀x ∈ G, 〈x, y〉 = 0.

Comme F ⊂ G, on en déduit en particulier que :

∀x ∈ F, 〈x, y〉 = 0.

Ainsi y appartient bien à F⊥. D’où l’inclusion voulue.

2. Montrons que F⊥ ∩G⊥ = (F +G)⊥.

⊂ Soit x ∈ F⊥ ∩G⊥. Montrons que x ∈ (F +G)⊥. Pour tout z ∈ F +G, il existe (y, t) ∈ F ×G
tel que z = y + t. On obtient que :

〈x, z〉 = 〈 x︸︷︷︸
∈F⊥

, y︸︷︷︸
∈F

〉+ 〈 x︸︷︷︸
∈G⊥

, t︸︷︷︸
∈G

〉 = 0 + 0 = 0.

Donc x appartient bien à (F +G)⊥.
⊃ On a F ⊂ F + G, donc d’après la première question, (F + G)⊥ ⊂ F⊥. De même, on a

(F +G)⊥ ⊂ G⊥. Ainsi on obtient que (F +G)⊥ ⊂ F⊥ ∩G⊥.

Montrons à présent que F⊥ +G⊥ ⊂ (F ∩G)⊥. On a F ∩G ⊂ G, donc par la question 1, on obtient
que G⊥ ⊂ (F ∩ G)⊥. De même, on a que F⊥ ⊂ (F ∩ G)⊥. Comme de plus, (F ∩ G)⊥ est un
sous-espace vectoriel de E, on peut conclure que F⊥ +G⊥ ⊂ (F ∩G)⊥.

3. Supposons E de dimension finie, et que E = F ⊕G. Alors on a :

F⊥ ∩G⊥ = (F +G)⊥ = E⊥ = {0E}.

Donc les sous-espaces F⊥ et G⊥ sont en somme directe. De plus on a :

dim(F⊥)+dim(G⊥) = dim(E)−dim(F )+dim(E)−dim(G) = 2 dim(E)−(dim(F )+dim(G)) = dim(E).

Avec ces deux assertions, on a bien que E = F⊥ ⊕G⊥.

Exercice 15.5 (FF - Orthogonal d’un sous-espace en dimension infinie)
On munit E = C ([0, 1],R) du produit scalaire défini par :

∀f, g ∈ E, 〈f, g〉 =
∫ 1

0
f(t)g(t)dt.

On considère l’espace H = {f ∈ E, f(0) = 0}.

a) Soit f ∈ H⊥. On pose g : t 7→ tf(t). Que peut-on dire de f et g ? En déduire que f = 0E .

b) En déduire H⊥ et (H⊥)⊥. A-t-on H ⊕H⊥ = E ?
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1. On a g ∈ H, et donc 〈f, g〉 = 0 puisque f ∈ H⊥. On en déduit donc que :∫ 1

0
tf(t)2 dt = 0.

Il s’agit de l’intégrale d’une fonction continue, positive. Elle est donc nulle si et seulement si la
fonction est nulle. On en déduit donc que tf(t) = 0 pour tout t ∈ [0, 1]. D’où pour tout t ∈]0, 1], on
a f(t) = 0. Puisque de plus f est continue sur [0, 1], on en déduit que f = 0 sur [0, 1]. Donc on a
f = 0E .

2. Par la question précédente, on en déduit que H⊥ ⊂ {0E}, et donc égal à {0E} puisque c’est un
sous-espace vectoriel de E. Mais alors on a :

(H⊥)⊥ = {0E}⊥ = E

et
H ⊕H⊥ = H ⊕ {0E} = H  E.

En particulier, on notera que H et H⊥ ne sont pas nécessairement supplémentaires en dimension
infinie. On a vu en cours que c’était cependant toujours le cas en dimension finie.

Exercice 15.6 (FFF - QSP ESCP 2014)
Soit E un espace euclidien de dimension n ≥ 3, et (a, b) une famille orthonormale de vecteurs de E. On définit
f ∈ L (E) par :

∀x ∈ E, f(x) = 〈x, a〉b− 〈x, b〉a.

1. Montrer que Im(f) = Ker(f)⊥.

2. Étudier la diagonalisabilité de f .

1. On a f(a) = b et f(b) = −a, de sorte que Vect(a, b) ⊂ Im(f), et l’inclusion réciproque est évidente
(puisque f(x) est toujours combinaison linéaire de a et b).
On en déduit donc que Im f = Vect(a, b).
De plus, x ∈ Ker f ⇔ 〈x, a〉b− 〈x, b〉a = 0.
Mais (a, b) est une famille libre (car orthogonale sans le vecteur nul) de sorte que

f(x) = 0⇔ 〈x, a〉 = 〈x, b〉 = 0.

On a donc bien Ker f = (Im f)⊥.

Et en prenant l’orthogonal des deux membres de cette égalité, on obtient (Ker f)⊥ =
(
(Im f)⊥

)⊥ =
Im f (valide car on est en dimension finie).

2. On sait déjà que 0 est valeur propre de f , et dimE0(f) = dim Ker f = n− 2.
Soit (e2, . . . , en) une base orthonormée de Ker f . Alors (a, b, e2, . . . , en) est une base orthonormée
de E, car obtenue par concaténation d’une base orthonormée de Im f et d’une base orthonormée de
son supplémentaire orthogonal.
La matrice de f dans cette base est

A =



0 −1 0 . . . 0
1 0 0 . . . 0

0 . . . . . . . . .
...

...
...

0 . . . . . . . . . 0
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Alors λ est valeur propre de f si et seulement si rg (A− λIn) < n. Mais

A− λIn =



−λ −1 0 . . . 0
1 −λ 0 . . . 0

0 . . . −λ . . .
...

...
. . .

...
0 . . . . . . . . . −λ

 ∼
L1↔L2



1 −λ 0 . . . 0
−λ −1 0 . . . 0

0 . . . −λ . . .
...

...
. . .

...
0 . . . . . . . . . −λ



∼
L2←L2+λL1



−1 −λ 0 . . . 0
0 −λ2 − 1 0 . . . 0

0 . . . −λ . . .
...

...
. . .

...
0 . . . . . . . . . −λ


Ainsi, λ est valeur propre de A si, et seulement si, λ = 0 ou −λ2 − 1 = 0.
Cette deuxième équation n’a pas de solution, donc 0 est l’unique valeur propre de f .
On sait déjà que dimE0(f) = dim Ker f = n− dim(Vect(a, b)) = n− 2 < dimE et donc f n’est pas
diagonalisable.

Projection orthogonale
Exercice 15.7 (F)
Dans R3 muni du produit scalaire canonique, on considère le sous-espace F = Vect((1, 1, 0), (−2, 0, 1)).
Déterminer le projeté de a = (−2, 1, 1) sur F .

Exercice 15.8 (F - Calcul de projetés orthogonaux)
Soit E = R3[x] muni du produit scalaire 〈P,Q〉 =

∫ 1

0
P (t)Q(t)dt.

1. Déterminer le projeté orthogonal de P1 = x2 + x+ 1 sur F1 = R1[x].

2. Déterminer le projeté orthogonal de P2 = x3 + x2 + x+ 1 sur F2 = Vect(x3 + x, x2, 1).

3. Déterminer le projeté orthogonal de P3 = x2 − 1 sur F3 = Vect(1 + x, x2 − x).

Réponses : pF1(P1) = 2x+ 5
6 , pF2(P2) = x3 + x2 + x+ 1, pF3(P3) = − 20

11x
2 + 32

11x−
10
11 .

Exercice 15.9 (F)
Sur Mn(R), on considère le produit scalaire 〈A,B〉 = Tr( tAB). Soit p : Mn(R)→Mn(R) l’application définie

par p(M) = M + tM

2 .

1. Montrer que p est un projecteur de Mn(R), et en déterminer l’image et le noyau.

2. Montrer que p est le projecteur orthogonal sur Sn(R). En déduire une expression du projecteur orthogonal
sur An(R).

Exercice 15.10 (FF)
Pour tout couple de polynômes (P,Q) de l’espace vectoriel R2[x], on pose :

〈P,Q〉 = P (0)Q(0) + P ′(0)Q′(0) + P ′′(0)Q′′(0).

On note F = Vect(1+x,−1+x+x2) et B = (1, x, x2) la base canonique de R2[x]. On considère ϕ la projection
orthogonale sur F .

1. Montrer que 〈·, ·〉 est un produit scalaire sur R2[x].

4



ECG2 - Maths approfondies Lycée Louis Pergaud

2. Déterminer une base orthonormée de F .

3. Calculer ϕ(1), ϕ(x) et ϕ(x2). En déduire la matrice de ϕ dans la base canonique.

Exercice 15.11 (FF)
Dans R4 muni du produit scalaire usuel, on considère F le sous-espace vectoriel défini par :

{(x, y, z, t) ∈ R4, x+ y − z = 0}.

On détermine la matrice dans la base canonique B de la projection orthogonale p sur F par deux méthodes.

1. Méthode 1.

(a) Déterminer une base orthonormale de F .
(b) Déterminer MB(p).

2. Méthode 2.

(a) Déterminer une base orthonormale de F⊥.
(b) On note q la projection orthogonale sur F⊥. Déterminer MB(q).
(c) En déduire MB(p).

Exercice 15.12 (FF)
Soit E un espace euclidien de base orthonormée (e1, . . . , en), soit F un sous-espace vectoriel de E de dimension

1, et soit p le projecteur orthogonal sur F . Montrer que :
n∑
i=1
‖p(ei)‖2 = 1.

Puisque F est une droite vectorielle, prenons u un vecteur directeur unitaire de F de sorte que F = Vect(u)
et que (u) est une base orthonormée de F . Ainsi on a :

∀i ∈ J1, nK, p(ei) = 〈u, ei〉u.

De plus (e1, . . . , en) étant une base orthonormée de E, on a u =
n∑
i=1
〈u, ei〉ei et ‖u‖2 =

n∑
i=1
〈u, ei〉2. On

obtient donc :
n∑
i=1
‖p(ei)‖2 =

n∑
i=1

(〈u, ei〉)2 = ‖u‖2 = 1

Exercice 15.13 (FFFF - Oral ESCP 2016)
Soit (E, 〈·, ·〉) un espace euclidien muni de la norme ‖ · ‖ associée au produit scalaire, et u ∈ L (E) vérifiant :

∀x ∈ E, ‖u(x)‖ ≤ ‖x‖.

1. (a) Soit x un vecteur appartenant à Ker(u− id)∩ Im(u− id). Justifier qu’il existe y ∈ E tel que : ∀n ∈ N,
nx = un(y)− y.

(b) En déduire que E = Ker(u− id)⊕ Im(u− id).

2. On pose : ∀p ∈ N, vp = 1
p+ 1

p∑
k=0

uk, et on note w le projecteur sur Ker(u− id) parallèlement à Im(u− id).

Montrer que pour tout x ∈ E, la suite (vp(x))p∈N converge vers w(x), c’est-à-dire que :

∀x ∈ E, lim
p→+∞

‖vp(x)− w(x)‖ = 0.
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3. Soit q un projecteur de E, distinct de l’application nulle.

(a) Montrer que si Ker(q) et Im(q) sont orthogonaux, alors : ∀x ∈ E, ‖q(x)‖ ≤ ‖x‖.
(b) Réciproquement, on suppose que pour tout x ∈ E, ‖q(x)‖ ≤ ‖x‖. Soient x ∈ Im(q) et y ∈ Ker(q).

En considérant les vecteurs z = x+ λy pour λ ∈ R, montrer que : 〈x, y〉 = 0.
(c) En déduire que le projecteur q non nul est orthogonal si, et seulement si, pour tout x ∈ E, ‖q(x)‖ ≤
‖x‖.

4. En déduire que w est un projecteur orthogonal.

1. (a) Soit donc x ∈ Ker(u − id) ∩ Im(u − id). Puisque x ∈ Im(u − id), il existe y ∈ E tel que
x = (u − id)(y) = u(y) − y. Composons par u cette relation, en notant que u(x) = x puisque
x ∈ Ker(u) :

x = u(x) = u2(y)− u(y)

D’où en recomposant par u, on obtient en itérant :

x = uk(y)− uk−1(y) pour tout k = 1, . . . , n.

Sommons ces n égalités, on obtient :

nx = (u(y)− y) + (u2(y)− u(y)) + · · ·+ (un(y)− un−1(y)) = un(y)− y.

D’où le résultat.
(b) On en déduit que pour tout n ∈ N, on a :

n‖x‖ = ‖un(y)− y‖ ≤ ‖un(y)‖+ ‖y‖

par l’inégalité triangulaire. Or par hypothèse on a ‖u(y)‖ ≤ ‖y‖. Par récurrence (que je vous
laisse rédiger), on montre que ‖un(y)‖ ≤ ‖y‖. On obtient donc que pour tout n ∈ N :

n‖x‖ ≤ 2‖y‖.

Si x 6= 0E , on aurait alors n ≤ 2‖y‖
‖x‖

pour tout n ∈ N, ce qui est impossible. Donc x = 0E et

on a donc Ker(u − id) ∩ Im(u − id) = {0E}. Comme de plus dim(E) = dim(Ker(u − id)) +
dim(Im(u− id)) par le théorème du rang, on a donc que :

E = Ker(u− id)⊕ Im(u− id).

2. Soit x ∈ E. D’après 1.(b), il existe un unique couple (y, z) ∈ Ker(u− id)× Im(u− id) tel que :

x = y + z

Pour y ∈ Ker(u− id), on a par récurrence immédiate que uk(y) = y pour tout k ∈ N et donc :

vp(y) = 1
p+ 1

p∑
k=0

uk(y) = 1
p+ 1

p∑
k=0

y = y.

Pour z ∈ Im(u− id), il existe t ∈ E tel que z = u(t)− t. On a donc pour tout p ∈ N :

vp(z) = 1
p+ 1

p∑
k=0

uk(z) = 1
p+ 1

p∑
k=0

uk+1(t)− uk(t) = 1
p+ 1(up(t)− t)

par télescopage. On en déduit par inégalité triangulaire que :

‖vp(z)‖ ≤
1

p+ 1(‖up(t)‖+ ‖t‖) ≤ 2‖t‖
p+ 1
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par inégalité triangulaire et en utilisant que ‖up(t)‖ ≤ ‖t‖ comme nous l’avions démontré à la

première question. Puisque lim
p→+∞

2‖t‖
p+ 1 = 0, on en déduit par théorème des gendarmes que

lim
p→+∞

‖vp(z)‖ = 0.

Finalement, on obtient donc :

vp(x)− w(x) = vp(y) + vp(z)− y = y + vp(z)− y = vp(z)

D’où ‖vp(x)− w(x)‖ = ‖vp(z)‖ → 0 lorsque p→ +∞ d’après ce qui précède. D’où le résultat.

3. (a) Supposons Ker(Q) et Im(Q) orthogonaux. Alors pour tout x ∈ E, Q(x) − x ∈ Ker(Q) et
Q(x) ∈ Im(Q) sont orthogonaux, et on a par le théorème de Pythagore :

‖x‖2 = ‖Q(x) + (x−Q(x))‖2 = ‖Q(x)‖2 + ‖x−Q(x)‖2 ≥ ‖Q(x)‖2.

D’où en prenant la racine carrée, on obtient ‖Q(x)‖ ≤ ‖x‖.
(b) Supposons que ∀x ∈ E, ‖Q(x)‖ ≤ ‖x‖. Soit x ∈ Im(Q) et y ∈ Ker(Q) comme dans l’énoncé.

Considérons le vecteur z = x+ λy pour λ ∈ R. On a :

‖Q(z)‖2 ≤ ‖z‖2 ⇒ ‖Q(x)‖2 ≤ ‖x‖2 + 2λ〈x, y〉+ λ2‖y‖2

⇒ ‖x‖2 ≤ ‖x‖2 + 2λ〈x, y〉+ λ2‖y‖2

⇒ 0 ≤ λ(2〈x, y〉+ λ‖y‖2)

Ainsi on a λ(2〈x, y〉 + λ‖y‖2) ≥ 0 pour tout λ ∈ R. Si ‖y‖ 6= 0 (ce qu’on peut supposer sinon
on a immédiatement 〈x, y〉 = 0), on a donc un polynôme du second degré ayant deux racines

λ = 0 et λ = −2 〈x, y〉
‖y‖2 . Il est de signe constant si et seulement si ses racines sont confondues,

soit si et seulement si 〈x, y〉 = 0. D’où le résultat.
(c) On a déjà obtenu l’implication ⇒ en 3.(a). Pour la réciproque, on a vu que si ‖Q(x)‖ ≤ ‖x‖

pour tout x ∈ E, alors Ker(Q) et Im(Q) sont orthogonaux : Ker(Q) ⊂ Im(Q)⊥. Comme de
plus on a par le théorème du rang que dimKer(Q) = dim(E) − dim(Im(Q)) = dim(Im(Q)⊥),
on a donc Ker(Q) = Im(Q)⊥ et Q est bien un projecteur orthogonal.

4. On a par inégalité triangulaire que pour tout x ∈ E :

‖w(x)‖ = ‖w(x)− vp(x) + vp(x)‖ ≤ ‖w(x)− vp(x)‖+ ‖vp(x)‖

Or, toujours par inégalité triangulaire, on a :

‖vp(x)‖ ≤ 1
p+ 1

p∑
k=0
‖uk(x)‖ ≤ 1

p+ 1

p∑
k=0
‖(x)‖ = ‖x‖.

Puisque lim
p→+∞

‖w(x)− vp(x)‖ = 0, on en déduit par passage à la limite dans les inégalités que :

‖w(x)‖ ≤ ‖x‖.

Par la question précédente, on a donc bien que w est un projecteur orthogonal.

Distance à un sous-espace
Exercice 15.14 (F)
Pour tous réels x et y, on note : f(x, y) = (2 + x+ 2y)2 + (1− 2x)2 + (1 + 2y)2 + (3 + 2x− y)2.
On se place R4 muni du produit scalaire canonique. On note a = (−2, 1, 1, 3) et F = Vect(u1, u2) avec
u1 = (1, 2, 0,−2) et u2 = (2, 0,−2, 1).

1. Montrer que pour tout (x, y) ∈ R2, on a f(x, y) = ‖a− (xu1 + yu2)‖2.

2. En déduire que la fonction f admet un minimum atteint en un unique couple (x0, y0) que l’on déterminera,
et préciser la valeur de ce minimum.
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Exercice 15.15 (FF)
Déterminer (x, y) ∈ R2 tel que f(x, y) = (−x+ 2)2 + (3x− y + 1)2 + (x+ y)2 soit minimal.
Quelle est la valeur minimale de cette fonction ?

La somme de 3 carrés nous indique que l’espace euclidien à considérer est R3 muni du produit scalaire
canonique. On a :

f(x, y) = ‖(2− x, 1 + 3x− y, x+ y)‖2 = ‖(2, 1, 0)− x(1,−3,−1)− y(0, 1,−1)‖2.

On cherche ainsi la distance du vecteur u = (2, 1, 0) au sous-espace F = V ect(v1, v2) avec v1 = (1,−3,−1)
et v2 = (0, 1,−1). Calculons donc le projeté orthogonal p(u) de u sur F . On ne dispose pas d’une base
orthonormée de F . On va appliquer la méthode du cours : p(u) ∈ F donc il existe a, b ∈ R tels que
p(u) = av1 + bv2. D’autre part, u− p(u) ∈ F⊥ donc on a :{

〈u− p(u), v1〉 = 0
〈u− p(u), v2〉 = 0

⇔

{
〈p(u), v1〉 = 〈u, v1〉
〈p(u), v2〉 = 〈u, v2〉

⇔

{
a〈v1, v1〉+ b〈v2, v1〉 = 〈u, v1〉
a〈v1, v2〉+ b〈v2, v2〉 = 〈u, v2〉

⇔

{
11a− 2b = −1
−2a+ 2b = 1

⇔

{
a = 0
b = 1/2

On peut donc conclure par le cours que f admet un minimum global, atteint en un unique point (a, b) =
(0, 1/2). De plus, ce minimum vaut f(0, 1/2) = 4 + 1/4 + 1/4 = 9

2 .

Exercice 15.16 (FF)
Si P = a0 + a1x+ a2x

2 et Q = b0 + b1x+ b2x
2 sont deux polynôme de R2[x], on pose 〈P,Q〉 =

2∑
i=0

aibi.

On pose F = {P ∈ R2[x], P (1) = 0}.

1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R2[x] et en déterminer une base.

2. Montrer que 〈·, ·〉 est un produit scalaire sur R2[x].

3. Déterminer la distance entre le polynôme x2 et F .

Exercice 15.17 (FF)
Le but de cet exercice est de prouver l’existence et de calculer la valeur de

∆ = inf
(a,b)∈R2

∫ 1

0
(et − a− bt)2 dt.

Sur E = C ([0, 1]), on définit un produit scalaire en posant pour tout (f, g) ∈ E2, 〈f, g〉 =
∫ 1

0
f(t)g(t)dt.

Soient f1, f2 et g les éléments de E définis par : ∀t ∈ R, f1(t) = 1, f2(t) = t et g(t) = et. On pose
F = Vect(f1, f2). Soit Q = af1 + bf2 ∈ F .

1. Donner sous forme intégrale ‖g −Q‖2.

2. En déduire qu’il existe un unique Q0 ∈ F minimisant ‖g −Q0‖2.

3. Déterminer sans calcul les valeurs de 〈g −Q0, f1〉 et de 〈g −Q0, f2〉.

4. En déduire la valeur de ∆.
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Exercice 15.18 (FFF)
Soit n un entier supérieur ou égal à 2, et E = Rn[x] muni du produit scalaire défini par :

∀(P,Q) ∈ E2, 〈P,Q〉 =
n∑
i=0

P (i)Q(i).

On note F = {P ∈ E, P (0) = P (n) = 0}. On considère les polynômes :

Mk =
∏

i∈J0,nK\{k}

(x− i) et Nk = Mk

Mk(k)

pour tout k ∈ J0, nK.

1. Montrer que 〈·, ·〉 est un produit scalaire sur E.

2. Montrer que (Nk)0≤k≤n est une base orthonormée de E.

3. Montrer que (Nk)1≤k≤n−1 est une base orthonormée de F .

4. Déterminer l’expression de la projection orthogonale d’un polynôme P ∈ E sur F .

5. Calculer la distance de P à F pour tout polynôme P de E.

Exercice 15.19 (FFF)
On munit Mn(R) du produit scalaire usuel. Soit F = {M ∈Mn(R), Tr(M) = 0}.

1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de Mn(R) et déterminer sa dimension.

2. Déterminer F⊥.

3. Soit J la matrice de Mn(R) dont tous les coefficients sont égaux à 1. Déterminer la distance entre la
matrice J et le sous-espace F .

Exercice 15.20 (FFFF)
1. Soit n ∈ N∗. Vérifier qu’on définit un produit scalaire sur Rn[x] en posant : 〈P,Q〉 =

∫ +∞

0
P (t)Q(t)e−t dt.

2. Établir l’existence de réels p0, p1, . . . , pn (on précisera p0) tels que :

(x− 1)(x− 2) . . . (x− n) = p0 +
n∑
k=1

pk(x+ 1)(x+ 2) . . . (x+ k).

3. Vérifier que P (x) =
n∑
k=0

pkx
k est orthogonal au sous-espace vectoriel Vect(x, x2, . . . , xn).

En déduire la distance du polynôme 1 au sous-espace vectoriel Vect(x, x2, . . . , xn).

4. Déterminer de même la distance de xn au sous-espace vectoriel Vect(1, x, . . . , xn−1).

1. Pour tout k ∈ N, l’intégrale
∫ +∞

0
tke−t dt converge et vaut Γ(k+1) = k!. Par linéarité de l’intégrale,

il suit que pour tout P,Q ∈ Rn[X], l’intégrale
∫ +∞

0
P (t)Q(t)e−t dt converge également.

On a déjà montré dans des exercices passés qu’un tel crochet définit un produit scalaire sur Rn[x].
Je vous laisse le vérifier.

2. B = (P0 = 1, P1 = x+ 1, . . . , Pn = (x+ 1)(x+ 2) . . . (x+ n)) est une famille libre de Rn[x] (car les
degrés de ces polynômes sont deux à deux distincts) de cardinal n+ 1 = dim(Rn[x]). C’est donc une
base de Rn[x].
Puisque P = (x − 1)(x − 2) . . . (x − n) appartient à Rn[x], il se décompose dans la base B. D’où
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l’existence des réels p0, . . . , pn tels que :

(x− 1)(x− 2) . . . (x− n) = p0 +
n∑
k=1

pk(x+ 1)(x+ 2) . . . (x+ k).

En prenant x = −1 dans cette égalité, on obtient p0 = (−1)n(n+ 1)!.

3. Pour tout 1 ≤ s ≤ n, on obtient par linéarité de l’intégrale (tout converge) :

〈P,Xs〉 =
n∑
k=0

pk

∫ +∞

0
tk+se−t dt =

n∑
k=0

pkΓ(k + s)

= s!
(
p0 +

n∑
k=1

pk(s+ 1)(s+ 2) . . . (s+ k)
)

Mais en prenant x = s dans l’égalité de la question 2, il suit :

p0 +
n∑
k=1

pk(s+ 1)(s+ 2) . . . (s+ k) = (s− 1)(s− 2) . . . (s− s) . . . (s− n) = 0.

D’où 〈P,Xs〉 = 0 pour tout s ∈ J1, nK, et P est bien orthogonal au sous-espace Vect(x, x2, . . . , xn).

Notons F = Vect(x, x2, . . . , xn). F est de dimension n, donc F⊥ est de dimension 1. Puisque P
est un vecteur non nul de F⊥ (car le polynôme (x − 1)(x − 2) . . . (x − n) est non nul), il suit que
F⊥ = Vect(P ). Le vecteur P

‖P‖ constitue donc une base orthonormée de F⊥, et le projeté orthogonal
de 1 sur F⊥ est donc :

pF⊥(1) = 〈1, P

‖P‖
〉 P
‖P‖

= 〈1, P 〉 P

‖P‖2 .

Calculons d(1, F ) = ‖1 − pF (1)‖ = ‖pF⊥(1)‖ = |〈1, P 〉|
‖P‖2 ‖P‖ = |〈1, P 〉|

‖P‖
. Or on a (en prenant s = 0

dans le calcul précédent) :

〈1, P 〉 = p0 +
n∑
k=1

pk(0 + 1)(0 + 2) . . . (0 + k)

= (0− 1)(0− 2) . . . (0− n) = (−1)nn!.

D’autre part, puisque P est orthogonal à F :

‖P‖2 =
n∑
k=0

pk〈P, xk〉 = p0〈P, 1〉 = (n!)2(n+ 1)

On obtient finalement :
d(1, F ) = n!

n!
√
n+ 1

= 1√
n+ 1

.

4. On utilise la même démarche, en définissant cette fois le polynôme Q =
n∑
k=0

qkX
k tel que :

X(X − 1) . . . (X − n+ 1) = q0 +
n∑
k=1

qk(X + 1)(X + 2) . . . (X + k).
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