ECG2 - Maths approfondies Lycée Louis Pergaud

— TD23

Révisions d’analyse

Fonctions d’une variable réelle

Exercice 23.1 (%% - Prolongement %1) l _ 1 siz 0
Soit f la fonction définie sur [0,7/2] par f(z) =<{ =  sin(z) .
0 siz=0

1. Montrer que f est continue sur [0, 7/2].

2. Montrer que f est €1 sur |0, 7/2] et calculer sa dérivée.

3. Déterminer lim f'(z).

z—0t
4. Montrer que f est de classe €' sur [0, 7/2] et préciser f/(0).

Exercice 23.2 (%% - Inégalités de convexité) .
1. Montrer que pour tout x € [0,7/2],ona: 1 —— < cos(z) < 1.
T

2. Montrer que : Yn € N*, Vt € [0,1], 1 —¢t <1 —t" <n(1 —1).

1 1
3. Montrer que pour tout p,q > 0 tels que — + — = 1 et pour tout x,y > 0 : xl/pyl/q < l + 2
p q p q

n r1+ -+ g
4. Montrer que pour tout z1,...,z, >0, on a : T T .

Exercice 23.3 (% - Bijection réciproque de la fonction sinus) o
1. Montrer que la fonction f(z) = sin(z) réalise une bijection de [—2, 2] sur un intervalle I a

préciser.

2. Montrer que f~! est dérivable sur | — 1,1, et que Vz €] — 1,1[, (f 1) (z) =

V1—22

Exercice 23.4 (% %)
Soit P € R[z], de degré n > 1 et admettant n racines distinctes. Montrer que P’ admet n — 1 racines

réelles.

Rappel. Théoréme de Rolle.

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a, b], dérivable sur ]a, b[ et tel que f(a) = f(b),

alors il existe ¢ €]a, b], non nécessairement unique, tel que :

fe) =o.
On applique ce résultat n — 1 fois ici : notons a1 < ag < --- < ay les n racines distinctes de P
ordonnées dans l’ordre croissant. Ona P(a;) = P(a2) = --- = P(ay). Puisque P est polynémiale,
elle est dérivable sur R. Pour tout i € [1,n — 1], on peut donc appliquer le théoréme de Rolle a
P entre a; et a;41. 1l existe donc b; €]a;, a;+1] tel que :
P'(b;) = 0.
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On a ainsi obtenu (au moins) (n — 1) racines by, ...,b,—1 de P'. Puisque deg(P’) =n — 1, on les
a toutes obtenues ici. P’ admet bien exactement n — 1 racines réelles.

Exercice 23.5 (%% %)
Considérons le polyndome P(x) = (2 — 1)". Montrer que sa dérivée n-eme posséde exactement n
racines distinctes toutes dans | — 1, 1].

Commengons par noter que P(X) = (X — 1)"(X + 1)". Donc P est scindé sur R, de degré 2n
et admet exactement deux racines réelles 1 et —1, de multiplicité n toutes les deux. Quelques
rappels & ce sujet.

Rappel. Ordre de multiplicité d’une racine.

Soient P € K[X], a € K et 7 € N*. On a ’équivalence entre :
(1) 3Q € KIX], P = (X — a)’Q et Q(a) £0

(2) (X —a)" divise P et (X —a)""! ne divise pas P ;

(3) P(a) = P'(a) =---=Pr(a) =0 et P")(a) # 0.

Si 'une de ces conditions est satisfaite, on dit alors que a est racine de P de multiplicité r
exactement.

Par caractérisation de la multiplicité d’une racine a l’aide des dérivées, on en déduit que :
P1)=P1)=---=P"D1)=0 et P™A)£0

et de méme pour la racine —1. On va appliquer le théoréme de Rolle « en cascade » sur les
dérivées successives de P (ce qui est bien possible puisque P est polynomiale, donc indéfiniment
dérivable sur R).

Puisque P(1) = P(—1), il existe par le théoreme de Rolle agl) €] —1,1] tel que :

On poursuit. Puisque P'(—1) = P’(agl)) = P’(1), il existe par le théoréme de Rolle a§2) €]-1, agl)[
et al? G]a(l) 1] tels :
5 17 que :
PO (a)?) = PO (ay”) = 0.
En itérant ce raisonnement, on montre ainsi que pour tout k € [1,n — 1], il existe des réels

—1<a§k)<---<a,(€k)<1telsque:

P®(—1) = p(k)(agk)) — = P(k)(a,(f)) =P® (1) =0.

En particulier pour £k = n — 1, on dispose de n + 1 racines distinctes

1<V << gy

<1

pour pP=1_ En appliquant une derniere fois le théoréme de Rolle entre chaque racine, on
démontre ainsi l'existence de n racines agn) < e < a%n) pour P toutes dans l'intervalle
] —1,1[. Comme de plus P™) est de degré n, P n’a pas d’autre racine, et toutes ses racines
sont simples de plus. D’ou le résultat.
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Exercice 23.6 (% - Inégalité des accroissements finis)
1. Montrer que pour tout z,y € [1,+00[, on a |In(z) — In(y)| < |z —y|.

2. Montrer que pour tout z € R, |sin(x)| < |z|.

Exercice 23.7 (%)

Soit n € N* et soit f la fonction définie par f(x) = " !In(z). Calculer la dérivée n-ieme de f.

Exercice 23.8 (%% - QSP ESCP 2016)
On dit qu’une application f de E dans F admet = pour point fixe si f(z) = .

Soit f et g deux applications définies sur [0, 1], & valeurs dans [0, 1], continues et telles que fog = go f
et f <y

1. Montrer que f admet au moins un point fixe z¢ et qu’alors g(zp) est encore point fixe pour f.

2. En utilisant une suite définie a partir de xg, montrer que f et ¢ ont un point fixe commun.

1. La fonction continue h : z € [0,1] — f(x) — x satisfait A(0) > 0 et h(1) < 0. Par le
théoréme des valeurs intermédiaires, il existe x tel que h(zg) = 0, soit f(zo) = xo.

Calculons :
f(g(z0)) = g(f(z0)) = g(z0)-

Donc g(xg) est encore un point fixe pour f.

2. On considere la suite u,, définie par ug = g et pour tout n € N, u, 1 = g(uy). On vérifie
par récurrence immédiate que pour tout n € N, f(u,) = u,. De plus, puisque f < g, on
obtient pour tout n € N :

flup) < glup), soit  up < uptq.

La suite (u,,) est croissante, majorée par 1. Elle converge donc vers une limite finie £ € [0, 1].
Or, pour tout n € N :
Un = flup) et upt1 = guy).

En passant a la limite lorsque n tend vers 400, on obtient (f et g étant continues) :

C=f) et L=g(L).

D’ou l'existence d’un point fixe commun a f et g.

Exercice 23.9 (%% %)
Soient f, g : [0,1] — [0, 1] deux fonctions continues vérifiant fog = go f. Montrer qu'il existe x € [0, 1]
tel que f(z) = g(x).

Supposons par 'absurde que f(z) # g(x) pour tout x € [0,1]. En appliquant le théoréeme des
valeurs intermédiaires a la fonction continue h : x € [0,1] — f(z) — g(x), on montre que h est
strictement positive sur [0, 1] ou strictement négative sur [0, 1].

Supposons par exemple h(z) = f(z) — g(z) > 0 pour tout = € [0,1] (on procederait de méme
dans le cas h < 0 sur [0, 1]). Puisque h est continue sur le segment [0, 1], elle y est bornée et
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atteint ses bornes. Il existe donc zg € [0, 1] tel que :
Vo € [051]7 f([[,‘)*g(ﬁ)2f($0)*g($0):m>0

En appliquant l'inégalité ainsi obtenue pour z = f(x), puis pour x = g(zo) (et en utilisant
I’hypotheése fog=go f):

f(f(@o)) = g(f(w0)) +m = f(g(x0)) +m = g o g(xo) + 2m.
On montre alors par récurrence que pour tout n € N :
f(xo) > g"(x0) + nm.

Puisque f"(xg) <1 et g"(xg) > 0, il suit que pour tout n € N, nm < 1, ce qui est contradictoire
puisque m > 0.
Par conséquent, il existe zg € [0, 1] tel que f(zo) = g(zo).

Exercice 23.10 (k% %% - Oral ESCP 2014)

Soit

f Ry — Ry une fonction deux fois dérivable et o un réel strictement positif. On suppose que f

est majorée et que pour tout t € Ry, f”(t) > o2 f(t).

—_

2

3.

. Montrer que f est convexe.
. Montrer que f’ est a valeurs dans R_.

a) Montrer que f admet une limite finie en +oo0.

(
(b

)

) Montrer que f tend vers 0 en +oo.
(¢) Montrer que f’ tend vers 0 en +oc0.
)

)

(a) Montrer que la fonction a?f2 — f2 est croissante.
(b) En déduire le signe de af + f'.

—at

. Montrer que pour tout réel positif ¢, on a : f(t) < f(0)e

1. f est deux fois dérivable, a valeurs dans R, et pour tout t € Ry on a :
f'(t) = a*f(t) > 0.
Donc f est convexe sur Ry.

2. Raisonnons par P'absurde en supposant qu’il existe to € Ry tel que f/'(tg) > 0. f étant
convexe, sa courbe représentative est au dessus de ses tangentes. En particulier on a donc

Vte Ry, f(t) > f'(to)(t —to) + f(to)-

Or on a tl}T f'(to)(t — to) + f(to) = +oo. Par théoréme de comparaison, on aurait
oo

lim f(t) = 4o00. Ce qui contredit que f est majorée.
t——+o00

3. (a) f’ est négative, donc f est décroissante, & valeurs dans R;. Par le théoréme de limite
monotone, elle admet donc une limite finie ¢ en +00. De plus on a ¢ > 0.

(b) Raisonnons aussi par I'absurde en supposant que ¢ > 0. On va faire un raisonnement
semblable & celui de la question 2., cette fois-ci pour f’. On applique pour cela le
théoréme des accroissements finis & f” entre 0 et ¢ > 0 (ce qui est possible car f’ est
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continue sur [0,t] et dérivable sur ]0,¢) : il existe ¢ €]0,¢[ tel que :

PO =70 =f@t-0) =t > a’tf(t) >l

hyp. de ’énoncé
car f décroissante et lJim f = £. Par théoréme de comparaison, on obtiendrait alors que
oo
, ligl f'(t) = +00 (car &€ > 0). Or f’ est & valeur dans R_, d’ott une contradiction.
—+00

Comme f est convexe, f’ est croissante. Elle est de plus majorée par 0. Elle admet
donc une limite finie ¢ en +oo.

Supposons que ¢ < 0. Par le théoréme des accroissements finis appliqué a f entre 0
et ¢ > 0, il existe d €]0, ] tel que :

f(t) = f(0) = f'(e)t < L',

car f’ est croissante et majorée par ¢. Par théoréme de comparaison, on obtiendrait
alors Em f = —o0, ce qui contredit que f est a valeurs dans R..
oo

Posons g = o®f? — f”2. Cette fonction est dérivable et on a pour tout t € R, :

g'(1) = 202 (D) f (1) =20 (" (1) = 2'(1) (@ (1) = /(1)) = .
= S

Donc g est croissante sur R.
On a de plus a l'aide des questions précédentes que tligl g(t) = 0. Comme g est
—>+00

croissante, on en déduit que g(t) < 0 pour tout ¢ € Ry. g est donc négative. Comme
de plus on a pour tout t € R :

g(t) = (af(t) = f'(1)(af(t) + f'(1)

>0

car f(t) >0, a > 0et f/(t) <0, on en déduit que af(t) + f/(t) < 0 pour tout t € R.

5. Pour tout t € Ry, on a donc :

af(t)e® + f(t)e™ < 0.

Par croissance de 'intégrale, on en déduit que :

¢ t
/ af(s)e* + f'(s)e* ds < / 0ds = 0.
0 0

Oron a:

[ as(s)e + Fs)eds = [F(5)es = @) ~ 7(0)

On obtient donc finalement que pour tout ¢ > 0 :

F)et — f0) <0 = f(t) < f0)e™.

Formules de Taylor, développements limités

Exercice 23.11 (%)
Déterminer les développements limités & l'ordre 3 en 0 des fonctions suivantes :
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iz cos(x) | forxz—e1l—u; f3 @ x> sin(x) cos(z).

Exercice 23.12 (%)
Déterminer, en utilisant des développements limités, les limites suivantes :

e’ — 142z (1+22)Y2 — 2 — cos(z)

1. lim ; 3. lim ;
z—0 2 z—0 3
1 1
2. lim {3/:1:3—1—1‘2—3/1:3—:132; 4. lim nzsin<><"e—n+ )
r——+00 n—-+oo n n

Exercice 23.13 (%)
Montrer, a ’aide de la formule de Taylor avec reste intégral, que :

3
Vx € {0,721, x—%gsin(ﬂv)gm.

Commencgons par un rappel.

Rappel. Formule de Taylor avec reste intégral.

Soit f une fonction de classe 4> sur un intervalle I, et soit (a,z) € I2. Alors :

(g v plot)
fay =31 ()(x—a)k—i—/a Tl O N

| |
= k! n!

Appliquons ce résultat & f = sin entre 0 et 2 € [0, 5]. Inutile pour cela de calculer le polynome
de Taylor associé a sin, puisqu’on le connait déja grace au DL de sin en 0.

e Pour n =1, on obtient :

sin(af)—a:—/om(_sg!l(m(x—t)thSO

e Pour n = 3, on obtient :

D’ou 'encadrement voulu.

Exercice 23.14 (% %)
1. Soit ® la fonction définie sur | — 1, +oo[ par ®(¢) = In(1 4 t). Montrer que pour tout k£ > 1 et
pour tout t > —1,
(=1 (k —1)!

2 V(1) = (14 t)F

2. Montrer que pour tout ¢ € [0, 1], pour tout n € N*,

= (=1)F
In(1+¢ E — < —.
n(l + )+k:1 k “n+1

tn—l—l
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3. En déduire que la série de terme général converge et donner la valeur de sa somme.

(="

1. Commencons par noter que ® est de classe € sur | — 1,400 en tant que composée de
fonctions qui le sont. Montrons par récurrence le résultat demandé.

Init. Pour k =1 et pour tout t > —1, ®'(¢) = %th qui est bien égale & :

(-DFY k-1 1
(14 t)F 1+t

Donc la propriété est vraie au rang k = 1.

Hér. Soit k > 1. Supposons la propriété vraie au rang k. Pour tout ¢ > —1, on a donc
I’égalité :

_1\e—1(1. _
¥ (1) = 1)(1+(f)k DU btk - a4 o)k,
Dérivons cette formule :
Nk
B0 = (-1 = DR ) = G

D’ou la propriété au rang k + 1.
Concl. Par principe de récurrence, on obtient pour tout & > 1 et pour tout ¢t > —1 :

(~1)F 1k~ 1)!
(1+1t)k

d®) (1) =

2. Une telle inégalité devrait nous faire penser a I'inégalité de Taylor-Lagrange. Rappelons-la.

Rappel. Inégalité de Taylor-Lagrange.

Soit f une fonction de classelﬂ %> sur un intervalle I, et soit (a,z) € I2. On suppose
que | ("] est majorée par un réel M sur I. Alors on a :

= ¥ (a) M n
f(i'?)—kz:% I (x —a)f ﬁm\x—(ﬂ .

agm+1 suffit. Le nouveau programme impose la classe €°°.

Dans le cas qui nous intéresse ici, on va appliquer cette inégalité a ® entre 0 et ¢, et pour
n € N*. @ est bien de classe € sur [0, t], et pour tout u € [0,1] :

Par I'inégalité de Taylor-Lagrange, on obtient :

n (I)(k:)(o) gl

() — > o tk

k=0

< n' 7fn—&-l _

(n+1)! n+1

Enfin a laide de la question précédente, calculons pour tout k € [1,n] :

W)  (“DF k-1 (—1F (<1

k! k! k k
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Et comme ®(0) = 0, on obtient bien en substituant :

S (=DE |
In(14+¢ ¥ < .
n(l+4)+ k%:l k “n+1
3. L’inégalité précédente donne avec t =1 :
n k
(=1) 1
In(2 < .
n(2)+ kz::l k|~ n+1

existe par théoreme des gendarmes, et vaut

(="

. . 1 . T (—-1)F
Puisque ngrfoo " =0, limy 400 kz::l i

In(2). Autrement dit, la série de terme général converge et sa somme In(2).

Suites

Exercice 23.15 (%% - Une suite implicite)
Pour tout entier n > 2, on définit la fonction f, par f,(z) = 2" + 1 — nz.

1.

Montrer que, pour chaque entier n > 2, I’équation ™ + 1 = nx posséde une unique solution dans
I'intervalle [0, 1]. On note x,, cette racine.

Calculer x5.
Etudier le signe de f,41(2) — fu(2) sur [0,1]. En déduire le signe de fp,1(2n).

Déterminer la monotonie de la suite (x,) et montrer sa convergence.

2
Justifier que Vn > 2, 0 < z,, < —. En déduire lim z,.
n n—-+oo

Déterminer la limite de zI', puis montrer que z,, ~ —.
n

1. Soit n > 2. La fonction f, est polynomiale donc continue. Elle est de plus dérivable, et

ona:
Ve €[0,1], fi(z)=na""t —n=n(z""1-1).

n

On a f](x) < 0 pour tout « € [0,1[. Donc f, est strictement décroissante sur [0, 1].
Enfin, on a f,(0) =1 et f,(1) =2 —n <0.

Par le théoréme de la bijection, I’équation f,(z) = 0 posséde une unique solution dans
I'intervalle [0, 1], qu’on notera x,.

2. On a f(1) =1+1—2 = 0. Par unicité de la solution de I’équation f,(z) = 0 dans
I'intervalle [0, 1], on en déduit que zo = 1.

3. On a pour tout z € [0,1] :
fro1(x) = folz) = 2" — (n+ Dz — 2"+ ne = 2" — 2" + nz = 2(a" Yz — 1) +n).

Dans cette expression, on a x > 0, et |z" 1(x — 1)| < 1, donc 2" !(x — 1) +n > 0. Ainsi,
on a pour tout n > 2 :

fo+1(x) — fu(z) >0  pour tout = € [0, 1].
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On obtient pour z = z,, € [0,1] :

fn+1(xn) - fn(xn) 2 0 = fn+1($n) Z 0.
=0

4. On a montré a la question précédente que pour tout n > 2 :

Jrr1(xn) 20 = fop1(Tny1)-

Puisque f,,11 est strictement décroissante sur [0, 1], on en déduit que z,, < x,+1. Ceci étant
vrai pour tout n > 2, la suite (x,) est donc croissante.

La suite (x,,) étant croissante et majorée par 1, elle converge donc vers une limite finie ¢,
et ona /€ [0,1].

5. On a déja que pour tout n > 2, 0 < z,, < 1. De plus, on a :

faolxn) =0 = nx,=x,.+1<2.

Ainsi, on a bien que pour tout n > 2,0 <z, < —.
n

. . 2 L . .
Puisque lim — =0, on a par le théoréme des gendarme que lim =z, existe et vaut 0.
n—+oo N n—-+o0o

6. Pour tout n > 2, on a :

2\ " 2 n
0<z; < () = exp <nln) = exp (—nln) )
n n 2

. n N .- .. . n
On a lim nln— = —oo, d’ou par composition des limites, lim exp|-—-nln— |. Par
n—+o00 2 n—+00 2
théoreme des gendarmes, lim x]. existe et vaut 0.
n—-+o0o

On a donc pour tout n > 2 :

Mn :xz—i_l njoo 1,

ce qui équivaut a x, ~ —.
n

Exercice 23.16 (%% % - Une autre suite implicite - QSP ESCP 2006) 1
Montrer que pour tout n € N*, il existe un unique y,, € R% tel que In(y,) + yn = —.
n

Montrer que la suite (y,)nen+ converge et si on note ¢ sa limite, déterminer un équivalent de y,, — ¢.

Exercice 23.17 (%% - Etude d’une suite %culrgnte)
Soit a > 0, et soit (uy)nen la suite définie par { 0

Vn €N, upt1 =In(1 + uy)
1. Pour tout = €] — 1, +o0], comparer In(1 + x) et z.
2. Montrer que pour tout n € N, u,, est bien défini et a termes positifs.

3. Montrer que la suite (u,) converge et déterminer sa limite.

1 1

Un+1 Up,

4. Déterminer la limite de la suite de terme général v, =
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Exercice 23.18 (k%% - QSP ESCP 2017)

On considere deux suites réelles u et v définies par leurs premiers termes ug et vy strictement positifs

et les relations de récurrence :

1 1
VneN, upr1 =up,+— et vpp1 =v,+—.
n Un,
Un
1. Montrer que : Vn € N, w9 — tpt1 = —— (Upt1 — Up)-
Un+1

2. Montrer que les suites u et v divergent vers +oo.

Exercice 23.19 (k%% - QSP HEC 2012) , o
Soit a € Ry. Pour tout n € N*, on pose u, = H (1 + 2).
k=1
1. Montrer que si a = 2, la suite (uy),>1 est divergente.

2. Montrer que si 0 < a < 1, la suite (uy)p>1 converge vers 1.

Séries
Exercice 23.20 (%)
Nature des séries suivantes :

LY (1- ) Dyl 5. 3 s

' 3n +n3 2n?

_ In(n) y_ 1
2 S L o X (m(+5) -
1. On a
1 1.
()
. %20p0urtoutn21;
1
. — diverge (série harmonique).
n

1
Par théoreme de comparaison, la série Z In(1 — —) diverge.
n

2. On a:

e n3e™™ — 0 par croissances comparées, donc ne”" = o ( ! ) ;

> 0 pour tout n > 1 ;

1
— converge (série de Riemann d’exposant a =2 > 1.

[ )
M 3

n

3
[\

1

Par théoréeme de comparaison, la série E ne~ " converge.

n>1
3. On a:
n?+1 n2_1.
3n+nd 4o nd n’
. %ZOpourtouthl;

10

Lycée Louis Pergaud

)
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1
. Z — diverge (série harmonique).
n>1

2

Par théoréme de comparaison, la série E diverge.

4. On a :

In(n In(n . i
o n3/2 () = (n) — 0 par croissances comparées, donc =o0
n

n? Vn

. —/20p0urtoutn>1

1
. 32 converge (série de Riemann d’exposant o = 3/2 > 1.
1

3
Y%

ln(n)

Par théoreme de comparaison, la série E converge.

n>1
5. La série n’étant pas de signe constant, on passe par l’absolue convergence :
sin(n 1
P

00< —_—
o2n2 |~ 2n2’

1
. Z —5 converge (série de Riemann d’exposant o« = 2 > 1.
n>1

sm(n)

Par théoreme de comparaison, la série E converge absolument, donc converge.

6. On ne peut pas prendre directement un équivalent car on a ici une différence (les équivalents
ne passent pas & la somme !!). On va donc faire un développement limité pour déterminer
un équivalent du terme général de la série :

n(142) =2 - o)
n —l=——=—+0(—=]).
n n 2n? n?
1 1 1 1<1 1+ (1)) 1 1+<1)
=— =—|l——+4o0|—)]|=——-=+4+0|— ).
n+l nl+ % n n n n n2 n?

Par différence, on obtient :

1 (1 + 1) 1 1 n < 1 ) 1

n — | - —+o0 ~ —.

n 1+n  2n2 n? ) +oo 2n2

On peut a présent faire un théoreme de comparaison :

. ln(l—i—%)—ﬁ_goﬁ;

1
+ — =0 pourtout n>1;
n

. E —5 converge (série de Riemann d’exposant o = 2 > 1.
n
n>1

1
Par théoréeme de comparaison, la série Z (ln (1 + ) -

) converge.
n 1

n +

Exercice 23.21 (%)
Nature et calcul des séries suivantes :

11
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32n+1 4n n2 4 n
' 2. Zn732n+1 3. Z 3 : Z (n+1)!

n>0 n>0 n>0 nz0

Rappelons pour commencer les séries de références (& connaitre par coeur) :

SERIES USUELLES CAS DE CONVERGENCE SOMME DANS CE CAS
, 1
SERIES DE RIEMANN E T @ eR a>1
E>1
+oo 1
SERIES GEOMETRIQUES kgeR <1 k-
> ¢ q lal > 4 -
k>0 k=0
SERIES GEOMETRIQUES = 1
L, kgFt <1 koF—l= =
DERIVEES D’ORDRE 1 Z q lal Z q (1—q)?
E>1 k=1
SERIES GEOMETRIQUES = 2
o k(k—1)g"2 <1 k(k—1)¢" 2= —"_
DERIVEES D’ORDRE 2 > k( )a lal >k )a =E
E>2 k=2
a?k = l‘k
, " . =,
SERIES EXPONENTIELLES E ik reR quelque soit z € R E m e
k>0 k=0

1. On a pour tout n > 0 :
32n+1 gn
=3x

n! nl’

On reconnait ici le terme général d’'une série exponentielle de parametre z = 9. Elle
32n+1

converge donc. Ainsi E converge, et sa somme vaut :

n!

+0 gn

J a9
3> =3¢,
n=0

4 4\t
e+t ~ 97 |\ "\ g :

On reconnait le terme général d’une série géométrique dérivée, de raison ¢ = % €] —1,1].
Elle converge donc, et sa somme vaut :

2. Pour tout n > 1, on a :

9

4 = <4>" 4 1 4
27 (1—¢q)2 25

= n - -
27 =~

3. Pour tout n > 1, on a :

n* nn-1) n 1nn-1) 1 n

3n = 3 T3 g gz 33l

On reconnait ici une combinaison linéaire des termes généraux de séries géométriques
1 n2
dérivées, de raison q = 3 €] — 1,1[. Elles convergent donc. On en déduit que E 3

12
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converge, et sa somme vaut :

+
8

+oo 2 +o0
n 1 nn—1 1 n
I e
3n 9 3n 3 3n
n=0 n=0 n=0
_1& -1 1R
Z 3n2 §23n—1
n=1
1 2 1 1
9 513 2
9(1-q0° 3(1—gq)
_127+19_3
94 34 2
4. On a pour tout n >0 :
n _ (n+1l)—-1 n+l 1 1
n+D! w4+ (n+D! (n+1)! !l (1)

On reconnait une série téléscopique. Pour NV > 0, on a :

Nooop N1 1 1 1
Z(n—i—l)!:Z(Tz!_(n—i—l)!):()!_(N—i—l)! Nopoo !

n=0 n=0

- n
La série E Ty converge donc et sa somme vaut 1.

Exercice 23.22 (% %)

1 1
1. Mont tout 0, —— <1 1) -1 <=
ontrer que pour tout z > ,x+1_n(x+) n()_w
"1 "1
2. On définit deux suites (upn)n>1 €t (Vn)n>1 par u, = Z e In(n) et v, = . In(n +1).
k=1 k=1

Montrer que les suites (u,) et (vy,) sont adjacentes.

3. En déduire que Z In(n).

=1 n—>+oo

1. Plusieurs méthodes sont possibles, comme étudier les variations des fonctions f : = —
In(z+1)—In(z) =L et g: 2~ In(z + 1) — In(z) — x%q et en déduire leur signe. Je vous
en propose deux autres.

Méthode 1. On a :

In(z + 1) — In(z) = ()P = /x o 1obf

1
La fonction ¢ — — étant décroissante sur R, on a pour tout ¢ € [z, z + 1] :

1
T+ 1

<. <

~+ | =
8=

D’ou en intégrant entre x et x + 1 :

1

pore <ln(z+1)—In(z) <

SR

13
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Méthode 2. On applique 'inégalité des accroissements finis a la fonction f : ¢ — In(t) sur
[z, + 1]. Rappelons la.

Rappel. Inégalité des accroissements finis.

Soit f : [a,b] — R continue sur [a, b] et dérivable sur |a, b|.
« Sl existe (m, M) € R? tel que pour tout = €]a,b[, m < f/(x) < M, alors
m(b—a) < f(b) = fla) < M(b—a).

o Sl existe M > 0 tel que pour tout z €Ja,b[, |f'(x)] < M, alors

1f(b) = fa)] < M(b - a).

f est bien continue sur [x,z + 1], dérivable sur |x,z + 1], et on a pour tout t €]z, z + 1] :

1
r+1

< fi(t) =

<

~+ | =
8]~

Par I'inégalité des accroissements finis, on en déduit que :

1
r+1

<In(x+1) —In(z) <

K=

2. Quelques rappels tout d’abord sur les suites adjacentes :

Rappel. Suites adjacentes.

On dit que deux suites (uy) et (v,) sont adjacentes si :

(1) (uy) est croissante ; (2) (vp) est décroissante (3) (u, — vp) converge
) vers 0.

Par le théoreme des suites adjacentes, elles convergent alors vers la méme limite
f€R,etona:

VneN, u, <{<u,.

Montrons que (uy,) et (v,) sont adjacentes :

e Pour tout n > 0, on a :

n+11 n 1
unH—un:ZE—ln(n—l—l)— Z%—ln(n)

k=1

:—<ln(n+1)—ln(n)—n_1|_1> <0

car

1 < In(n+ 1) — In(n) (en prenant x = n dans les inégalités de la question
n

précédente). Donc (uy,) est décroissante.

14
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e Pour tout n > 0, on a :

n+11 n o1
vnH—vn:k:lE—ln(n—i—Q)— <k§1k—ln(n+l)>
1
——<ln(n+2)—ln(n+1)—+1> >0

car In(n +2) —In(n + 1) <
n+1
question précédente). Donc (vy,) est croissante.

(en prenant x = n + 1 dans les inégalités de la

e Pour tout n > 0, on a :

n n—-+oo

1
un—vn—ln(n+1)—ln(n)_ln<1+) — 0.

Les suites (uy,) et (v,) sont bien adjacentes.

3. Comme (uy) et (vy,) sont adjacentes, elles convergent vers la méme limite v € R. Ainsi on
a:
"1
Up, = ——1 — 7.
k=1
Un g

En particulier, u,, ~ v et () ~ ()

— 0. On obtient donc que :

| "1
o :’;k—l—m = limkglkzl
In(n) In(n) In(n) '

|
On a donc bien — ~In(n).
kglk (n)

Remarques.

e On retrouve en particulier le fait que la série harmonique diverge puisque ses sommes
partielles tendent vers +o0o. Plus précisément, on a méme obtenu que :

> % =1In(n) + v+ o(1),

résultat qu’on avait déja démontré dans ’exercice 2.14.

e Le nombre 7y est appelé constante d’Euler. On ignore a peu pres tout de -, et notam-

ment s’il est rationnel ou non. On sait en revanche que v ~ 0.577215... (on sait en
fait beaucoup mieux, les 119 milliards de premieres décimales de v ayant été calculées
informatiquement).

Exercice 23.23 (%% - Suites de Fibonacci)
Soit (Fy)nen la suite déterminer par Fy = F} = 1, et pour tout n € N, F,,1 0 = Fj,11 + F,.

1. Ecrire un programme qui demande n a l'utilisateur, et qui renvoie la valeur de Fj,.

1
2. Montrer qu’il existe des réels a,b,r1,72, que 'on déterminera, vérifiant ro = —— et Vn € N,

™
F, =ar? 4+ bry.

3. Donner un équivalent de F;, lorsque n — 4o0.

15
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Fy
4. En déduire que la série de terme général on converge, et calculer sa somme.

1. On a:
1 [n = int(input('entrer n'))
2 |F =1 # F contient F_0
3 |G =1 # G contient F_1

4 [for k in range(n)
5 H =G # H contient F_{k+1}

6 G = F+G # G contient F_{k+2} = F_{k-1}+F_{k}
7 F =H # F contient F_{k+1}
s | print (F)

2. (Fy) est une suite récurrente linéaire d’ordre 2 & coefficients constants. Pour déterminer
son terme général, on résout I’équation caractéristique :

r?—r—1=0

=

1+v6 o1
9 et o = 9

=

OnaA=5r=

Rappelons que si 71,75 sont racines du polyndéme aX? 4+ bX + ¢, alors :
c
rT+rg=—— et 7rirg=—.
a a

Ici on obtient donc :
-1
r1

riro=—1 dou 1y = et ri+ry=1.
Par le théoreme du cours, il existe a,b € R tels que :

VneN, F,=ar]+brj.

Calculons a et b a I’aide des premiers termes :

a+b=1 atb=1 a+b=1
= b = 2 2
ria+brog =1 T1a—r—:1 I+r)a=1+r=r; (1)+71(2)
1
bzl— r% :r%_rlz 1 e 1
1+7’% 1+7’% 1—}-7’% 247r1
<~ 2
T r1+1

a = 5 =
1477 2417

n
3. Onal<retryel—1,1], donc ry = o(r}) (car lim (TQ) =0). Ainsi on a :
n—+o0 \ 71

F,=ar! +bry =arf +o(r}) ~ arf.
n—-+o0o

Remarque. On vient d’utiliser I’équivalence suivante (& connaitre) :

Up ~ Uy S Uy = Uy + 0(Vp).

16
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4. On en déduit que :

I r\"
2" n—+o0 “ 2

qui est le terme général d’'une série a termes positifs qui converge (série géométrique de

. 1 Lo . PRI .
raison —- €] — 1,1[). Par théoréme de comparaison de séries a termes de signe constant,

F,
on en déduit que g -, converge. On note S sa somme.
n>0

Pour tout N > 2, on a :

N N N N-1 N-2
F, 3 F, o 3 1 F, 1 F,
n=0 n=2 n=1 n=0

En passant a la limite lorsque N — +00, on obtient :

s=24

1 1 1
5 2(S )—1—45 = 45 = S

X F,
Ainsi on a Z

nO

Remarque. Une autre méthode était possible, mais beaucoup plus calculatoire :

—+00 F —+00 n
Z — = Z +b Z (tout converge)
n=0 2 n= 0
1 1
=a +0b
1-5 1-%

On connait a et b, reste a simplifier cette expression...

Exercice 23.24 (%)

1 n L ok (_1)n+1x2n+2
1. (a) Montrer que : 22— g::o( 1)%a™" 4+ 2
n(_1)kp2kt1 2n+3
(b) En déduire que : |arctanx — ,;) ( 2]1 i R ‘;L 3
(c) En déduire une CNS de convergence de la série % et calculer sa somme.
(—1)F 4
2. (a) Montrer que 7r—422k+1 < oni3

(b) Ecrire une fonction d’en-téte def approx(epsilon) qui prend en entrée un réel e > 0 et
renvoie une valeur approchée de 7 a ¢ pres.

1. (a) Pour tout € R, on a —x? # 1 de sorte que :

n ok 1— (_1,2)71-‘:-1 1 (_$2)n+1
Z(—x) - 1—(—22) T 1422 1+ a2
k=0
1 n (_1>n+1$2n+2
ce qui équivaut a : 2 = Z(—l)km% + BT D’ou I'égalité voulue.

k=0
(b) On integre la relation précédente entre 0 et x € R (toutes les fonctions considérées

17
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sont bien continues). On obtient :

zn: 21 L 122
arctan(x) = » (-1 —I—/ ——dt
P 1+1¢

On en déduit que :

n A $2k+1

arctan(z) — Z(—l) ST

k=0

T t2n+2
——dt|.
==

T 1t2n+2
-1 ——dt
[ -

Siz>0,ona:
£2n+2

1+t2

T t2n+2 T T t2n+2
dt| < / dt = / LA P

/0 142 —Jo 0o 1+t2
x2n+3

X

< [ P24t =

o /0 2n+3
t2n+2

xt2n+2 0 xt2n+2
—_dt| < — |dt=—- | ——dt
/0 1+ t2 —/z 1412 /0 1+ ¢2

- /x t2n+2 Q= x2n+3 _ |x|2n+3
0 2n+ 3 2n+ 3

Siz<0,ona:

D’ou I'inégalité voulue.
| |2n+3

S <1,al li
(c) Supposons [z] <1, alors lim = ——
) o L 2k+1
duit que ngrfoo é(—l)k 2%k +1 existe et vaut arctan(z). Ainsi la série k:z>%](_ k 2k 1

converge si |z| < 1.

= 0. Par le théoréme des gendarmes, on en dé-

Supposons a présent |z| > 1, alors on a :

X ﬂf2k+1 ‘$|2k+1
-1 = — +o0.
T 1| ™ hr L nome T
p2k+1
Donc le terme général de la série Z(— ne tend pas vers 0. La série
=0 2k+1
22k+1 B
Z(—l)k 1 diverge donc grossierement.
k<0
p2k+1
On a donc montré que la série Z(— ok 1 converge si et seulement si |z| <1, et

k>0
dans ce cas sa somme vaut arctan(z).

2. Prenons z = 1 dans l'inégalité de la question 1.(b). On obtient :

n
s
4 §2k+1

D’ou I'inégalité voulue en divisant par 4.

1
~2n+3

18



ECG2 - Maths approfondies Lycée Louis Pergaud

Soit € > 0 fixé, et soit n € N. On a :

4 < = 4<2 +3 & 2 3<
€ — n - —=<n
2n+3 ~ e~ e 2~
, 2 3
Il résulte de ce calcul que pour n = -7 35 +1,ona:
€
n
(—D*
—4 <
i g::o%ﬂ “2m+3=°

1\k
et donc que 4 Z 2()1 est une approximation de m a € pres. On propose donc le pro-

gramme suivant.

1 [def approx(eps)

2 n = np.floor(2/eps + 3/2)+1

3 S =0

4 for k in range(n+1)

5 S = S+((-1)"k)*(x"(2k+1)) / (2k+1)
6 return S

Exercice 23.25 (%% - Etude d’une série alternee)

1. Etudier le sens de variation de la fonction f : z — M sur [1,4o0].
x
- kI (k)
2. Considérons la suite définie pour n > 1 par u,, = Z(—l) v
k=1

(a) Montrer que les suites (ugp)n>2 €t (Uzp+1)n>2 convergent vers la méme limite.

In(k)
D=

(b) En déduire que la série de terme général converge.

. =nr
3. Soit v, =n"= —1.

-1)"1 In? In?
(a) Montrer a I'aide d’un développement limité que v, = ( )n n(n) + I;TE?) +o ( nn(zn)>

(b) En déduire que la série )" v, converge.

1. La fonction f est de classe ¢! sur [1, +o00[ comme quotient de fonctions qui le sont dont le
dénominateur ne s’annule pas, et on a pour tout z > 1 :

() = % B In(z) _ 1 —In(x)

x 2 22

qui est positive si et seulement si x € [1,e]. Ainsi f est croissante sur [1, e] et décroissante
sur [e, +oof.

2. (a) On va tenter de montrer qu’elles sont adjacentes (avec un peu de chance, ¢a sera le
cas, et on aura le résultat par le théoreme des suites adjacentes).

19



ECG2 - Maths approfondies Lycée Louis Pergaud

e Pour tout n > 2, on a :

22 k) Zi(_l)kln(k:) ~In@2n+2) I@2n+1)
k 2n + 2 2n+1

U2(n+1) — U2n = Z (_1) Lk
k=1 k=1

= f@2n+2)— f2n+1)<0

d’apres la question précédente. Donc (ugy,)n>2 est décroissante.

e De méme, on a pour tout n > 2 :

U(n41)41 — U2n+1 = f(2n +2) — f(2n +3) > 0.

Donc (u2p+1)n>2 €st croissante.

e Pour toutn > 2:
In(2n + 1)
Ugn+1 — U2n = T o1 —0
par croissances comparées.
Ainsi les suites (ugp)n>2 €t (ugnt1)n>2 sont adjacentes. Par le théoreme des suites
adjacentes, elles convergent donc vers la méme limite. Notons la S.

(b) On a besoin du résultat suivant (dont une démonstration est donnée dans le Com-
plément 0. Méthodes d’études d’une suite récurrente d’ordre 1., Propriété
4.).

Rappel. Suites extraites paires et impaires.

Si les suites extraites paires (ug,) et impaires (u2,+1) convergent vers la méme

limite ¢, alors la suite (u,,) converge vers £.

k (k)
k

Ainsi la suite (u,) des sommes partielles de la série de terme général (—1)

converge, ce qui par définition signifie que cette série converge.

In(k
Remarque. Pour déterminer la convergence de la série Z(—l)k /(4:)’ qui n’est pas de

signe constant, le premier (bon) réflexe est d’étudier la convergence absolue de cette série
(puisque la convergence absolue implique la convergence de la série). Essayons donc :

>

1 1
k n(k)‘ = n(k) >0 pour tout k> 3.

(a2

| =

Comme la série harmonique E f diverge, on en déduit par théoreme de comparaison que

In(k
la série Z(l)kn](f) ne converge pas absolument.

Voici donc un exemple (un de plus avec la série harmonique alternée) d’une série qui
converge mais ne converge pas absolument. Rappelons encore une fois que la convergence
absolue d’une série implique sa convergence, mais que la réciproque est fausse en général.
En voici donc un contre-exemple.

Déja vu ?
, . kln(k) . , , ;. N
La série Z(—l) 5 est dite alternée. Nous avons rencontré ce type de séries a de
n>1

nombreuses reprises cette année : série harmonique alternée dans le TD2, Concours
Blanc 2 (extrait d’EML 2016). Elles ont méme fait I'objet du Complément 1.
Autour des séries alternées. que je vous invite a relire.
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3. (a) Pourtoutn >1,v,=¢ =  —1, avec

(=)™ In(n) (—=1)"1n(n) ) ,
— 0 par croissances comparees.

n
On obtient en utilisant le développement limité de I’exponentielle en O :

o — 14 (D" In(m) +1((—1>”1n<n)>2+0<<<—1>"1n(n>>2> .

n 2 n
_ (=1)™In(n) n lln(n)2 ‘o <ln(n)2>
n 2 n? n? )

n 2 n? n2

(=1)"In(n) N 11n(n)? Y <ln(n)2> '

tn

La série an converge d’apres la question précédente. Montrons qu’il en est de
meéme pour Z tn
n>1
11n(n)? In(n)? 11n(n)? | 1ln(n)? 1
_ () +O<n<n> ) S 0

== e
T2 p2 n2 2 n? 2 n? n3/2

) par croissances
comparées ;

1
. 37 > 0 pour tout n > 1 ;

1
. Z —375 converge en tant que somme de Riemann d’exposant aw = 3/2 > 1.
n

Par théoreme de comparaison, on en déduit que Ztn converge. Comme enfin v, =
wy, + t, pour tout n > 1 et que les séries an et Ztn convergent, on peut donc

conclure que E v, converge également.

& Mise en garde.

Attention & ne pas appliquer directement un théoréme de comparaison a la série
E v, cOmme ceci :

(=1)"In(n)

° vnwi;

”ln
o la série E converge ;

et conclure que la série E vy, converge par critére de comparaison. C’est faux :

(=1)"In(n)

n

le critére de comparaison ne s’applique pas ici car n’est pas de signe

constant (et cela méme a partir d’un certain rang) !

Exercice 23.26 (%% % - Formule de1 Stirling (Extrait de EML 2012))
On note, pour tout entier n > 1, A, = —n"e™"y/n.
n!

1 1
On note, pour tout entier n > 2, a,, = —1 — (n — 2) In (1 — )
n

1. Montrer que la série E a, converge.

n>2

2. Montrer, pour tout entier n > 2, que a,, = In(A,) — In(A,_1).
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3. En déduire que la suite (Ay,)nen+ converge, et que sa limite ¢ est strictement positive.

1
4. Justifier que n! ~ Zn"e*”\/ﬁ.

1. On effectue un développement limité de a,, :
1 1 1 1 1 1 1
d-(n—Z)m(1-=)=-1—-(n-2)(-=-—— - — -
(n 2) n( n) (n 2) ( n 2n?  3n? +O(n3>)
1 ( 1 ! L + ! + ! + (1 ))
= — — -] - — — _— _— 0] _
2n  3n?2  2n  4n? n2

o (o)
= 0] _—
12n2 n?

1 1
Ainsi on a a, ~ o2 Comme la série Z 1972

de Riemann avec a = 2 > 1), E a, converge par théoréme de comparaison.

est & termes positifs et convergente (série

2. On a pour tout n > 2 :
A, n"e "y/n(n —1)!
In(A,) —In(4,_1) =1 =1
n(A,) —In(A,—1) n(An_1) n<n!(n_1)n_1e—n+1\/m>
n—1_,-1 n—1
=1In ne :—1—ln<(1—1> )—11n<1—1)
(n—1)n1,/1— n 2 n
:—1—(n—1+1>ln(1—1> =apy
2 n

3. Pour tout N > 2, on a :

3=

N N
Z ap, = Z (In(A4,) —In(A,—1)) = In(An) — In(A4;)
n=2 n=2

par télescopage. Comme la série Z ap converge, on en déduit que la suite (In(Ay))
n>2

converge également vers une limite ¢’ € R. Par composition avec I’exponentielle qui est une

fonction continue, on en déduit que la suite (Ay)nen+ converge vers £ = e’ >0.

4. Ainsi A,, ~ ¢, ce qui se réécrit :
1

_ 1., _
—'n”e "n~tl = zn”e "/n ~nl
n!

Remarque. C’est Abraham de Moivre (1667 -1754) qui a initialement démontré cette formule.
1
Le mathématicien écossais James Stirling (1692 - 1770) I’a précisé en montrant que £ = — (ce

V2r

qu’on peut retrouver a l'aide des intégrales de Wallis), ce qui donne donc :

n\"
n!  ~ — 2mn.
n—-+o0o ( e)

Cette formule est couramment appelée formule de Stirling. Elle ressurgit régulierement dans les
sujets de concours.
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Exercice 23.27 (k%% - QSP ESCP 2008) 1\ 20 o\
Déterminer la nature de la série de terme général u,, = <1 + ) — (1 + > .
n n

On cherche un équivalent de u,, a I'aide d’un développement limité. On a :

(2)" oo o)) -om (2 ()

1
On a v, ~ —— — 0, d’ou en faisant le DL de ’exponentielle :
n

(1 + ;)M = e*(1+ v, +o(vy)) = €2 (1 - % +o <:L> + o(vn)> .

De plus, on a en posant t,, = o(vy,) :
On obtient donc :

D’autre part :

2
On a w, ~ —— — 0, d’ot en procédant comme précédemment :
n

(1+T2L)n=€2(1+wn+o(wn)) = ¢? (1—2—1—0(;)).

1 2 1 2 1
un:ez(l——l—i——i—o()):e—i—o().
n n n n n

2 2
.. € € PRI s . oqs .
Ainsi on a u,, ~ —. Comme de plus E — est une série a termes positifs qui diverge (Riemann
n n

On obtient donc :

avec « = 1 < 1), on peut donc conclure que Z uy, diverge par théoreme de comparaison.
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Autre méthode. On pouvait aussi procéder comme suit pour obtenir 1’équivalent de wu,, :
2n
1+
Uy = (1_+2)7l (”)71__1 - (1_+2>7L<62nhm1+2)nhﬂ1+i)__1>'
n (1 + %) n

On a déja que (1 + %)n = e”ln(1+%), et nln(1 + %) ~ 2 — 2, de sorte que par continuité de

I’exponentielle :
2 n
lim (1 + > =¢2.
n
D’autre part :

1 2 1 1 1 2 2 1 1 1

Et donc, a ’aide de I’équivalent usuel e* — 1 z
T—r

€2nln(1+%)—n1n(1+%) 1~ 2n1n(1 4 l) _ nln(l + g) ~ .
n n n

On en déduit que :

Q)

Uy ~ —.

Exercice 23.28 (k%% - QSP HEC 2015)
Soit (un)neN une suite convergente a termes strictement positifs et de limite nulle. On pose pour tout

n
u
n € N, SnZZuk et v, = g’+1'
k=0 n

1. Etudier la nature de la série Z vy, en fonction de la nature de la série Z Uy,
k>0 k>0

Indication : dans le cas ot Z uy, diverge, on pourra commencer par étudier Z In(1+ vg).
k>0 k>0

1
2. Quel résultat obtient-on dans le cas ot u, = — ?
n

Exercice 23.29 (k%% - Oral ESCP 2019),

—1)k
Pour tout > 0, on pose : Vn € N*, S(z) = Z ( )k:
b T+

1. Montrer que les suites (S2,(x))n et (S2nt+1(x))n sont adjacentes. On note f(x) leur limite
commune.

2. (a) Soit a un réel strictement positif. Montrer que :
“ 1
V(m,.%b) S [CL, —|—c>o[27 Vn € N*’ ‘Sn(x) — Sn(;(}o)‘ < ’I‘ — .’IJ()‘ Z W
ki

(b) En déduire que la fonction f est continue sur R .

3. Trouver une relation entre f(z 4+ 1) et f(z). En déduire un équivalent de f(z) lorsque x tend
vers 0.

1 ta:—l

4. Mont Vx>0, :/
ontrer que x f(zx) e
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Exercice 23.30 (k%% - Oral ESCP 2022)
On consideére la suite (uy,), définie par son premier terme uy = 0 et par la relation de récurrence :

Vn € N, tpq1 = up + cos(uy).

1. (a) Montrer que, pour tout n de N, u,, appartient a l'intervalle [0, 7 /2].
(b) En déduire que la suite (uy,) est convergente et déterminer sa limite.

. T
2. Pour tout entier naturel n, on pose : v, = — — uy.
2

(a) Montrer que : v, — Upt1 ~ Vp.
+0o0o
(b) En déduire la nature de la série de terme général v,.
3. (a) Soit deux suites (ay) et (by) & termes strictement positifs telles que ay, o bp.
[e.e]

On suppose que la série de terme général a,, est convergente. Montrer que I'on a :

Yo S

k=n k=n
+oo
(b) En déduire un équivalent de Z V.

k=n
Intégrales
Exercice 23.31 (%)
Déterminer les limites suivantes :

n 1 n—1 kQ oy 1
nEIJIrlookZl k+n ; ngl}rloo’;) 8k3 + n3 ; nL+OO n? kl_Il n’ 4 k)

Commencons par un rappel.

Rappels. Sommes de Riemann.

On pensera & une somme de Riemann lorsqu’on cherche la limite d’une suite (u,) qui est
une somme finie de n termes et que le terme général de cette somme dépend également de
n. On procedera alors ainsi :
1
e commencer par mettre — en facteur, faire apparaitre le terme = k- dans I'expression et
n
k
identifier une fonction f continue sur [0, 1] satisfaisant u, = — Z f () (pour les
n n
sommes de Riemann a gauche) ou u, = Z f < > pour les sommes de Riemann

a droite).

o Par le théoreme des sommes de Riemann, on a lim wu, = / f(t)dt
n—+o00

On appliquer cette méthodes aux sommes considérées.
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e On a pour tout n >1:

" 1
kz::lkr+n

15
=-2_%
niointl

-2 ()

ou f:x€l0,1] est continue. Par le théoréme des sommes de Riemann (& droite)

on en déduit que :

n

. 1 L |
lim Z :/
n%Jrook:l 0

On a pour tout n > 1:

n

k2 -

n? (
D D

22
ou f:xzel0,1] —

Pl est continue. Par le théoréme des sommes de Riemann, on en
T
déduit que :
2 k2 11 2442 1 L' In(9) 1In(3)
li — = | = —dt=|—InB+1)| = =
nirfoog::l 83 +nd 24y 8341 {24 n(8¢" + )]0 24 12
n

e Posons u, =

ou f:x~ In(l+ x*) est une fonction continue sur [0,1]. Par le théoréme des sommes de
Riemann, la suite (v,,) converge vers l'intégrale

1:/01f(t)dt:/011n(1+t2)dt

Faisons alors une intégration par parties

+ | In(1 +#?) 1

N

2t

i Ly
1+ 2

licite. Et on a

Les fonctions t ~ In(1 +t2) et t — t sont de classe ¢, donc I'intégration par parties est

12 142 4 1—1
I=th(1+t))] -2 — —2/
[ n(l+ )} 0 1+t2 142
=1n(2) — 2 1—7dt
n(2) /D s

In(2) — 2 4 2 [arctan(t)];
Par continuité de la fonction exponentielle, la suite (u,) converge donc vers e

T
=In(2) -2+ —.
n(2) +2

s
In(2)—2+—
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Exercice 23.32 (%% - Intégrales de Wallis fg)xtrait Edhec 2013))

Pour tout entier naturel n, on pose : Up =

(sin(t))"dt.
0

™

1. Montrer que pour tout n € N, u,, = /2 (cost)"dt.
0

2. (a)
(b)
(c)
(a)
(b)

Calculer ug et uq.

Montrer que la suite (u,) est décroissante.

Etablir que ¥Yn € N, u,, > 0. En déduire que la suite (u,) est convergente.

Montrer, grace a une intégration par parties, que Vn € N, (n + 2)up12 = (n + 1)uy,.

(2n)!

En déduire que Vn € N, ugy, = ————— X

Montrer que : ¥n € N, (n 4+ Dupyiu, = il

7T
(27 xn)2 "~ 2

5

En déduire la valeur de ug,41.

Un+2

Calculer lim .

n—+00  Up

u
(b) En déduire, en utilisant les variations de (uy,), que lim —% =1
n—+00 Uy
(c) Montrer enfin que l'on a u, ~ ,/ 21
1. On effectue le changement de variable ¢t = g —u qui est affine donc licite. On a dt = —du

3.

(b)

(a)

7r
etuzi—tavecu:g—>010rsquet:0—>g,desorteque:

0 s
Up = —/ sin” (;T —u) du:/2 cos” (u) du.

z 0

2

2. (a) Onauoz/gdt:getulz/ﬁsin(t)dt: {—cos(t)} =1.
0 0

Soit n € N, on a :

U1 — Uy = /0 ? (sin™(¢) — sin™(¢)) dt = /0 ? sin™ (1) (sin(t) — 1) dt < 0

puisque pour tout ¢ € [0,%], 0 < sin(t) < 1, donc sin™(¢)(1 —sin(t)) < 0. La suite
(un)nen est donc décroissante.
Soit n € N. Comme pour tout ¢ € [0, %}, 0 <sint, on a 0 < sin"™t. Par positivité de

Iintégrale, on obtient u, > 0.

Soit n € N. Par l’absurde, supposons que u,, = 0. La fonction ¢ + sin"(t) étant
continue et positive sur [0, g], son intégrale est nulle si et seulement si cette fonction
est nulle sur [0, 5] (par théoréme de nullité de Pintégrale d'une fonction continue et
T

positive). Ce qui est absurde puisqu’elle vaut 1 en 7" Ainsi, on a u, # 0, et donc
uy, > 0 pour tout n € N.

La suite (un)nen est décroissante et minorée (par 0), elle converge par le théoréme de
la limite monotone.

Soit n € N. On effectue une intégration par parties.
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+ sin™*1(t) sin(t)
N\
— | (n+1)cos(t)sin"(t) i —cos(t)

Les fonctions ¢ — cost et ¢ — sin™*! ¢ étant de classe €' sur [0,%], on a :

Uppo = /2 sin(t) x sin"™1(t) dt
0

P /0 ? cos(t) (n + 1)(— cos(t) sin”(t)) dt

2

= [COS(t) sin ! (t)] .

— (n+1) /0 7 sin™(t) cos? (£) dt

™

— (n+1) /2 sin”(¢)(1 — sin?(¢)) dt
0
=(n+ Dup, — (n+ Dupia.
On en déduit que (n + 2)up4+2 = (n + 1)u, pour tout n € N.
(b) Montrons le par récurrence sur n € N.
Init. Pour n =0, on a ug = g et :

0!
(20 x 012

T 7
X — = —.
2 2
D’ou la propriété au rang n = 0.
Hér. Soit n € N. Supposons la propriété au rang n, et montrons la au rang n + 1. On

a:
3.(a) 2n+1
U(n+2) = U2n+2 = mu%
HR 2n+1  (2n)! ™

T ont2@xal)2 "2
_ (2n+2)2n+1) (2n)! ™
T (@2n+2?  (@ixa)2 2
B (2n +2)! 7r
T Rm )2 < a2 <2

(2n +2)!

T
T @ x ()2 "2

D’ou la propriété au rang n + 1.
On conclut par principe de récurrence.

(¢) Posons v, = (n + 1)up41uy, pour tout n € N. On a pour tout n € N :
Unt1 = (0 + 2)upi1Upto = (N4 Dupt1ty = vp.
. . . 7’ N 7T
Ainsi la suite (vy)nen est constante, égale a vy = upu = 3
(d) Pour tout n € N, on obtient :

1 (2" x n!)?

7['
220+ Dug,  (2n+ 1)1

3.(a)

(271 + 1)U2n+1u2n U2n+1 =

T =
2 U2n3£0
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4. (a) On a pour tout n € N :

Un+2 3&) n+1 1

Un n + 2 n—+oo

(b) Comme (u,) est décroissante, on a pour tout n € N :

Un+2 Un+1
Uns2 S Upp1 Sy = — < <L
Un >0 Up, Un,

. Un+2 L1 P . Un+1
Comme lim —2 = 1, on en déduit par le théoréme des gendarmes que lim nt
n—+00 Uy n—+00 Uy,

existe et vaut 1.

(c) Le résultat de la question 4.(b) se réécrit u,41 ~ u,. En utilisant 3.(c), cela donne :
T
5= (n + Dty 1y, ~ nul.

En prenant la racine carré (possible avec les équivalents), on en déduit que :
[m [

Exercice 23.33 (k%% - QSP HEC 2007) .
Donner un équivalent lorsque x — 400 de : | sin(t)| dt.
0

Exercice 23.34 (% %)
Déterminer la nature des intégrales suivantes :

+o00 +oo 1 1 e—at _ e—bt
1. / In(t)etdt ; 3. / ———dz ; 5. / —dt;
0 1 z+1In(x) 0 t
1
1 +oo 1 +oo a1
2. [ ——dt; 4. in(t)sin | — ) dt ; . .
/0 NG /0 Sln()s1n<t2> 6 /0 e“—ldu
1. La fonction fi : t — In(t)e™" est continue sur ]0, +oo[, donc I'intégrale est généralisée en 0
et en +o0.
En 0, on a:

. —t .
In(t)e o In(t) ;
o In(t) <0 pour tout ¢ €]0,1] ;

1
. / In(t) dt converge (intégrale de référence).
0

1
Par théoréme de comparaison, / f1(t) dt converge.
0

En 400, on a :

t

In(¢
o ?In(t)et = (n()) (t3e™) 0 par croissances comparées, de sorte que In(t)e™" =

t
1 .
o th N

1
o t—220p0urtoutt21;

%
t—+o00
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+oo (g
. / Pl converge en tant d’intégrale de Riemann d’exposant & =2 > 1 en +o00.
1

+oo
Par théoréme de comparaison, / In(t)e~*dt converge. On peut donc conclure que
1

+oo
/ f1(t) dt converge.
0

. La fonction fo : t — est continue sur ]0, 1], donc 'intégrale est généralisée en 0

1
1=Vt

et en 1.

Enl,ona:

1 I
(1—t)VEta1 11—t

1
S > 0 pour tout ¢t €]0,1] ;

Lode
. / 1 diverge en tant d’intégrale de Riemann en 1 d’exposant a =1 £ 1.
121 —

1
Par théoréeme de comparaison, 'intégrale / f2(t) dt diverge, et il en est donc de méme de
1/2

/ ") dt.
0

. La fonction f3: 2 — est continue sur [1, +o00[, donc l'intégrale est généralisée en

x + In(x)
400. On a :
1 1 1 1

. = - ~  — par croissances comparées ;
r+In(z) x14 20 soteo ’
xr

1
e —>0pourtoutz >1;
x

oo dr
. / — diverge comme intégrale de Riemann en 400 d’exposant o =1 % 1.
1 x

+oo
Par théoréme de comparaison, / f3(x) dz diverge.
1

. La fonction f4 : t + sin(t) sin(1/#?) est continue sur ]0, +o0|, donc I'intégrale est généralisée
en 0 et en +oo0.

En 0, on a:
o 0 < |sin(t)sin(1/t*)| <1;

1
. / 1dt converge.
0

1
Par théoréeme de comparaison, / fa(t) dt converge absolument, donc converge.
0

En 400, on a:

1
+ 0 [sint)sin(1/i3)] < [sin(1/2)] |~
o

+o0o (
. / o) converge en tant qu’intégrale de Riemann en +oo d’exposant 2 > 1.
1
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+oo
Par théoréme de comparaison, / fa(t) dt converge absolument, donc converge.
1

+o0o
On peut donc conclure que / fa(t) dt converge.
0

—at __ ,—bt
5. La fonction f5 : t — % est continue sur ]0, 1], donc l'intégrale est généralisée en
0. On a :
e — e = (1 + (—at) + o(t)) — (1 + (=bt) + o(t) = (b — a)t + o(t),
d’ou :
efat _ efbt
" =((b—-a)+o(l) = (b—a).

1
La fonction f5 est donc prolongeable par continuité en 0, et l'intégrale / f5(t)dt est
0

faussement impropre en 0, donc convergente.

a—1
6. La fonction fg:u— — 1 est continue sur |0, +o0[, donc l'intégrale est généralisée en 0
et —
et en +4o0.
En 0, on a:
—1 a—1
u® u
. = ua72 ;

et —1us0 wu
e u®~2 >0 pour tout u €]0,1] ;

L du . i e L
. 5, converge si et seulement si 2 —a < 1 < 1 < a en tant qu’intégrale de
0 U

Riemann.

1
Par théoréeme de comparaison, / fe(t) dt converge si et seulement si o > 1.
0

En +o00:
uafl uafl
_ =1 _—u __ o : 4 .
(] ~ — =1U e =0 D) par croissance comparees ;
et —1 ustoo e u

1
o —220p0urtoutu21;
U

T du
. / —; converge en tant qu’intégrale de Riemann d’exposant 2 > 1.
1 U

“+o0o
Par théoréme de comparaison, fe(t) dt converge.
1

+o00o
On peut donc conclure que / fe(t) dt converge si et seulement si o > 1.
0

Exercice 23.35 (%)

dt.

oo cos(t)
Soit 1 ite défini :Vn > 1, :/
oit (uy,) la suite définie par : Vn > 1, u, . Zan

oo dt

1. Montrer que (u,) est bien définie et que pour tout n > 1, |u,| < / PER
0 n

2. En déduire que (u,) converge, et déterminer sa limite.
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cos(t
1. Soit n > 1. La fonction f, : ¢t tQ—if) est continue sur [0, +oo[, donc l'intégrale est
n
généralisée en +o00.

En 400, 0n a:
1 1 '
. OS!fn(t)lﬁmﬁﬁpourtouttzo,
dt

+00
. / o) converge en tant qu’intégrale de Riemann en +o0o d’exposant 2 > 1.
1

+00
Par théoréme de comparaison, / fn(t)dt converge absolument, donc converge. Ainsi

uy, est bien définie pour tout n € N. De plus, par inégalité triangulaire et croissance de
I'intégrale, on a pour tout n > 1 :

+oo t +oo 1
unl < [ |5 )‘ ars [ .
0 t24+n 0 t24+n

2. Commencons par un rappel.
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Rappel. Fonction arctangente.

La fonction arctangente est définie comme étant la bijection réciproque de la fonction
tangente restreinte a lintervalle |—%, Z[. Elle réalise donc une bijection de R dans

]—g, 5 [, elle est impaire, de classe €, et satisfait en particulier :

1
Vz €R, arctan’(z) = ——,
x arctan’ () 22
. T . T s
xgrfw arctan(x) = 5 xll}r_noo arctan(x) = —5 arctan(1l) = 1

En voici le graphe (obtenu a partir de celui de tangente par symétrie par rapport a la
premiére bissectrice du plan) :

(o7
Y 6tan

’ (garctan

Son principal intérét pour nous réside dans I’obtention de primitives :

dt
/ = arctan(t) + c.

t2+1
dt 1 t
/m = aarctan (a) +ec. (a>0)
Soit A >0, 0n a:
t\14 1

—— arctan

/()Aﬂindt:{\/lﬁarctan<\/ﬁ>0:\/ﬁ (\1/45)14:)002\7;5.

On obtient donc avec la question précédente que pour tout n > 1 :

fun] < 5=
U .
"= 2y/n
7
Comme lim ——= = 0, on obtient par le théoreme des gendarmes que lim u,, existe et
n—-+oo 2\/ﬁ
vaut 0

Exercice 23.36 (% %)

L 1 koodt
1. (a) Montrer que pour tout k > 2, on a : / - <5 < / -
k t k k—1 t
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b) En dédui tout n >1:
(b) En déduire que pour tout n > TS
k=n+1
R | 1
(¢) En déduire que : Z ol
k=n+1

n
2. En procédant de méme, déterminer un équivalent simple quand n croit vers l'infini de Z VE.
k=1

1. (a) Soit k > 2. La fonction t — % étant décroissante sur [k, k + 1], on a :

vte b k+1], 5 <5
Par croissance de l'intégrale, on obtient :
k+1 q¢ k+1 q¢ 1
< =
/k 2 = /k k2 k2

D’ou la premiére inégalité. On procede de méme pour 'autre inégalité.

(b) Soient 1 <n < N. Sommons les inégalités précédentes pour k =n+1,...,N :
Noopkrtge o N Nooorkoat
S s Y e [
k=n+1"F k=n+1 k=n+17k—1
Ce qui donne par relation de Chasles sur les intégrales :
N+rge o N N gt
/ 7S 2 Es / ol
n+1 L k=n+1 k n 1
N+L qt INRAE 1 1 Nda 1 1
Or,/ —[ = —7,etdeméme/ — =———. Dou
nt1  t2 tlpyr m+1 N+1 n 2 n N
N
1 1 1 1 1
- < <t
- Z k2~ n N

n+1 N+1 e

Passons & la limite lorsque N — +oo dans ces inégalités (tous les termes convergent,
notamment celui du milieu qui est le reste d’une série de Riemann d’exposant 2 et

donc convergente) :
400 1

1
SDIETE

n+17 k=n+1

S

(c) Ce dernier encadrement va nous permettre d’obtenir 1’équivalent voulu. Pour cela,

multiplions par n > 0 :

+o0o
n 1
<n Z — < 1.
i 2 i
n+1 k:nHk

existe et

+oo
1
Pui li =1 théoreme d d li -
uisque n—1>r-iI-1<>o nt1 , par eoreme des gendarmes, n_l}r_ir_loonkz—i_l 12
=n

vaut 1. Autrement dit :
RIS | 1
- o =
E 5 )
[t k n—+oo n
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2. On va procéder de méme, en utilisant cette fois la croissance de la fonction ¢ +— v/t sur R, .
Soit k > 1. Par croissance de t — /t sur [k, k + 1], on a I'inégalité :

Vte [k k+1], Vk<wt

D’ou, par croissance de l'intégrale :

k+1 k+1
Vi = / Vidt < / Vit dt.
k k

k
On montre de méme que Vidt < Vk. Dot 'encadrement :
k—1

k k+1
\/idtS\/ES/ Vitdt.
k

k—1

Soit n > 1. Sommons ces inégalités pour k=1,...,n :
noook n N k4l
Z/ \/z?dtgz\/égz:/ Vidt.
k=1"k=1 k=1 k=1"F
D’ou par relation de Chasles :

n n n+1
| viar< Vi< [ viae
0 = 1

n 2 n 9 n+1 2 2
Or, / Vidt = {3753} = gn%, et de méme Vitdt = g(n+ 1)% ~3 On obtient donc
0 0 1
I’encadrement suivant :
2§<zn:\/E<2( TS
-n —(n - —.
3 T g -3 3
Divisons tout par %n% >0:
n
S Vk
2 3 2 3
_ sn+1)2 —% 1 1
Y= U] 3=<1+>2—3-
%n5 %nE n nz2
N2 1 kz_:l vk
Puisque lim <1 + > —— = 1, on obtient par théoreme des gendarmes que lim -——
n——+o00 n n2 n—+00 %ni

existe et vaut 1. En d’autres termes :

S VR~ nd

—+o00
k=1
Remarque. Nous avons fait ici ce qu’on appelle couramment une comparaison série/intégrale.

Cela permet de déterminer la nature d’une série et d’obtenir un équivalent de sa somme partielle
(quand la série diverge) ou de son reste partiel (lorsqu’elle converge), en se ramenant & une
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intégrale pour laquelle on a bien plus d’outils (IPP, changements de variables, calcul de primitive).
Cette démarche est courante dans les sujets de concours. Nous 'avons déja rencontré a plusieurs
reprises durant ’année, par exemple dans I’exercice 2.14 ol nous avions montré que :

"1
2:: ﬁ nﬁJroo )

Exercice 23.37 (%% - Extrait de EML 2004)
X1 . ) "y . i L, +oo gint +% cost
1. A Taide d’une intégration par parties, montrer que les intégrales / 4 dt e / 4 dt
1 1

convergent.
L +00 sint
2. Montrer que pour tout z € |0, +oo[, I'intégrale / e dt converge, et que :
0 x
T gint T sinu +° cosu
/ dt:cosx/ du—sinx/ du.
0 t+x 2 U 2 U

sint

+oo
3. En déduire que la fonction f : z € |0, +oo[ — / o dt est dérivable et calculer sa dérivée.
0 x

1. Fixons A > 0. On effectue une intégration par parties sur le segment [1, A] :

_|_

=

sin(t)

1
Les fonctions ¢ +— n et t — — cos(t) sont de classe € sur [1, A]. On obtient par intégration

par parties :

/IA sir;(t) Qi — [_ Coi(t)]:l B /1A co:z(t) dt = cos(1) — cosf(lA) B /1A cots2(t) ”

Etudions la convergence de [, COS( ) dt. On a :

e 0<

cos(t) 1
t2 27

oo dt
. / el converge en tant qu’intégrale de Riemann d’exposant 2 > 1.
1

+oo COS( )

Par théoreme de comparaison, 'intégrale dt converge absolument, donc con-

verge.

D’autre part, on a :

0 < cos(A)‘ < 1
- A | T A
1 A
Comme lim — =0, on obtient par théoréeme des gendarmes que lim cos(4) =0.
A—+too A A—too A
A A cos(t Asin(t
Ainsi, la limite lim cos(l)—cos( )_ / cos(?) dt existe et est finie. Donc  lim sin(t)
A—+o0 A 1 t2 A—+oco J1 t

L . s 0 sin(t)
existe également est est finie, de sorte que I'intégrale —= dt converge.
1
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cos(t)

A
On montre de méme que / dt converge.

1
. On se ramene a l'intégrale précédente par changement de variables u = ¢ + x qui est affine
donc licite. Notons qu’alors t = u — z, dt = du et que v : x — +o00 lorsque ¢t : 0 — +o0.

+o0 gint +oo sin(u — x
Par théoreme de changement de variables, les intégrales / o dt et / 7( )du
0 T x u

sont de méme nature. En utilisant les formules de trigonométries, on a :

sin(u — x) sin(u)

" = cos(x) " —sin(m)coz(u).

+00 sint +00 cost
dt convergent
X

Or d’apres la question précédente, les intégrales / — dt et

xX
(elles convergent clairement sur le segment [1,x] (ou [z, 1] puisque les fonctions intégrées
o0 sin(u — x)

sont continues). Par linéarité de l'intégrale, on en déduit que / du converge

= U
et vaut : N ( ) n n
® gsin(u — x > gsinu . > cosu
/ —du = cosx/ du — sma:/ du.
T u T u T u
. [T sint
Ainsi dt converge et vaut :
0 t+x
+o0 gint +00 sin u +%0 cosu
dt = cosx du —sinzx d
0 t+x T T u

. Commencons par quelques rappels et exemples.

Rappel. Théoréme fondamental de ’analyse (Chapitre 8 - Théoréme 2).

Soit f une fonction continue sur un intervalle I, et soit a € I. Alors 'application

F::z:'—>/xf(t)dt

est de classe €' sur I, et c’est 'unique primitive de f sur I s’annulant en a.

Exemples.

x
o La fonction f : ¢ — cos(t) est continue sur R. Donc la fonction F': z / cos(t) dt
0

est de classe €' sur R et on a :

Vz eR, F'(x)=cos(z).

1
o La fonction f : ¢+ sin(t) est continue sur R. Donc la fonction F': z — / sin(t) dt =
T

€T
—/ sin(t) dt est de classe ¢! sur R et on a :
1
Vz € R, F'(z)= —sin(z).

X
e La fonction f : t — €' est continue sur R. Donc la fonction F : z / f(t)dt =
—00

0 T
/ f(t)dt + / f(t)dt est de classe € sur R et on a :
—00 0

Vz eR, F'(z)=f(z)=c¢"
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+oo
o La fonction f :t+ e~! est continue sur R. Donc la fonction F : x / f(t)dt =

x

400 T
/ f(t)dt — / f(t)dt est de classe € sur R et on a :
0 0

Ve eR, Fl(x)=—f(x)=—e".

e Considérons une fonction f continue sur I et u et v des fonctions € sur J & valeurs

dans I. Alors la fonction G : x € J — / t) dt est de classe €' etona:

G'(x) =v'(2) f(v(z)) — v/ (2) f (u()).

En effet, si F' est une primitive de f sur I, qui existe bien et est €' sur I car f est
continue, alors on a :

G(z) = F(v(x)) = F(u(x)).

G est donc bien €' comme composée de fonctions €, et on a bien pour tout = € J :
G'(z) = (@) F'(v(2)) — u'(2) F'(u(z)) = v'(2) f (v(z)) — ' (2) f (u(2)).
1
Ainsi pour f :t €]0, +o00[— n qui est continue, notons F' une primitive de f, de classe

%' donc. La fonction G : x €]0, +-o0[ f( ydt = F(2z) — F(x) est de classe ¢

x
sur R% , et on a :

Ve >0, G)=2F(25) - F() = 5~ = =0

G est donc constante, ce qu’on aurait pu constater par un calcul direct (G(x) = In(2)
pour tout x > 0).

On peut réécrire la formule précédente sous la forme (a I'aide de la relation de Chasles) :

+° sint 1% sinu T sinw 1 cosu T cosu
/ dtzcosaz(/ du—/ du)—sinx(/ du—/ du).
0 t+x 1 U 1 U 1 U 1 U

sinu

cos u
Les fonctions x +— [} du et z — [ ——du sont de classe ¢ par le théoréme fonda-
u

mental de l'intégration (les fonctions intégrées étant continues). Par produit de fonctions
€*, f est de classe € sur ]0, +oof et on a :

£ = (sin) [ du+costa ( Sml’)

10 cos u _cosz
— cos(x) du — sin(x
X

u

)
. +oo sinu +oo cosu
= —sin(x) / du — cos(z /
X

U

Exercice 23.38 (%)

lee 2 - oo In(t)
1. Etudier la nature de l'intégrale I = / dt.
o t2+1

1
2. En utilisant le changement de variable u = 7 montrer que I = 0.
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3. Soit a > 0. Montrer que :

/+°° In(t) m1n(a)
——=dt = .
o t24a? 2a

In(t
1. La fonction t — f(t) = n(t)

211 est continue sur |0, +oo[, donc l'intégrale est généralisée en

0 et en +o00.
EnO:
o £(t) o In()

—0

o In(¢) <0 sur0,1] ;

1
. / In(t) dt converge (intégrale de référence).
0

1
Par théoréme de comparaison, / f(t) dt converge.
0

En +oo:
)~ PO ()

t—C‘,J-oo 12
1 S )
s 0 sur [1,4+o0] ;

+oo 1
. / o) dt converge (intégrale de Riemann d’exposant 2>1).
1
+oo
Par théoréme de comparaison / f(t)dt converge.
1

+o0
Par conséquent, / f(t) dt converge.
0

1 1
2. Lorsque t : 0 — +o00, u : +00 — 0. De plus du = t—th, soit d¢ = —du. On obtient par
U

théoréme de changement de variable (licite car ¢ — o) est strictement monotone et ¢1) :

I:/O In(1/u) du

400 (1/'“2)"‘1? a
D’ou 21 = 0, et donc I = 0.

3. Pour tout a > 0, notons J(a) l'intégrale a considérer. Par changement de variable u = t/a
(affine donc licite), J(a) est de méme nature que :

In(au) 1 /+°° In(a) + In(u) du
0

+o0
_ % e = =~
/0 (au)2+a2au a u? +1
Pour tout A > 0 :

A 1 s
/ ——du = arctan(4) — —.
o 14 u? A—+oo 2

Puisque l'intégrale I converge également, on obtient par linéarité la convergence de J(a),
qui vaut :

In(a) [+t du 1 mln(a)
J(a) = —I= .
(a) a /0 u?+1 + a 2a
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Exercice 23.39 (%% - Extrait de EMI, ,2006) ,
1. Montrer que pour tout n € N, [, = t"e~ " dt converge.

—0o0

NETI < . . n+1
2. Montrer, a l'aide d’une intégration par parties, que Vn € N, 1,10 = 5 I,.

3. Montrer que :
0 si n est impair

I, =4 (2p)!

22rp!

/7 si n = 2p est pair

4. En utilisant le changement de variables x = v/¢, déterminer la valeur de T (p + %) pour p € N.

1. Soit n € N. La fonction f, : t — tne~t" est continue sur R et de la parité de n (paire si

o0
n pair et impaire si n impaire). Donc I, est de méme nature que / tnet* dt. Cette
0

intégrale est généralisée en +o0o0. On a :

42 no_ . , —2
o 2 xtre ™ = wultie™* — 0 par croissances comparées, de sorte que t"e ! =

—2 Uu——+00
(#),
1
e — > 0 pour tout ¢t > 0 ;

$+2
oo dt
. / —- converge en tant qu’intégrale de Riemann d’exposant 2 > 1.
1

~+

t2
o0 2
Par théoreme de comparaison, I'intégrale t"e~ " dt converge, et il en est donc de méme
de I,,. Notons de plus que quand n est impair, on a I,, = 0.

2. Soient A < B. On effectue une intégration par parties sur le segment [A, B] :

+ et n
N
—2te*t2 i e
n+1
tn+1

Les fonctions t ~— e~ et t 1 sont de classe €!. Par intégration par parties, on
n

obtient donc :

1 B
/ 7 e~ At = il e / 7 2t g
A n+1 FERL +1J/a

1 1
= BT e B _ AT e A 4 2 /B 2t ¢
n—+1 n—+1 n+1Ja

B?’L+1 32

par

“+o00
Or l'intégrale / 2=t 4y converge (question précédente) et lim
A B—+ocon + 1

croissances comparées. D’ot lorsque B — +o0 (tout converge) :
n+1

/+oo tne_tg df— A e_A2 . 2 /+00 t"+26_t2 a
A n+1 n+1J/a
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De méme lorsque A — —oo (en vérifiant que tout converge aussi) :

+oo 2 2 +oo 2 2
I, = t"e " dt = / AT | A ——
" /—oo ‘ n+1.J_« ¢ n+1 w2

D’ou I’égalité voulue.

3. On a déja montré le cas n impair. Montrons le cas ol n est pair par récurrence. Plus

(2p)! /.

22pp!

précisément, montrons que pour tout p € N, Iy, =

Init. Pour p =0, on a (en reconnaissant une intégrale de Gauss) :

“+o00 5 0!
10:/ e dt = /7 N

. — 200!

Hér. Soit p € N. Supposons la propriété vraie au rang p, c’est-a-dire que :

(2p)! /A

On a alors :
2p+1 2p+1 (2p)!
Loy = Ipr2 = =5 —lop = = 22pp!ﬁ

:(2p+2)(2p+1) (2p)!\/7?_ (2p +2)! =

22p+2)  22plY T 22+ (p 4 1)!
D’ou la propriété au rang p + 1.
On conclut par principe de récurrence.

4. Commencons par des rappels sur la fonction T'.

Rappel. La fonction Gamma.

La fonction I' d’Euler est définie pour tout v > 0 par :

400
/ et dt.
0

o Vv €]0, oo, T(v +1) = vI'(v) ;
e YneN, T'(n+1)=n!l;
. T(1/2) = /7.

Elle satisfait :

Et sur le théoréme de changement de variables.
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Rappel. Changement de variables dans une intégrale généralisée.

Soit f une fonction continue sur |, 8], —o0 < a < f < +o0. On considére une
fonction ¢ :Ja, b|— R.

e ¢ est de classe ¢! sur |a, b,
Hypothéses : | o ¢ est strictement monotone sur ]a, b,

* o(Ja, b)) =la, B[.

lim ¢(t) b
Alors les intégrales généralisées / f.—)bf 0 f(z)dz et / flp(t)$'(t) dt sont de méme
im ¢ a
t—at

nature, et en cas de convergence sont égales.

Soit p € N. On a donc :

1 +o0 1

L(p+2) :/ tP=2e " dt.
2 0

Effectuons le changement de variables x = V/t. La fonction t — +/t est de classe €' sur

10, +00 et strictement monotone sur cet intervalle. Donc le changement de variables

est licite. De plus on a t = 22, dt = 2zdx et  : 0 — +oo lorsque t : 0 — +oo0.

Comme I'(p + %) converge, le théoréme de changement de variables permet d’affirmer que

T -1 —a? )
2?P~2)e™ %" 2 dx converge et qu’on a :
0

1 +oo 2 (2p)!
L(p+=)=2 e = ILy=-1\/m.
(p + 2) /0 re . fn impaire 4 22pp[ \/E

Exercice 23.40 (k%% - Oral ESCP 2013) Yoo
1. Montrer que pour tout > 0, 'intégrale /
0

5 ~dt converge.
xe

On note f I'application définie sur R* par : pour tout x > 0,

400 t 4

2. Montrer que f est strictement décroissante sur R .

3. (a) Déterminer lirf f(x), puis un équivalent de f(z) pour x au voisinage de +oo.
T—r+00

(b) Déterminer lim f(z).
x—0
4. (a) En effectuant le changement de variables u = we! que 1'on justifiera, montrer que :

f(z) = In(a) (n(e) ~ In(1 + 2)) + [ ) g,

(14+u)

(b) En déduire que f est dérivable sur RY et calculer f'(z). Retrouver ainsi le sens de variation
de f.

Exercice 23.41 (%% % - Calcul de l’intégrale de Gauss)

“+oo
1. Montrer que / e dt est convergente. On note A sa valeur.
0
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1 o=z (1+t?)
2. Soit f la fonction définie sur R par f(z) = / ———dt.
o 1+t
(a) En utilisant 'inégalité de Taylor-Lagrange, montrer qu’il existe une constante M > 0 telle

que :
Vhe[=1,1], vt € [0,1], |e PO+ — 1 4 h(1 +42)| < MR2.

(b) En déduire que pour tout x € R et pour tout h € [—1,1] non nul, on a :

’f“h +/ 1+t)dt‘<M|h|f()

(c) Montrer alors que f est dérivable sur R et déterminer f’(z) pour tout x € R.
z 5 2
3. On pose g(x) = f(x?) + </ et dt) . Montrer que g est constante sur R.
0

4. Montrer que pour tout z > 0, on a 0 < f(z) < —e %, et en déduire EIJP f(x).
X oo

<7,
4
5. En déduire la valeur de A.

1. La fonction ¢ — e~** est continue sur [0, +00], donc l'intégrale est généralisée en +o00. En
+o00, on a :

2 42 vy . . d —¢2 1 .
o t%e = ue — 0 par croissance comparées, de sorte que e =o0(3];
u=t2 u——+00 t

1
e 5 =0 pourtoutt>0;

t
Foo dt
. / o) converge en tant qu’intégrale de Riemann en +o0o d’exposant 2 > 1.
1

+oo
Par théoréme de comparaison, / e dt converge.
0
2. (a) Commencons par un rappel.

Rappel. Inégalité de Taylor-Lagrange.

Soit f une fonction de classe ™! sur un intervalle . On suppose que | fnt1) ]
est majorée par un réel M sur I.
Alors pour tout (a,z) € I?, ona:

|n+1.

7‘1’—@
k=0 (n+1)!

Essayons de voir comment 'appliquer ici. Visiblement, la fonction en jeu est (h,t) —
e—h(1+2%) 11 y a deux variables h et ¢, mais dans le résultat proposé, c’est sur la variable
h qu’on applique l'inégalité de Taylor-Lagrange, puisque le polynéme de Taylor fait
apparaitre les puissances successives de h = (h — 0), et il apparait aussi que a = 0.
Notons de plus que la formule de Taylor-Lagrange semble étre appliquée a 'ordre
n=1.

On fixe t € [0,1]. Considérons donc la fonction g : h € [—1,1] = e "H#) qui est de
classe € comme composée de fonctions qui le sont. On a pour tout h € [—1,1] :

g(h) = —(1+2)e ™M) ot g"(h) = (1+12)2e MO+
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de sorte que :
g0) =1, g(0)=—(1+8) etVhe[-1,1] [¢"(h)] < (1+ )2 < 4e2.

En appliquant l'inégalité de Taylor-Lagrange a g a 'ordre n = 2 entre 0 et h, on
obtient donc : )
9'(0)

=0t <

4e?
9(0) ~ 9(0) - s

soit encore : ,
‘e_h(H't ) 14+ (1+ t2)h’ < 26212,
D’otu le résultat voulu avec M = 2¢2.

(b) Fixons a présent x € R et h € [—1,1] avec h # 0. Pour t € [0,1], on multiplie
6—m(1+t2)
I’expression précédente par —————, on obtient :

2] (1+12)
1 [e—(@th)(+8%)  —z(1+t%)
h 1+62 142

—r 2
4 e—z(1+t2) < Mh2€ (1+t )
Al +)

h
On obtient par croissance de 'intégrale (tout converge, puisqu’on a ici des intégrales

de fonctions continues sur des segments) :
1 (= 2 = 2 1 x 2 . 2
/ l e ( +h>(12+t ) € <1+; ) +671(1+t2)dt < / l € (@+h)(1+t%) € (a+t5 +€7z(1+t2) dt
0 h 1 + t 1 + t inég. triang.

h 1+ ¢t2 142
1 e—( (1+¢2 )
< alnl [ S at = M)
D’ou par linéarité de 'intégrale :
h)
’f“ +/ 2(1+%) dt‘<M\h\f( )

fl@+h) - f(x)
h

1
existe et vaut — / e~ (%) Ainsi f est dérivable en tout point z de R, donc sur R,
0

(c) Comme }lliH(l) M]|h|f(x) = 0, on obtient par théoréme des gendarmes que }1Lirr(1)
— —

et on a :

1
Ve eR, fl(x)= —/ e e (1H+?),
0

X
3. La fonction z € R / e ¥ dt est de classe €' en tant que primitive de la fonction
0
s et qui est continue sur R (par le théoréme fondamental de 1’analyse). ¢ est donc
dérivable sur R comme somme et produit de fonctions dérivables sur R, et on a pour tout

reR:
J'(z) = 2zf' (%) + 27 ( /0 et dt> .

Pour z = 0, on a ¢’'(0) = 0. Pour z # 0, on procéde au changement de variables t = zu
dans la deuxiéme intégrale. Ce changement est affine donc licite (I'intégrale étant sur un
segment, il est de toute fagon licite), et on a dt = xdu et w : 0 — 1 lorsque ¢ : 0 — x. On

obtient donc :
T 1 2,2
/ e v dt :/ e Y zdu,
0 0
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et donc : . .
g (x) = —2ac/ e~ 1) qt 4 26~ / e """ du = 0.
0 0

Donc g est bien constante sur R.
4. Pour tout x > 0et t €[0,1], on a :

efz(1+t2) e T
0< < .
o142 T 142

Par croissance de l'intégrale, on obtient :

e*l‘

1+t

dt =e"" [arctan(t)](l) = %e_‘r.

ogﬂx)gfol

T
Puisque lim —e™® = 0, la limite lim f(z) existe et vaut 0 par le théoréme des gen-
x—+oo 4 T—+00

darmes.

5. g étant constante, on a pour tout z € R :

o) =90 = f0) = [ 5=

De plus, on obtient en passant a la limite quand x — 400 dans ’expression définissant ¢
(tout converge d’apres les questions 1. et 4.) :

0+A2:% = A= YT

Exercice 23.42 (k% %% - Oral HEC 2018)
1. (a) Question de cours : égalité et inégalité des accroissements finis.

(b) Justifier, pour tout x < 0, 'inégalité : |e* — 1| < |z|.

2. Justifer la convergence absolue de I'intégrale / ? In(sin(t)) dt.
0

™

3. On note f la fonction définie par :  f(x) = /5 sin”(t) dt.
0

(a) Déterminer le domaine de définition & de f et justifier que f est monotone.
(b) Justifier, pour tout x € %y, I'égalité :
T+2

fa) = T2 g+ 2)

(¢c) i. Etablir, pour tout (x,y) € (R%)?, 'inégalité :

f(@) = f®)| < |z —y] /05 | In(sin(t))] dt.

ii. Démontrer que f est continue.
iii. Trouver la limite et un équivalent simple de f(z) quand z — —17%.
(d) 1. Justifier, pour tout n € N*, I'inégalité :
1 T 1
n)<—+—cos" | —= ).
1) = 5+ 50 ()

ii. En déduire la limite de f(z) quand x tend vers +oo.
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Fonctions de plusieurs variables

Exercice 23.43 (% %)
Soit U I'ouvert de R? défini par U = {(x,y) € R? : > y}, et soit f la fonction définie sur U par :

flz,y) = (@ +1)* + (y = 1)* = 2In(z — y).
1. Montrer que f est de classe €2 sur U.

2. Calculer les dérivées partielles de f, et en déduire que f admet un unique point critique a que
I’'on déterminera.

3. Déterminer la matrice hessienne de f en tout point (z,y) € U.
Montrer que 2 est valeur propre, et déterminer son autre valeur propre.

En déduire la nature local de a.

4. f admet-elle un minimum global en a ?

1. Notons que U = {(z,y) € R? : x —y > 0} est bien un ouvert car défini par une fonction
continue ¢ : (x,y) € R? = x — y (car polynomiale) et une inégalité stricte.

¢ est polynomiale, donc de classe €2, a valeurs dans R* sur U. Par composition par la
fonction In de classe €2 sur R*, (z,y) — In(z — y) est de classe €2 sur U. Par somme
enfin avec une fonction polynomiale donc €2, f est bien €2 sur U.

2. Pour tout (z,y) € U,on a:

1 -1
0 =2 1) —2——— t O =2(y—1)—2 .
o) =2+ 1) -2 et Bof(ry) =20y~ 1) -2
Pour obtenir les points critiques sur U, on résout :
z+1= L 1 1
T -y r+1= r+1=— 202 +2r —1=10
1 2N x—y EN 2x PEN
y—1= y—1=-2-1 y=-—x y=-—x
Ty
-1++3 -1-3
T T
=
1+v3 " —1-3

Une seule de ces solutions appartient a U. On en déduit donc que f admet un unique point
-14+v3 1-V3
2 72 ’

critique sur U qui est a = <

3. On calcule les dérivées partielles secondes pour tout (z,y) € U :

2 2
o f(z,y) =2+W, D2f(z,y) :2+W,
2
O12f(w,y) = 021 f(w,y) = w2
La hessienne de f en (z,y) € U est donc :
2 2
2+ -
iy = | Ey¥ @t o

SR B R

(z —y)? (z —y)?
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2 est effectivement valeur propre de cette matrice car :

2 2

A—2I = (z _29)2 (z 2_ y)?

(z-y)? (v-y)?

est de rang 1. Comme A est symétrique réelle, elle est diagonalisable et on a (en notant A
son autre valeur propre) :

w—y? A:2+(ﬂc—y)2'

Ainsi, Sp(A) C R7%. Ceci étant en particulier vrai lorsque (z,y) = a, on en déduit que f
admet un minimum local en a.

4. (a) Ona g.(0) = f(a) et g2(1) = fla+h) = fla+ (z —a)) = f(2).
(b) Comme f est de classe €2, on sait par le cours que g, est aussi de classe €2 sur [0, 1],
et on a pour tout ¢ € [0,1] :

9x(t) = (Vf(a+th),h),  gi(t) = qasen(h),

24\ =Tr(A) =4+

OU Gqy¢h st la forme quadratique associée & la matrice V2 f(a+th). Or, on I'a vu a la
question précédentes, les valeurs propres de cette matrice sont positives. On obtient
donc que pour tout t € [0,1] :

9 (t) = daten(h) = 0.

Donc g, est bien une fonction convexe.
(c) On a g,(0) =0 et ¢.(0) = (Vf(a),h) =0 car a est un point critique de f. Ainsi la
0
tangente de g, en t = 0 a pour équation :

y = g,(0)(t = 0) + g:(0) = f(a).

Comme de plus g, est convexe, sa courbe représentative est en dessous de toutes ses
tangentes, on obtient donc que pour tout ¢ € [0, 1] :

(1) < fla) = f@) < f(a).
t=1

Ceci étant vrai pour tout « € U, g, admet bien un minimum global en a sur U.

Exercice 23.44 (k%% - Oral ESCP 2013)
Soit f la fonction définie sur R™ par :

n n
flx1,...,xp) = exp <n+1—2xi> +Ze‘”.
i=1 i=1

1. Montrer que f est de classe €2 sur R".

2. Déterminer le gradient de f, et en déduire que f posséde un unique point critique Z.
3. Calculer la hessienne V2f(£) de f en ce point critique.

4. En déduire que f admet un minimum local en Z.

5. Ce minimum local est-il un minimum global ?
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Exercice 23.45 (%)
Soit 2 = {(z,y) € R?, 22432 < 4} et soit f la fonction définie sur 2 par f(z,y) = (222 +3y2)e = ¥’

1. Montrer que f possede sur Z un minimum m et un maximum M.

2. Soit Q l'ouvert de R? défini par Q = {(z,y) € R?, 22 + y? < 4}. Déterminer les points critiques
de f et déterminer les valeurs de f en ces points critiques.

3. En déduire les valeurs de m et M.

1. 2 = %(0,2) est un fermé borné.

(x,9) — 222 + 332 et (z,y) — —x> — y? sont continues sur R? car polynomiales. Comme
u — e" est également continue, f est continue sur R? par produit et composition de
fonctions continues.

En particulier f est continue sur Z qui est fermée bornée. Par le cours, on sait que f admet
sur Z un minimum global m et un maximum global M.

2. Q= %5(0,2) est bien un ouvert de R%2. On montre que f est de classe ¢! de méme qu’a
la question précédente. Pour tout (x,y) € 2, on a :

Onf(wy) = <4$ N 295(25”2 + 3y2)> e = (45” — 4a® — 6:Cy2)) et —y?

et

2 2

f(x,y) = (Gy —2y(22% + 3y2)) e~y = (Gy — 4oy — 6y3)) e Y
Cherchons les points critiques de f sur 2 :
O1f(z,y) =0 - 2x — 223 — 3zy?> =0 - r=0 o 2222 -3y°=0
D f(x,y) =0 3y — 222y —3y> =0 3y — 222y —3y> =0

Le premier systeme équivaut a :

{;:(IE ¥?) =0 < (z,y) = (0,0) ou (0,1) ou (0,—1).

Le deuxiéme systéme équivaut a :

{1—:52:0 {2—2$2—3y2:0 @{yc::tl {2—2x2—3y2:0
ou ou

y=20 3—2x2—3y2:0 y=20 1=0 (2)—(1)

Ce dernier systeme ne possédant pas de solution, on a donc cing points critiques, tous dans

Q, qui sont :
(0,0), (1,0), (-1,0), (0,1), (0,—1).

Enfin, on a :

£(0,0) =0, £(1,0)=2e"' = f(=1,0), f(0,1)=3e" = f(0,-1).

3. A finir.

Exercice 23.46 (% %)
Soit 2 = {(x,y) € R?, 22 -1 <y <1— 22}, et soit Dy = {(x,y) €R?, 22 —1 <y <1— 22}
Soit f la fonction définie sur 2 par f(z,y) = y*> — 2%y + 2%
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1. Montrer que Z est fermé, que 2 est ouvert, et que tous les deux sont bornés.
2. Justifier que f possede un maximum M et un minimum m.
3. Déterminer les points critiques de f sur %.

4. Etudier les fonctions z — f(z,22 — 1) et z — f(x,1 — z?), et en déduire les valeurs de m et M.

Exercice 23.47 (% %)
Soit f: R3 — R définie par f(z,y,z) = 322 — 2y% — 22
Déterminer les éventuels extremums locaux de f sous les contraintes suivantes :

l.z—y+2="7; 5 rT—y+z2=3
ety +3z=-1
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