ECG2 - Maths approfondies Lycée Louis Pergaud

—— TD24

Révisions d’algebre

Polynoémes

Exercice 24.1 (%% - Division euclidienne)
Dans les cas suivants, déterminer le reste de la division euclidienne de A par B.

2. A=2"—4dx+1, B= (x — 1)

1. A=3x° +422+1, B=2>+22 + 3.

Rappelons pour commencer le théoreme de division euclidienne :

Rappel. Théoréme de division euclidienne pour les polynémes.

Soient A, B deux polynoémes, avec B # 0. Il existe un unique couple (@, R) de polyndmes
tel que :

A=BQ+R,
deg(R) < deg(B).

Q et R sont appelés le quotient et le reste de la division euclidienne de A par B.

1. On procede a une division euclidienne « a la main ». On obtient apres calculs :

(3X° +4X%4+1) = (X2 +2X +3)(3X3 — 6X?% +3X +16) + (41X —47).

2. Notons que B = (X —1)? a 1 comme racine double, de sorte que B(1) = B’(1) = 0. Par le
théoréme de division euclidienne, il existe un unique couple (@, R) de polynémes tel que :

A=BQ+R,
R=aX +beR[X]

En évaluant en X = 1, on obtient :
A =BMLHQ1)+a+b=a+b = a+b=-2.
En dérivant, A’ = B'Q + BQ' + a, puis en évaluant en X =1 :
A =B0QM1)+B1Q(1)+a=a = a=n-—4.

En substituant, b = 2 —n. On en déduit que le reste de la division euclidienne de P par @
est (n—4)X + (2—n).

Exercice 24.2 (k% - Equations polynomiales)
1. Déterminer tous les polynéomes P € R[z] tels que P'(x?) = 4P(z).

2. Déterminer tous les P € R[z] vérifiant la relation (z% + 1)P"(z) — 6P(x) = 0.
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1. Tout d’abord, notons que P = 0 satisfait bien ’équation, et que c’est le seul polynéme
constant solution de cette équation.

Si deg(P) = 1, alors deg(P’) = 0 et deg(P’(X?)) = 0 # deg(4P), donc P n’est pas solution
de I’équation.

Supposons a présent que deg(P) =n > 2, et que P est solution de I’équation. On a :
P/(X?)=4P(X) = deg(P'(X?) = deg(4P(X)).
Or on a deg(P'(X?)) = deg(P’) x deg(X?) = 2n — 2 et deg(4P) = deg(P) = n. On obtient

2n—-2=n = n=2.

Ecrivons donc P = aX? + bX + ¢ avec a # 0. On substitue dans I'équation :

2a = 4a
2aX? +b=4aX?+4bX + 4 = 4h =0 = a=b=c=0
de= 0

ce qui contredit que a # 0. Ainsi cette équation n’a pas de solution de degré n > 2.

Finalement, ’ensemble des solutions de cette équation est {0}.

2. Soit P solution de I’équation.

Tout d’abord, supposons que deg(P) < 1. Dans ce cas, on a :
P= é(XZ +1)P" =0.
Donc P = 0 est le seul polynéme de degré < 1 solution de cette équation.
Supposons a présent que deg(P) =n >2. On a :
deg((X2+1)P")=24+n—-2=n et deg(P)=n.
On n’obtient ici aucune information sur le degré de P, contrairement au cas précédent...

Considérons plus précisément les coefficients dominants. Notons a, # 0 le coefficient
dominant de P. Alors le coefficient dominant de (X2 + 1)P” est n(n — 1)a, X™ et celui de
6P est 6a,X"™. Puisque P est solution de I’équation, ces coefficients dominants sont égaux.
Ainsi on a :

nn—1)=6 = n’-n—-6=0 = n=3oun=-2.

Ainsi, on a nécessairement que deg(P) = 3. Notons alors P = aX® + bX? + c¢X + d avec
a # 0 et substituons dans I’équation :

(X? +1)(6aX +2b) = 6aX> +6bX? +6cX +d = 6aX>+2bX? +6aX +2b
= 6aX> 4 6bX? + 6cX +d

6a = 6a
b=0

2b = 6b
= = a=c

6a = 6¢
d=0

2b=d
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Ainsi on obtient P = a(X? + X).

Réciproquement, on vérifie que tous les polynémes de la forme a(X? + X) avec a € C sont
bien solution de 1’équation.

Ainsi I'ensemble des solutions de cette équation est {a X3 + aX, a € R} = Vect(X? + X).

Exercice 24.3 (%% - Multiplicité d’une racine)
1. Déterminer a et b pour que P(X) = az""! + bz™ 4+ 1 admette 1 pour racine double. Quel est
alors le quotient de P(x) par (z — 1)%?
2. Considérons le polynéme P(z) =14z + xz—? + -+ L; olt » est un entier naturel impair.

Montrer que P admet au moins une racine réelle et que celle-ci est une racine simple.

Exercice 24.4 (k%% - QSP ESCP 2016)
1. Montrer que la suite (u,) définie par ug = 0 et Vn € N, u,11 = u2 + 1 est strictement monotone.

2. En déduire que si P est un polynéme réel tel que P(0) = 0 et P(2? + 1) = P(z)? + 1, alors
P=xz.

1. On a pour tout n > 0 :
Upt1 — Un :u%—un—i—l = P(uy)

ol P=X2-—X+1. OnaA = -3, et donc P est de signe constant, du signe du coefficient
dominant, c’est & dire positif. Ainsi on a :

Up+1 — Un = P(Un) >0
et (uy,) est strictement croissante.

2. Posons Q = P(X) — X et montrons que @) = 0. Pour cela on va montrer que u,, est racine
de @ pour tout n € N par récurrence sur n € N.

Init. On a :
Q(uo) = P(ug) —uo = P(0) =0 =0.
D’ou la propriété au rang n = 0.

Hér. Soit n € N. Supposons que u,, soit racine de ). On a :
Q(unt1) = Plunt1) = tns1 = P(uj +1) —ujy = 1= P(up)® +1—u -1
= P(un)2 - ui = (P(un) — upn)(P(un) +un) =0

par hypotheése de récurrence. Ainsi u,41 est aussi racine de ), d’ou la propriété au
rang n + 1.

On conclut par principe de récurrence que u, est racine de @) pour tout n € N. Comme de
plus (uy,) est strictement croissante, les termes de la suite sont deux a deux distincts. @
admet donc une infinité de racines. C’est donc le polynéme nul. D’ot le résultat P(X) = X.

Espaces vectoriels, applications linéaires

Exercice 24.5 (%)
Montrer que les ensembles suivants sont des espaces vectoriels et en déterminer une base.
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1. F={(z,y,2,t), x+y+2z—t=0} 3. H={P e R3z], P(0)=P(1)}.

_J{a+b a—1D
2. G = Vect((1,1,2),(0,1,0), (2, -3,4)). 4 1= {<a—b a—i—b) ’ “’bER}'

Exercice 24.6 (%) .
Soit H = { P € R, [z], / P(t)dt = O}. Montrer que H est un sous-espace vectoriel de R, [z], et en
0

donner une base, sa dimension ainsi qu'un supplémentaire dans R,,[x].
On commence par montrer que H est un sous-espace vectoriel de R,,[X] :
1 1
e P =0 est bien dans H puisque / P(t)dt = / 0dt = 0.
0 0
e Soient \,p € R, P,QQ € H,on a:

1 1 1
/ AP +pQ)(t)dt = /\/ P(t) dt+u/ Q(t) dt = 0.
0 0 0

lin. de l'int.

=0 car PeEH =0 car PeH
Donc AP + uQ appartient bien a H.

H est donc un sous-espace vectoriel de R, [X].

On cherche & présent la dimension de H. Soit pour cela P = ap, X" + ap_1 X" '+ --- +ag. On
a:

1
PEH@/ P(t)dt =0
0

27 an—1 a1

(:)n—i-l—i_ n +---+?+a0:0
a Ay a
R
On obtient donc :
H:{anX”—i— +alx—%—%— —zl,al,...,aneR}
—Vect(X”—_lH, ”*1—%,. X ;)

1 1 1

<X n— R Xl — X — 3 est donc une famille génératrice de H. Elle est également
n n

libre car étagée en degrés. C’est donc une base de H, et H est de dimension n.

Remarque. On dit alors que H est un hyperplan de E = R,,[X] puisque de dimension dim(E)—1.
On peut consulter a ce sujet le complément de cours sur les formes linéaires et hyperplans.

Un supplémentaire G de H est nécessairement de dimension 1, de la forme G = Vect(Q) ou Q €
1 1 1
R, [X], @ # 0. De plus, on doit choisir @ de telle sorte que (X" T Xt X - 2 Q)
n n
soit une base de R,[X]. On a l'embarras du choix (ou le choix de 'embarras...) : prenons @

constant égal a 1 par exemple, de sorte que la famille obtenue est encore étagée en degré, donc
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libre. Comme elle est de cardinal n+ 1 = dimR,,[X], c’est donc une base de R,,[X]. Ceci prouve
bien que G = Vect(1) est un supplémentaire de H dans E = R, [X] :

R, [X] = H & Vect(1).

Remarques. Toujours & propos du complément de cours sur les formes linéaires et hyperplans.

e On avait montré qu’il suffisait de prendre @ ¢ H pour avoir G = Vect(Q) supplémentaire
de H. C’est bien ce qui se produit ici puisque 1 ¢ H.

e Il est démontré qu'un hyperplan est le noyau d’une forme linéaire non nulle. On le constate
ici avec pour forme linéaire :

' R, [X] )
2p l—>/ P(t)dt
0

On vérifie que ¢ est linéaire (par linéarité de I'intégrale), non nulle (¢(1) =1 # 0) et que
H = Ker(p). Ce qui prouve immédiatement que H est un sous-espace vectoriel de E, de
dimension dim(E) — 1 = n (par le théoréme du rang).

Exercice 24.7 (%)
Montrer, dans chacun des cas suivants, que F' et G sont deux-sous-espaces vectoriels supplémentaires
dans F :

1. F={(z,y,2,t) ER* : 2 —y+22+t=0} et G= Vect((1,-1,1,-1)) ;

2. u1 = (1,0,0,0), up = (1,1,0,0), uz = (1,1,1,0), us = (1,1,1,1), et F = Vect(us,us), G =
Vect(us, ug) ;

3. (k) E=R[z], F={P €Rz]; P(1) = P(2) = 0} et G = Ry[z] ;
4. (k) E=FRR), F={fecE;VzeR f(—2) = f(x)} et F={f € E;Vz € R f(—2) =
—f(2)}

4. Procédons par Analyse - Synthese.
Analyse. Soit h € E. Supposons qu’il existe f € F et g € G tels que :
h=f+g, clest-a-dire VreR, h(x)=f(x)+g(x) (%)
On a alors par parité de f et imparité de g que pour tout =z € R :
h—z) = f(=2) + g(-2) = f(z) —g(x) (%)
On obtient en faisant respectivement (%) + (k%) et (x) — (%) :
h(z) + h(—z) =2f(z) et h(z)— h(—z) = 2¢9(x).
Ainsi, f et g sont déterminés de maniére unique par :

h(z) + h(—x)
2

h
fixeR— et g:xéRHx—.
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h(z) 4+ h(—x)
2

h(z) — h(—x)

Synthése. Posons alors f:z € R — 5

etg:z€R— , et vérifions

les points suivants :
e h=f+g. En effet, on a pour tout z € R que :

£(z) + g(z) = h(z) +2h(—x) n h(zx) —2h(—:1c) ~ h(a).

e f € F. En effet, on a pour tout z € R que :

sy = MEDEHCCR) _ Ha)+ hios)

e g € (G. En effet, on a pour tout z € R que :

On peut donc conclure que pour tout h € E, il existe un unique couple (f, g) € F' x G tel que
h = f + g. En d’autres termes, on a donc £ = F & G.

Exercice 24.8 (% %)
Montrer que les applications suivantes sont linéaires, déterminer une base du noyau et de I'image de
chacune d’elles ainsi que leur rang et leur matrice dans les bases canoniques :

fi:
fa:
f3:
fa:

(r,y,2) ER3 = (z —y,2z,2 — 2) € R3; fs: M € #MR) — AM <€ #(R)
P e Ry[X] s 2XP — (X2 —1)P' € Ro[X] ; ot A = G 1) ?

P e R3[X] — P+ P’ € R3[X] ; fo: M € Mr(R) — AM — MA € #>(R) ou
P ERy[X]+— P(X +1) — P(X) € Re[X] ; A= ((1) i)

1. Montrons que f est linéaire pour commencer : soient u = (z,y,2),v = (2/,y,2') € R3 et
Au€eER ona:
A+ pv = Az + px’, My + py', Az + pz’)

D’ou :
fOu+ ) = ((Az + pa’) — Ay + py'), 20z + p2), Az + pa’) = (Az + p2'))
=Nx —y,2z,2 —2) +u(d' =y, 222" — 2') = M (u) + pf(v).
Donc f est linéaire. De plus E = F = R3, c’est donc un endomorphisme de R3. Pour

montrer que f est un automorphisme, il suffit de montrer que f est injective. En effet, on
rappelle le résultat important suivant.
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Rappel.

Soit f: E — F une application linéaire. Si dim(E) = dim(F'), alors on a équivalence
entre :
f injective & f surjective < f bijective

Rappelons également que :

e endomorphisme = linéaire + F = F,

e isomorphisme = linéaire + bijectif,

e automorphisme = linéaire + E = F + bijectif.

On calcule donc son noyau (qui est bien souvent plus simple a déterminer que I'image) :

r—y=0
(r,y,2) € Ker(f) © {22=0 sr=y=2=0
r—2=0

Donc Ker(f) = {Ogs}. f est donc injective, et c’est donc un automorphisme de R3.

Puisque f est un automorphisme, f est en particulier surjective, de sorte que Im(f) = R3.

On a donc que rg(f) = dim(Im(f)) = dim(R?) = 3. Enfin, donnons la matrice de f dans
la base canonique 4 :

1 -1 0

Mu(f)=[0 0 2

1 0 -1

2. A faire.

3. Montrons que f est un endomorphisme de E = R3[X]. Soit pour cela P,Q € E et A\, u € R.
Ona:

FOP 4 1Q) = (AP + Q) + (AP + uQ)' = AP+ uQ + AP’ + uQ’
— AP+ P)+u(Q+ Q) = M(P) + nf(Q)

De plus pour tout P € E, on a deg(f(P)) < max(deg(P),deg(P’')) < 3. Donc f est un
endomorphisme de FE.

On cherche le noyau de f. Soit P = aX?+bX% +cX 4+d,on a P' =3aX?+ 20X +c, et :

PeKer(f) & f(P)=0g < aX’+@Ba+bX>+(2b+c)X +(c+d)=0g

a=20
3 b=0
& @t a=b=c=d=0
2b+c=0
c+d=0

Ainsi Ker(f) = {0g}, et f est injective. Comme de plus f est un endomorphisme d’un
espace vectoriel de dimension finie, on en déduit que f est bijective. C’est un automor-
phisme de E. En particulier, on a Im(f) = R3[X], et rg(f) = dim(Im(f)) = dim(R3[X]) =
4.
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Reste & déterminer la matrice de f dans la base canonique % = (1, X, X2, X3) de E. On
calcule pour cela :

f) =1, f(X)=1+X, [f(X?)=X"+2X, [f(X°)=X"+3X"

La matrice de f dans la base % est donc :

o O O
S O = =
S = N O
= w o O

Notons que A étant triangulaire supérieure avec des éléments non nuls sur la diagonale, A
est inversible, ce qu’on savait puisque f est bijective.

Question supplémentaire. Est ce que f est diagonalisable ?

Comme A est triangulaire supérieure, ses valeurs propres sont sur la diagonale, de sorte
que Sp(A) = {1}. Si A est diagonalisable, alors elle serait semblable et donc égale a I4, ce
qui n’est pas le cas. Donc A (et f) n’est pas diagonalisable.

4. Quelques exemples pour étre slir de bien comprendre qui est f :

e SiP=XeR, f(P)=PX+1)—PX)=A—-A=0;
e SiP=0aX?+bX +e¢,alors f(P)=a(X +1)2+bX +1)+c—aX?—-bX —c.
Rappelons que P(X + 1) peut étre vu comme la composée de deux polynoémes : si on pose

A=X+1,ona f(P)=PoA—P.

Montrons que f est un endomorphisme de E = Ry[X]. Soit pour cela P,Q € E et A\, u € R.
On a :

FOP +1Q) = (AP + uQ)(X + 1) = (AP + pQ)(X) = AP(X + 1) + uQ(X + 1) + AP(X) + pQ(X)
— AMP(X +1) = P(X)) + n(Q(X +1) — Q(X)) = A (P) + nf(Q)

De plus pour tout P € E, on a deg(f(P)) < max(deg(P o A),deg(P)) = max(deg(P) x
deg(A),deg(P)) < 2. Donc f est un endomorphisme de E.

On cherche le noyau de f. Soit P = aX? +bX + ¢, on a :
PX+1)=a(X+1)?+bX+1)+c=aX*+(2a+b)X + (a+b+c).
D’ou :
PeKer(f) < P(X+1)-P(X)=0g < 2aX+(a+b)=0g

a=0 & a=b=0
a+b=0

Ainsi Ker(f) = {¢, c € R} = Vect(1), et f n’est pas injective. Comme (1) est une famille
génératrice de Ker(f) et constituée d’'un vecteur non nul, c’est une base de Ker(f), de sorte
que dim(Ker(g)) = 1. Comme f est un endomorphisme en dimension finie, on en déduit
directement que f n’est pas non plus surjective, et donc que rg(f) < 2. Par le théoréme
du rang, on a :

rg(f) = dim(Im(f)) = dim(F) — dim(Ker(f)) =3 —-1=2.
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Pour déterminer Im(f) (qui est donc de dimension 2), utilisons que :
Im(f) = Vect(f(1), f(X), f(X?)).
On calcule :
f(1)=0, gX)=14+X-X=1, gXH=(1+X)??-X2=2X+1.

Ainsi on a :

Im(f) = Vect(0,1,1 +2X) = Vect(1,1 + 2X).

La famille (1,1 4 2X) est donc génératrice, de cardinal égal & dim(Im(f)), c’est donc une
base de Im(f).

Reste & donner la matrice de f dans la base canonique £ = (1, X, X?) de E :

B:

o O O

11

0 2

0 0

Notons que B n’est pas inversible car triangulaire supérieure avec au moins un 0 sur la
diagonale. Ce qu’on savait car f ne ’est pas non plus.

Question supplémentaire. Est ce que f est diagonalisable ?

Comme B est triangulaire supérieure, ses valeurs propres sont sur la diagonale, de sorte
que Sp(B) = {0}. Si B est diagonalisable, alors elle serait semblable et donc égale a 0 x I3,
ce qui n’est pas le cas. Donc B (et f) n’est pas diagonalisable.

Notons enfin que B est triangulaire supérieure stricte, donc nilpotente. Donc f I’est aussi.
5. A faire.

6. f est clairement a valeurs dans .#(R). De plus on a pour tout M, N € .#>(R) et pour
tout a, B € R :

f(aM + BN) = A(aM + BN) — (aM + BN)A = 0 AM + BAN —aMA — BN A
= a(AM — MA) + B(AN — NA) = af (M) + Bf(N).

Donc f est un endomorphisme de F.

, . . b
Déterminons son noyau. Soit pour cela M = (CCL d)' On a :

_ a+c b+d a a+b)
MeKer(f) & AM-MA=0, < <c d>_<c c+d>_02

- c d—a —0 - c=0
O —C o 2 a:d

Ainsi on a Ker(f) = {(8 2) ,a,be R} = Vect (IQ,B = (8 (1)>> La famille (12, B)

est donc génératrice de Ker(f), et libre car formée de deux vecteurs non colinéaires. C’est
donc une base de Ker(f), et on a dim(Ker(f)) = 2. Ainsi f n’est pas injective, et elle n’est
pas non plus surjective puisque c¢’est un endomorphisme en dimension finie.




ECG2 - Maths approfondies Lycée Louis Pergaud

Par le théoréme du rang, on a :
re(f) = dim(Im(f)) = dim(E) — dim(Ker(f)) =42 = 2.
Déterminons 'image de f. On a (en notant Fj ; la matrice élémentaire d’indice (7,7)) :
Im(f) = Vect(f(Er,1), f(E12), f(E2,1), f(E22))-
On calcule alors :
f(Ev1) = —FE12, f(E12)=0, f(E21)=FEi1—Ez2, [f(E2)=FE,.

D’ou :
Im(f) = Vect(—FE12,0, E11 — E29, E12) = Vect(E11 — Ea2, E12).

La famille (E1; — Ea2, E12) est génératrice, de cardinal 2 égal a la dimension de Im(f).
C’est donc une base de Im(f).

Reste a donner la matrice de f dans la base canonique (E 1, E1 2, E21, E22) de E :

1
0
0

@)
o O O O
O O = O

—1

Notons que C n’est pas inversible (par exemple parce que la deuxiéme colonne de C' est
nulle), ce qu’on savait car f n’est pas un automorphisme.

Exercice 24.9 (%k%)
Dans R3, on pose F = {(z,y,2), © +2y+ 2 = 0} et G = Vect(u) ot u = (1,1,1).

1. Montrer que R?® = F & G.
2. On note p le projecteur sur F' parallelement a G.

(a) Déterminer la matrice de p dans une base adaptée a la somme directe F' & G.
(b) En déduire la matrice de p dans la base canonique.

(c) Sans calcul supplémentaire, donner la matrice dans la base canonique de la projection sur
G parallélement a F'.

1. Cherchons pour commencer une base et la dimension de F. On a :
F={(-2y—=z2y,2), y,z € R} = Vect((—2,1,0),(—1,0,1)).

La famille ((—2,1,0),(—1,0,1)) est donc génératrice de F. Elle est de plus libre car con-
stituée de deux vecteurs non colinéaires. C’est donc une base de F, et dim(F') = 2.

D’autre part, (u) est une famille génératrice de G (par définition de G) et libre car formée
de un vecteur non nul. C’est donc une base de G.

Pour montrer que £ = F' ® (G, on va par exemple montrer que la concaténation des bases
de F et de G, ' = (e1 = (—2,1,0),e2 = (—=1,0,1),e3 = (1,1,1)), est une base de R3.

10
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2.

Montrons pour cela qu’elle est libre. Soit donc a,b,c € R. On a :

—2a—b+c=0
a(—2,1,0) + b(—1,0,1) + ¢(1,1,1) = (0,0,0) & sa+c=0
b+c=0
2c+c+c=0
S da=—c Sa=b=c=0
b=—c

Donc %' est bien une famille libre. Comme son cardinal est 3 = dim(R?), c’est donc une
base de R3. On obtient finalement que R3 = F @ G.

(a) Rappelons quelques propriétés des projecteurs.

Rappel. Projecteurs.
Soit F = F & G, et soit p projecteur sur F' parallelement & G. On a :
o F =1Im(p) = Ker(p — Id) = E1(p), et donc :

Vye F, ply)=y.

o G =Ker(p) = Ey(p), et donc :

Vze G, p(z)=0g.
Comme e1,e9 € F et ez € G, on a ici :

pler) =e1, plez) =e2, ples) =0.
On obtient donc que :

1
A= Mgyg(p)=|0
0

[l )
o O O

(b) On utilise ici la formule de changement de bases. Rappelons le point de cours corre-
spondant.

Rappel. Formules de changement de bases.

Supposons E de dimension finie, et soient & et %’ deux bases de E. Soit
f e Z(F). Notons :

e A la matrice de f dans la base £ ;
o A’ la matrice de f dans la base &' ;

o P la matrice de passage de # a #'.

Alors on a :
A =P tAP.

Notons 2 la base canonique de R3, et A = My(p). On a :

A =pP7tApP

11
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ol P est la matrice de passage de la base % a la base %', c’est-a-dire :

-2 -1 1
P=11 0 1
0 1 1

A Taide du pivot de Gauss, on calcule P~1. On obtient :

—~1/4 1/2 —1/4
Pl=|-1/4 —1/2 3/4
1/4 1/2  1/4

Reste alors a calculer A = PA’P~!. On trouve apres calcul que :
3/4 —-1/2 —1/4
A=|-1/4 1/2 -1/4
—-1/4 -1/2 3/4

(c¢) Encore un rappel :

Rappel. Projecteurs associés.

Si p est le projecteur sur F' parallélement a G, alors ¢ = Idg — p est le projecteur
sur G parallelement & F. En effet si z € E, alors en notant (z,y) € F' X G tels
que z =r+y,ona:

q(z)=z—-p(rx)=z+y—z=y.
On a les relations :

p+tq=1Idg et pog=gqop=0.

On dit que p et g sont les projecteurs associés a la décomposition E = F & G.

Notons donc ¢ le projecteur sur GG par rapport a F, de sorte que p et g sont des
projecteurs associés, et ils satisfont :

p+q=1Id.

En particulier on a ¢ = Id — p et donc :

1/4 1/2 1/4
Mg(q) =13 — My(p) = [ 1/4 1/2 1/4
1/4 1/2 1/4

Exercice 24.10 (% %)
Soit E un espace vectoriel de dimension finie et f € Z(E).

1. Montrer que Ker(f) C Ker(f?) et que Im(f?) C Im(f).

2. (%) Montrer que Ker(f) = Ker(f?) & E = Im(f) @ Ker(f).
1. Prouvons ces inclusion :

e Soit x € Ker(f). Alors f(z) = Og. D’oll en composant par f, on obtient f2(z) =
f(f(x)) = f(0g) = 0. Donc = € Ker(f?). Ainsi on a bien que Ker(f) C Ker(f?).

12
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2.

O

e Soit z € Im(f?). Il existe x € E tel que z = f2(z) = f(f(x)) € Im(f). Ainsi on a bien

~——
ckE

Im(f?) C Im(f).

Déja vu ?
Cela vous fait peut-étre penser aux suites de noyaux et images itérées ? Voir l'exercice
classique 6.6 a ce sujet.

n procede par double implication.

= Supposons que Ker(f) = Ker(f?). Montrons que E = Im(f) @ Ker(f). On a déja

I’égalité des dimensions par le théoréme du rang :
dim F = dim Ker(f) 4+ dim Im(f).

Montrons que Ker(f) NIm(f) = {0g}. Soit y € Im(f) NKer(f). Comme y € Im(f), il

existe x € E tel que y = f(z). De plus, on a y € Ker(f), donc 0 = f(y) = f(f(z)) =

f?(z). Ainsi on a x € Ker(f?) = Ker(f). Donc y = f(xz) = 0g. On a donc montré
yp-

que Ker(f) NIm(f) ={0g}.

On peut donc conclure que E = Ker(f) @ Im(f).

Supposons que E = Ker(f) @ Im(f). Montrons que Ker(f) = Ker(f?). On a déja une
inclusion (qui est toujours vraie) :

Ker(f) C Ker(f?).

Montrons 'inclusion réciproque. Soit pour cela z € Ker(f?). On a :

) =f(x)=08 = f(2) € Kex(f).

Et par définition, on a f(z) € Im(f). Ainsi on a f(z) € Ker(f) NIm(f) = {Og} car
ces sous-espaces sont en somme directe par hypothese. On peut donc conclure que
f(2) = 0p, et donc que z appartient & Ker(f). D’ou I'inclusion Ker(f?) C Ker(f), et
donc I’égalité.

Exercice 24.11 (%% - Sous-espaces vectoriels stables par la dérivation)
Soit n € N* et soit ¢ 'endomorphisme de R, [x] défini par ¢(P) = P'.

1. Montrer que pour tout k € [0,n], Ri[z] est un sous-espace vectoriel de R,,[z] stable par ¢.

2. Soit F' un sous-espace vectoriel de R, [x], non réduit au vecteur nul et stable par ¢.

(a) Soit P € F un polynéme de degré d. Montrer que Ry[x] C F.
(b) On note p = max{deg(P), P € F'}. Montrer que F' = R[z].

| 1. Le fait que R;[X] soit un sous-espace vectoriel de R, [X] est connu (cours). Montrons qu’il
est stable par .

13
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Rappels. Sous-espace stable.
Un sous-espace F' de E est stable par f € Z(E) si :

Ve e F, f(x)€F.
Si F' = Vect(e1,...,ep), alors :

F stable par f & Vie[l,p], f(e;) € F.

Ici, on a Ry[X] = Vect(1, X, ..., XF¥), et pour tout i € [1,k] :
p(X7) =X e Ry[X],
et (1) =0 € Ri[X]. Donc Ri[X] est un sous-espace vectoriel stable par .

2. (a) Soit P € F de degré d > 0. Par une récurrence immédiate, on a que ¢*(P) € F pour
tout 0 < ¢ < d car F stable par ¢. Comme de plus F' est un sous-espace vectoriel, on
en déduit que :

Vect(P, P', P?) .. P = Vect(P, o(P), p*(P),...,¢%P)) C F.

Or .7 = (P,P',P®, ... P@) est une famille de polynémes de Ry[X], libre car éch-
clonnée en degré (deg(P®) = d — i pour tout 0 < i < d). Comme Card(F) =
dim(R4[X]) = d + 1, c’est donc une base de Ry[X]. On obtient donc :

Ry[X] = Vect(P, P',P? ... P@D)CF

(b) Posons p = max{deg(P), P € F'}. Montrons que F' = R,[X] par double inclusion.

C Pour tout P € F, on a deg(P) < p par définition de p. Donc on a F' C Rp[X].

D Prenons Py € F tel que deg(Py) = p. D’apres la question précédente, on a
R,[X] C F.

D’ou I’égalité voulue.

Exercice 24.12 (% %)
Soit £ un espace vectoriel de dimension 4, et soit f € .Z(F) tel que f3 # 0 et f* =0.

1. Montrer qu’il existe z € E tel que (z, f(z), f?(x), f3(z)) soit une base de E.

2. En déduire le rang de f.

1. Puisque f3 # 0¢(p), 1l existe © € E tel que f3(x) # 0g. Montrons alors que la famille
(z, f(z), f2(x), f3(x)) est libre : soit pour cela a,b,c,d € R tels que :

az +bf(z) + cf*(x) + df*(z) = Op.
Composons cette égalité par f3. On obtient par linéarité de f :

af?(x) + bf*(x) + cf*(z) + df°(z) = f*(0p) = Op.

=0g car f4=0

14
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D’ou af3(x) = O, et puisque f3(x) # O, on obtient que a = 0. On a donc :
bf () + cf*(x) + df*(z) = Op.
En composant par f2, on obtient de méme que :
bf3(z) = 0p.

D’ot1 b = 0 puisque f3(x) # O0g. En répétant ce procédé, on montre de méme que ¢ = d = 0.
Donc la famille est libre. Comme de plus son cardinal est 4 = dim(E), c’est donc une base
de E.

2. On écrit la matrice de f dans la base & = (z, f(x), f2(z), f3(z)) :

00 0O
ot~ |1 000
0 010
On a rg(f) =rg(M%(f)) = 3, d’ou le résultat.
Autre méthode. Rappelons que si # = (eq,...,e,) est une base de F, alors on a :

Im(f) = VeCt(f(el), SRR f(en))
Ici B = (z, f(x), f2(x), f3(x)) est une base de E, donc on a :

Im(f) = Vect(f(x), f(f(2)), f(f*(2)), F(f*(2))) = Vect(f(z), f*(x), f*(2)).

=0

La famille (f(x), f2(x), f3(x)) est libre, en tant que sous-famille de la famille libre %. Donc
ona:

rg(f) = dim(Im(f)) = dim(Vect(f(z), f*(2), f*(z))) = 3.

Exercice 24.13 (%% %)
Soient Ny, Na, ..., N, € #,(R) nilpotentes qui commutent deux a deux. Montrer que :

Ni X Ny x -+ x N, =0,.

On va montrer par récurrence sur n € N* que si F est un espace vectoriel de dimension n et
fi,.-., fn sont des endomorphismes nilpotents de £ qui commutent deux a deux, alors :

Jfio--ro fu=0gm.

Init. Soit f un endomorphisme nilpotent d’un espace ¥ de dimension 1. Puisque f est nilpotent,
il est en particulier non bijectif (car sinon f* serait bijectif, et donc non nul, pour tout
k € N). Ainsi Ker(f) # {0}, et puisque E est de dimension 1, Ker(f) = E et f = 04 (g).
D’ou la propriété au rang 1.

Hér. Soit n € N*. Supposons la propriété vraie pour tout k € [1,n].

Soit donc E un espace vectoriel de dimension n + 1, et fi,..., fn+1 des endomorphismes
de E qui commutent deux a deux. Puisque f,41 n’est pas bijectif, F' = Im(f,+1) est de
dimension 0 < k < n.

Si k=0, fnr1 = 0gg) et 'égalité voulue est bien satisfaite.
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Sinon, les endomorphismes f, g1, ..., frt1 commutant deux a deux, le sous-espace F' est
stable par les endomorphismes f,_gy1,..., fn. Ils induisent sur F' des endomorphismes
fn_NkH, ..., fn qui sont encore nilpotents et qui commutent deux & deux. Par hypothése
de récurrence, on en déduit que :

Fakr10 0 fo = 0g(r)

Ainsi, Im(fp41) C Ker(fr—gs1 00 fr), ce qui se récrit :

Jn—k+10-0 fno fut1 = 0g(p).

En particulier :
Jfio-ofn=0gr)-

D’ou la propriété au rang n + 1.

Par principe de récurrence, on a donc montré que pour tout n € N*, si E est un espace vectoriel
de dimension n et fi,..., f, sont des endomorphismes nilpotents de E qui commutent deux a
deux, alors :

Jio-ofn=0grF)-
On en déduit alors le résultat voulu en appliquant cette propriété aux endomorphismes fi,..., fn

de R™ canoniquement associés a Ny, ..., N,, (ces endomorphismes sont par hypothése nilpotents
et commutent deux a deux).

Exercice 24.14 (%% %% - QSP HEC 2018)
Soit un entier n > 2, E' un K-espace vectoriel de dimension n et f un endomorphisme de F.

Démontrer que, si f n’est pas une homothétie, alors il existe une base de E dans laquelle la matrice
0
1

de f a pour premiere colonne 0

Exercice 24.15 (%% %% - Oral ESCP 2012)

On note R[z] 'espace des polynomes a coefficients réels et pour tout n > 1, R,,_1[z] le sous espace
vectoriel de R[z| des polynomes de degré inférieur ou égal & n — 1. Pour tous 4,7 € N, on définit le
symbole de Kronecker ¢; ; par 6; j = 1sii = j et d; ; = 0 sinon.

Dans tout cet exercice, n désigne un entier naturel non nul et (aj,--- ,a,) une famille de nombres
réels distincts.

1. (a) Soit i € [1,n]. Montrer qu’il existe un unique polynéme L; € R,,_;[z] tel que pour tout
j € [1,n], Li(ag) = 655
(b) Montrer que la famille (L;);c[1,n] est une base de R,,—1[z].

2. Soit 7 : R[z] — R[z] défini par : VP € Rz], n(P) = ZP(ai)Li.
i=1
(a) Montrer que 7 est un projecteur de R|z].

(b) Déterminer le noyau et I'image de 7.
(c) On note F = {Q H(x —a;), Q€ R[m]} Montrer que F @ R,,_1[z] = R[z].
i=1

(d) Soit P € R,,—1[z]. Déterminer les coordonnées de P dans la base (L;)ic[in]-
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3. Soit € : Ryy—1[z] = R™, P (P(a;))icpi,n]-

(a) Montrer que € est un isomorphisme.

(b) Soit f € .Z(R,R). Montrer qu’il existe un unique polynéme P € R,,_1[z] tel que P(a;) =
f(a;) pour tout i € [1,n].
Ce polynéme s’appelle le polynome d’interpolation de Lagrange associé a la fonction f aux

points (a1, -+ ,ap).
4. Soient a,b € R, tels que a < b. Soient f € €"([a,b],R), a1,a2, - ,ay tels que a < a; < -+- <
an, < bet P le polynome d’interpolation de Lagrange associé a f et aux points (ai, -+ ,ap).

(a) Soit € [a,b] \ {a1,--- ,an} et K réel. On définit la fonction ¢ par

v:la,b] = R, t— f(t) — P(t) —KH(t — a;).
i=1
Montrer qu’il existe K tel que ¢(x) = 0.
(b) Montrer que pour cette valeur de K, il existe ¢ € [a, b] tel que ¢(™ () = 0.

(¢c) Montrer que pour tout x € [a,b], on a :

n
H]a:—ai|

|f(x) = P(a)| < Eb——sup | f™)].

n. [a,b]

1. (a) Fixons ¢ € [1,n]. On va procéder par Analyse - Synthese.

Analyse On a L;(aj) = 0 pour tout j # i, donc a; est racine de L; de sorte qu'il existe
Q € R[X] tel que :

Li:( 11 (X—aj)) Q.

1<j#i<n

Prenons le degré de cette expression :
n—1>deg(L;) =deg(Q)+n—-1 = deg(Q)<O0.
Ainsi il existe A € R tel que :

Li=Xx ] (X-a).
1<j#i<n

Enfin, on a :

1<j#i<n

X—aj

Synthése Posons L; = H ~. On a deg(L; = n—1, Lj(a;) = 0 pour tout j # i et

X a; —a
1<j#i<n 0 Y

Li(a) = ] R

1<j#i<n

=1
D’ou lexistence et I'unicité d’un polynéme L; € R,,_1[X] tel que pour tout j € [1,n],
Li(a;) = di;-
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Déja vu ?
Oui, et pas qu’'un peu : ce sont les polyndémes de Lagrange associés aux a;, qui
ont été introduit aux TDO, TD4 et TD6 par différentes méthodes.

(b) Montrons qu’elle est libre. Soit pour cela Aq,..., A\, € R. Résolvons :
MLy + -+ A Ln = O, [x7-
On évalue en a; pour ¢ € [1,n] :

ALi(ai) + -+ X Li(ai) +-- -+ ALnfa;)) =0 = X\ =0.
=0 =1 =0

La famille (L;) est donc libre, de cardinal n = dim(R,,_1[X]). C’est donc une base de
Ry —1[X].
2. (a) Montrons que 7 est linéaire. Soit P,Q € R[X], \,p € R, on a :

n

TP+ 1Q) = S AP + uQ)(a) Li = NS P(a)Li + 1> Q(ai) L = Ae(P) + Q)
=1

i=1 =1

Donc 7 est linéaire. De plus, pour tout P € R[X], on a :

mon(P)=m (zn: P(ai)Li> 7 lin. Zn: P(a;)m(L;)
i=1 i=1

Or on a pour tout 1 <¢<n:

En substituant dans le calcul précédent, on obtient :

n

wom(P) =Y P(a)Li = (P)

Ainsi on a m o7 = 7, et 7 est bien un projecteur.

(b) Déterminons Ker(7). Soit P € R[X]. On a :

P € Ker(m) & n(P) = Og[x] & ZP(ai)Li = Og[x]
i=1

< P(a;) =---=P(ap) =0 car la famille (L;) est libre

©3Q eRX], P=Q[[(X —a).

i=1

Ainsi on a Ker(m) = {Q i1 (X —a;), Q € R[X]}.
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4. (a)

Pour tout P € R[X], on a :

m(P) = _ P(a;)L; € Vect(L1, ..., Ly).
=1

Donc Im(7) est inclus dans Vect(Lq,...,Ly). De plus, on a vu que L; = 7(L;) €
Im(7). D’ou linclusion réciproque, et donc que Im(7w) = Vect(Ly, ..., Ly).

Comme 7 est un projecteur, on a :
R[X] = Ker(n) ® Im(w) = F & Vect(Ly, ..., Ly).

Comme de plus, (L;) est une base de R,,_1[X], on en déduit que Vect(Lq,...,L,) =
R,,—1[X]. D’ou le résultat.

Soit P € R,,_1[X] =Im(7). On a :

Ce qui donne les coordonnées de P dans la base (L;).

Autre méthode. Par un calcul direct, on cherche Aq,..., A\, € R tels que :
P=MNLi+4 -+ MLy

Evaluons cette égalité en a; pour i € [1,n] :

P(a,) = )\1L1(ai) + - +)‘i L,(az) +-- 1+ )\nLn(CLZ‘) = >\i-
=0 =1 =0

L’application e, d’apres ce qui précede, associe & P € R,,_1[X] ses coordonnées dans
la base (L;). Par le cours, ¢ est donc un isomorphisme de R,,_;[X] dans R™ (on a ici
identifié ), 1(R) et R™...).

Autre méthode. On l'avait déja fait en TD, voir I’exercice 6.4.

On cherche P € R,,_;[X] satisfaisant

(f(a1), ..., flan)) = (P(ar), ..., P(an)) = e(P).

Comme € : R,,_1[X] — R" est un isomorphisme, il existe bien un tel polynéme, et il
est de plus unique.

On cherche K € R tel que :
—P
o) =0 & K= f(nac) (z)
r#a;
H(a: —a;)
i=1
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(b) Notons tout d’abord que ¢ est de classe €™ comme composée de fonctions qui le sont.

On a pour tout ¢ € [1,n], ¢(a;) = 0, et p(z) = 0. Donc ¢ s’annule en (n + 1) réels
distincts de [a, b].

Par le théoreme de Rolle appliqué entre chacune des racines de ¢, on montre que go(l)
admet (au moins) n = (n+ 1) — 1 racines distinctes sur [a, b]. En répétant ce procédé
(de « Rolle en cascade »), on en déduit que (™ admet (au moins) (n+1) —n =1
racine réelle ¢ € [a, b] tel que (™ (¢) = 0.

(¢) Ainsion a f(™(¢) —n!K =0 (car deg(P) < n — 1), ce qui se rééerit :

")

n!

)= P)

f@) - Pa
H(IL‘ —a;)
i=1

Comme |f(| est continue sur le segment [a, b], elle admet une borne supérieure. En
prenant les valeurs absolues, on obtient donc que pour tout x ¢ {a1,...,a,} :

n
H|a:—al-\

|f(z) = P(x)| = sup | f) | =——.
[a,b] n:

Le résultat est encore vrai si « est I'un des a;, d’ou la conclusion.

Diagonalisation

Exercice 24.16 (%)
Les matrices suivantes sont-elles diagonalisables 7 Si oui, en déterminer les valeurs propres et une
base des sous-espaces propres.

0 3 2 0 0 -3 -9 0 3 1 -1
A—<3 6),3— 6 -1 0o|,c=1 3 o|l,b=|0 4 o0
3 0 -1 —2 -6 0 -1 1 3

o La matrice B est triangulaire supérieure, ses valeurs propres sont donc sur sa diagonales,
de sorte que Sp(B) = {2, —1}.

On a:
3 0 0 1 00
B+I3=|-6 0 0]|~[0 0 O
3 0 0 0 0 O

de rang 1. Par le théoreme du rang, dim(E_;(B)) =3 —1=2.

D’autre part, on a :

0 0 O
B-2I3=|-6 -3 0
3 0 -3

de rang 2, d’ou dim(E2(B)) = 3 — 2 = 1 toujours par le théoreme du rang.
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Comme dim(E_;(B))+dim(E2(B)) = 2+1 = 3 = dim(.#31(R)), B est bien diagonalisable.

On cherche une base de vecteurs propres.

x
Y| e Efl(B) Sx=0
z
0 0 0 0 0
Ainsi, on a E_1(B) = yl|,y, z€RP = Vect 1|,]0][]. La famille 1{,1]0
z 0 1 0 1

est génératrice de E_1(B), et libre car deux vecteurs non colinéaires. C’est donc une base
de cet espace.

D’autre part, on a :

x
—6z -3y =20 = -2z
y | € E2(B) < Y =Y
. 3z —32=0 z==
z 1 1
d’ou Eq(B) = —2zx|,z€R ) =Vect | | =2 | |. La famille -2 est génératrice
T 1 1

de E3(B), et libre car formée de un vecteur non nul. C’est donc une base de Es(B).

00 1

En notant P = |1 0 —2] la matrice de passage entre la base canonique et la base de
0 1 1

diagonalisation de B, on obtient donc (par formule de changement de bases) :

-1 0 0
P'BP=]|0 -1 0
0 0 2

o Observons tout d’abord que Cy(C) = 3C1(C) et C3(C) = 031, de sorte que :
Im(C) = Vect(C1(C), C2(C), C3(C)) = Vect(C1(C)).

Donc rg(C) = dimIm(C) = 1, et 0 est valeur propre de C avec dim(Ey(C)) =3 -1 = 2.
On propose alors deux méthodes pour étudier la diagonalisabilité de C.
Méthode 1. A I’aide d’un polynéme annulateur.

On a C? = 03, de sorte que X? est un polynoéme annulateur de C. 0 est donc la seule valeur
propre possible de C, et c’est effectivement une valeur propre de C puisque dim(Ey(C)) = 2.
Comme dim(FEy(C')) < 3, on peut donc conclure que C n’est pas diagonalisable.

Méthode 2. Par ’absurde.

Supposons que C soit diagonalisable. On a déja une valeur propre 0 avec dim(Ey(C)) = 2.
Pour obtenir la derniere valeur propre A, on utilise la trace :

0+0+A=Tr(C)=0 = A=0.

Ainsi 0 serait 'unique valeur propre de C. Mais dans ce cas dim(Ey(C)) =2 # 3 et C ne
serait pas diagonalisable... On peut donc conclure que C n’est pas diagonalisable.
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e On observe que :

-1 1 -1
D—-4I3=10 0 O
-1 1 -1

qui est de rang 1. Donc 4 est valeur propre et dim(Ey(D)) =3 —1=2.

Pour trouver la derniére valeur propre A, faisons le raisonnement suivant : si D était
diagonalisable, on aurait a l'aide de la trace :

A444A=Te(D)=10 = A=2.

Tentons de voir si 2 est bien valeur propre de D :

1 1 -1 11 -1 11 -1
D-2L;=|0 2 0| ~ 102 0|~[02 0
11 1) BBty 2 0 00 0

Donc rg(D — 213) = 2 < 3, et 2 est valeur propre de D avec dim(E2(D)) =3 -2 =1.
On obtient dim(E4(D)) + dim(E2(D)) = 3, donc D est diagonalisable et Sp(D) = {2,4}.

On cherche une base de chacun des sous-espaces propres :

x
y| € E4(D)& —xz+y—2=0.
z
Yy—z 1 -1 1 —1
Ainsi E4(D) = y |,y,zeRp=Vect||[1],] O . Lafamille [ [1],] O
z 0 1 0 1

est donc génératrice de E4(D), et libre car deux vecteurs non colinéaires. C’est donc une
base de E4(D).

T
— :O =
Y eEQ(D)©{$+y ? @{gj ©

- 2y =10 y=20
z 1 1

Ainsi E4(D) = O0|,zeRpj =Vect| [0 |. La famille 0 est donc génératrice
z 1 1

de E3(D), et libre car un vecteur non nul. C’est donc une base de Ea(D).

On obtient donc comme matrice de passage entre la base canonique et la base de diagonal-

1 -1 1
isation la matrice P= 11 0 0|, et par formule de changement de base :
0 1 1
4 0 0
P'DP=10 4 0
0 0 2

Exercice 24.17 (%% - Edhec 2005)
Dans cet exercice, n est un entier naturel supérieur ou égal a 2. On désigne par I la matrice unité de

My (R).
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1. On note tr 'application linéaire qui & toute matrice de ., (R) associe sa trace, c’est-a-dire la
somme de ses éléments diagonaux.

(a) Montrer que Im(tr) = R.
(b) En déduire la dimension de ker(tr).
(¢) Etablir que .#,(R) = ker(tr) @ Vect(I).
2. Soit f 'application qui, a toute matrice M de ., (R) associe f(M) = M + tr(M)I

(a) Montrer que f est un endomorphisme de .#,(R).

(b) Utiliser la premiére question pour déterminer les valeurs propres de f. En déduire que f
est un automorphisme diagonalisable de ., (R).

3. Soit g I'application qui, a toute matrice M de .#,(R) associe g(M) = M +tr(M)J, ou J désigne
une matrice non nulle de .#,(R) dont la trace est nulle.

On admet que g est un endomorphisme de ., (R).

(a) Etablir que le polynome X2 — 2X + 1 est un polynome annulateur de g.
(b) Montrer que 1 est la seule valeur propre de g.

(c) g est-il diagonalisable 7

1. (a) On sait que Im(Tr) est un sous-espace vectoriel de R. Il est donc de dimension 0 ou
1. Comme de plus Tr n’est pas l'application identiquement nulle (car par exemple
Tr(I,) = n # 0), on en déduit que Im(Tr) # {0}. Ainsi on a dimIm(Tr) = 1 et
it =]

(b) Par le théoréme du rang, on a :
dim .4, (R) = dim Ker(Tr) + dim Im(Tr).

On en déduit donc que dim Ker(Tr) = dim .#,(R) — dim Im(Tr) .

Remarque. Ainsi Ker(Tr) est un hyperplan de .#,(R). On aurait pu le deviner,
puisque c’est le noyau d’une forme linéaire non nulle. Voir a ce propos le complément
de cours Complément 2. Formes linéaires et hyperplans.

(c) On a dim Vect(I) = 1 puisque I # 0y, ,, donc :
dim ., (R) = dim Ker(Tr) + dim Vect(I).

Montrons que Ker(Tr) N Vect(I) = {0} : soit M € Ker(Tr) N Vect(I). On a :

e M € Vect(I), donc il existe A € R tel que M = \I.
o D’autre part, M appartient a Ker(Tr), donc on a :

0="Tr(M)="Tr(\)=nA\.
Donc A =0et M = Al =0. On a donc Ker(Tr) N Vect(I) = {0}.

On peut donc conclure que :

| M, (R) = Kex(tr) & Vect(]) |
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2.

(a)

f est clairement a valeurs dans ., (R). Montrons que f est linéaire : soient A, € R
et M,N € #,(R). On a :

FOAM + uN) = (AM + uN) + Te(AM + uN)I
=AM + uN + (A\Tr(M) + puTr(N))I
= MM + Te(M)I) + p(N + Te(N)I) = Af(M) + pf(N).

Donc ’ f est bien un endomorphisme de .#,(R). ‘

Pour tout M € Ker(Tr), on a :
f(M) =M+ Te(M)I =M.

Donc M est vecteur propre de f associé a la valeur propre 1. En particulier on a
Ker(Tr) C E1(f) et dim(E(f)) > n? — 1.

D’autre part, on a :
f)y=I+Te(H)I=1+nl=(n+1)I.

Donc I est un vecteur propre de f associé a la valeur propre n + 1. En particulier on
a dim En+1(f) > 1.

On obtient donc :

n’=n*-1)+1<dimE(f) +dmE,1(f) < Y Exf)<n’

cours

XeSp(f)

On en déduit donc que ‘ Sp(f) = {1,n + 1} | que dim E1(f) = n?—1et dim E,1(f) =
1, et que ’ f est diagonalisable‘ (puisque dim E; (f) + dim E,41(f) = n?).

Notons enfin que 0 ¢ Sp(f), donc f est injective. Comme c’est un endomorphisme en

dimension finie, f est donc bijective. ’ f est donc un automorphisme de ///n(R)‘

On doit montrer que g2 — 2g + Id = 04(E). Soit donc M € #,(R), on a :

G (M) —2g(M) + M = g(M + Tr(M).J) — 2(M + Te(M)J) + M
=g(M)+Te(M)g(J) —2M — 2Tv(M)J + M car g linéaire
= M + Te(M)J + Te(M)(J + 0J) — 2Te(M)J — M
=0

Donc X? —2X + 1 est un polynéme annulateur de g¢.

Les valeurs propres possibles sont parmi les racines de X2 — 2X +1 = (X — 1)%
Donc 1 est 'unique valeur propre possible de g. De plus on a pour tout M € Ker(Tr)

g(M) = M + Tr(M)J = M.

Donc M est un vecteur propre de g associé a la valeur propre 1, et on a Ker(Tr) C
E1(g). Ainsi ‘ 1 est bien valeur propre de g, et c’est 'unique valeur propre de g.‘

Supposons que g soit diagonalisable. Puisque g n’a qu'une seule valeur propre 1, alors
on aurait g = Id. Or on a par exemple :

g(I)=I1+Tr(I)J =1+nJ #1.
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Donc ’ g n’est pas diagonalisable. ‘

Autre méthode. On calcule E1(g). On a :

g(M) = M & M+ Te(M)J = M & Te(M)J =0 & Tr(M) = 0.

Ainsi Fy(g) = Ker(Tr) # #,(R), donc g n’est pas diagonalisable.

Exercice 24.18 (%% - Extrait d’Edhec 2012) 1 1 -1
Soit f I’endomorphisme de .Z3 1 (R) canoniquement associé a la matrice A= | —1 3 —3|.On note
-2 2 =2
Id ’endomorphisme identité de .#3 1 (R).
1. (a) Calculer A% et A3, puis déterminer un polyndéme annulateur de f.
(b) En déduire les valeurs propres de f.
(¢c) L’endomorphisme f est-il diagonalisable 7
010
2. (%) Trouver une base % de .#3,:(R) dans laquelle la matrice de fest =0 0 0
0 0 2
1. (a) Ona:
2 2 =2 4 4 -4
A2=12 2 -2 et Ad=|4 4 —4],
00 O 00 O

de sorte que A% — 242 = 0,,. Ainsi P = X3 — 2X? = X?(X — 2) est un polynéme
annulateur de A et donc aussi de f.
(b) Les valeurs propres possibles de f sont parmi les racines de P = X2(X — 2), c’est-
a~dire 0 et 2. Vérifions que 0 et 2 sont effectivement valeurs propres de f :
o A est de rang 2 car on a Cy(A) = —C3(A) et que C1(A) et Ca(A) ne sont pas
colinéaires. Donc dim(FEp(A)) =3 — 2 = 1 par le théoréme du rang, et 0 est bien
valeur propre de A (et de f).

-1 1 -1
e Ona A—-2I3 = -1 1 =3[ derang 2 car C1(4) = —C2(A) et que Ci(A)
-2 2 -4

et C3(A) ne sont pas colinéaires. Donc dim(F3(A4)) = 3 — 2 = 1 toujours par le
théoréme du rang, et 2 est aussi valeur propre de A (et de f).

On peut donc conclure que Sp(f) = {0, 2}.

(c) Comme dim(Ep(f)) + dim(E2(f)) = 1+ 1 = 2 < 3 = dim(#31(R)), f n'est pas
diagonalisable.

2. Procédons par analyse-synthese pour la recherche de cette base.

Analyse. Notons # = (e, e2, e3) la base de 51 (R) telle que :

fle1) fle2) f
0 1 0 e1
0 0 0e
0 0 2/ e
On a donc f(e1) = 03,1, f(e2) =e1 et f(ez) = 2e3. Ainsi ey € Ey(f) et e3 € Ex(f), et

eo est un antécédent de ey par f.
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Synthese.

Déterminons une base des sous-espaces propres Eo(f) et Eo(f). On a :
0 1 1
Alll = 0371 et All]=2]1
1 0 0

Comme de plus dim(Ey(f)) = dim(E2(f)) = 1, on obtient :

0 1
Eo(f)=Vect | |1 et  Eo(f)=Vect | |1
1 0
0 1 x
Prenons donc e; = [ 1], e3 = [ 1]. On cherche & présent eo = | y | tel que :
1 0 z
T 0 r+y—2=0
flea)=er=eAly|l=|1|e(—2+3y—32=1
z 1 2 +2y—2z=1
— =0
Y-z x=-1/4
Sqdy—4z=1 (2)+ (1) 14
— 2z =
dy—dz=1 (3)+2(1) Y
—-1/4
Prenons par exemple e; = [ 1/4
0

Montrons que £ = (e1, e2, e3) convient :
— Soit a,b,c € R tels que :
ae1 + bey + cez = 0371.

En appliquant f, on a :
be1 + 2ce3 = 0371,

et en réappliquant f une seconde fois :
4063 = 0371.

Donc ¢ = 0, puis en remplagant dans la deuxieme équation b = 0, et dans la
premiere a = 0. Donc la famille Z est libre. Comme est de plus de cardinal
3 = dim(.#51(R)), c’est donc une base de cet espace.

— On a par construction f(e;) = 031, f(e2) = e1 et f(e3) = 2e3. Donc on a bien
T = My(f).

D’ou le résultat.

Exercice 24.19 (%% - Extrait de EML 2013)
Soit n > 2 un entier. Soit L un élément non nul de .# ,,(K) et C' un élément non nul de ., 1 (K).
On pose A =CL et a =Tr(A).

1. Déterminer les coefficients de A a ’aide des coefficients de C' et L.

2. Montrer que 0 est valeur propre de A et déterminer la dimension du sous-espace propre associé.

3. Montrer que LC = (a), puis A2 = aA.
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4. Montrer que si a = 0, alors A n’est pas diagonalisable dans ., (R).
5. On suppose a # 0. Calculer AC. Déduire des questions précédentes que A est diagonalisable.

6. Enoncer une condition nécessaire et suffisante pour que A soit diagonalisable.

c1
1. Notons C'= | : eth(ll ln>Ona:
Cn
C1 cly ... Clln
Cn cpli ... ceply

2. Soit 1 <7 < n. On a C;(A) = [;C ou C;(A) désigne la i-eéme colonne de la matrice A, de
sorte que :

Im(A) = Vect(C1(A),...,Cp(A)) C Vect(C).

Ainsi rg(A) = dim(Vect(C1(A),...,Cn(A))) < dim(Vect(C)) =1 car C # 0,,1. Comme de
plus C # 0,1 et L # 01,4, il existe 1 < 4,5 < n tels que ¢; # 0 et [; # 0. En particulier, on
a [A]ij = clj # 0 et rg(A) > 1.

Ainsi rg(A) = 1, 0 est valeur propre de A et dim(Ey(A)) =n — 1 par le théoréme du rang.

3. On a:
C1

Cn =1
D’ou :
A? = (CL)(CL) = C(LO)L = C(a)L = aCL = aA.

4. Sia=0,alors A2 = 0,, et X? est un polyndéme annulateur de A. 0 est donc 1'unique valeur
propre possible de A. Et elle est bien valeur propre de A d’apres 2. On en déduit que :

Z dim(E)\(A)) = dim(Ep(A)) =n—1<n.
AESP(A)

A n’est donc pas diagonalisable dans ., (R).

5. Supposons a # 0. On a :
AC = (CL)C =C(LC) = C(a) = aC.

Comme C' # 0,1, C est donc vecteur propre de A associé a la valeur propre a, et
dim(E,(A)) > 1.

On obtient alors :

n=(n-1)+1<dim(Ey(A4)) +dim(E,(4)) < n.
On en déduit que dim(Ep(A))+dim(Eq(A)) = n. Ainsi A est diagonalisable, Sp(A4) = {0,a}
et dim(F,(A)) = 1.

6. A= CL est diagonalisable si et seulement si Tr(A) # 0.
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Exercice 24.20 (% %)
Soit @ € R* et soit b € R. On note f l'endomorphisme de R,[X] (n > 2) défini par
[f(P)l(z) = P(az +1b).

1. Ecrire la matrice de f dans la base canonique. En déduire les valeurs propres de f.
2. Montrer que si a ¢ {—1,1}, alors f est diagonalisable.

3. Si a =1, donner une condition nécessaire et suffisante pour que f soit diagonalisable.

1. Commencons tout d’abord par bien comprendre qui est f. Si on note Q = aX + b, on a :
fiP=) pX'»PoQ=> pQ".
i=0 i=0

Faisons quelques exemples, avec P, = X2 4+2X +1, P, =X et B3 =2:
f(P)=PoQ=0Q>+2Q+1=(aX +b)*+2(aX +b) + 1.
f(P)=PoQ=Q=(aX +0).

f(P3) =P30Q =2.

Montrons que f est un endomorphisme de E = R, [X]. Soient P;, P, € E et o, 5 € R, on
a:

flaPi1+ BPy) = (aP1+ fP) 0 Q = aPioQ+ BP0 Q = af(P1) + Bf(P2).
Donc f est linéaire. De plus on a pour tout P € E (puisque deg(Q) > 1) :
deg(f(P)) = deg(P o Q) = deg(P) deg(Q) = deg(P) x 1 = deg(P).
Donc f est un endomorphisme de F.

Reprenons le fil de I'exercice. Posons P, = X* pour tout & € [0, n]. Pour obtenir la matrice
de f dans la base canonique A, on calcule :

k
f(P)=PioQ=QF =(aX +b)" =) <I:> a'bF X

=0

On en déduit :

1 b2 b"

0 0 B (ar
Mg(f)= |0 a* :

. - (nﬁl)a’n_lb

0 ... ... 0 (Ma™

Cette matrice étant triangulaire supérieure, ses valeurs propres sont sur la diagonale. Ainsi

Sp(f) ={1,a,a?,...,a"}.
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2. Soit0<k<{f{<n,ona:

k l

a”=a -k

l=a = |a|=1.

=
a#0

Sia # +1, les a* pour 0 < k < n sont donc deux & deux distincts. f admet donc n + 1
valeurs propres distinctes et est un endomorphisme de E de dimension n + 1. Donc f est
diagonalisable.

3. Sia=1,on a alors:

1 b b b"

0 1 (Db (port
A=Mg(f)=10 - 1

: T GIb

0O ... ... 0 1

On a dans ce cas Sp(A) = {1}, et A est diagonalisable si et seulement si A = I,, ;1. Or ceci
est équivalent & b =0, et &4 Q = X. Ainsi f est diagonalisable si et seulement si b = 0, et
dans ce cas f = Idg.

Exercice 24.21 (% %) 12
Déterminer les valeurs de A € R pour lesquelles A = (2 1) est diagonalisable.

On commence par chercher les valeurs propres de A, qui sont les racines du polynéme :
X%~ Tr(A)X +det(A) = X? —2X + (1 —2)).

On calcule le discriminant :
A=4-—4(1-2)\) =8\

On a alors trois cas possibles :

e SiA>0,alors A >0 et A admet 2 valeurs propres réelles distinctes. Comme A € .#5(R),
on en déduit que A est diagonalisable dans .Z>(R).

e SiA=0,alors A =0et X2—Tr(4)X +det(4) = (X — 1)%. Donc A admet une unique
valeur propre 1. Dans ce cas A est diagonalisable si et seulement si A = 1[5, = I, ce qui
n’est pas le cas. Donc A n’est pas diagonalisable dans ce cas (ni dans .#2(R), ni dans

A3(C)).

e Si A< 0,alors A <0. Donc A n’a pas de valeur propre réelle, et n’est donc pas diago-
nalisable dans .#5(R). Elle admet cependant deux valeurs propres complexes distinctes.
Comme A € #5(R), on en déduit donc que A est diagonalisable dans .#2(C) (les valeurs
propres et les vecteurs propres seront complexes dans ce cas).

Exercice 24.22 (%% - Extrait d’Edhec 2012)

On note E 'espace vectoriel des polyndmes a coefficients réels, de degré inférieurs ou égal a 2. On note
eo, €1, o les polyndomes de E définis par eg = 1, e; = = et e; = 2. On rappelle que Z = (e, e1, €2)
est une base de E.

On considere 'application f qui, a tout polynéme P de FE, associe le reste dans la division euclidienne
par 1+ 23 du polynéme (1 — x + 22)P. Ainsi, il existe un unique polynéme Q tel que

(1—z+2)P=(1+2%Q+ f(P) avec deg(f(P)) < 2.
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1. Montrer que f est un endomorphisme de FE.

2.

Déterminer f(eg), f(e1), f(e2), puis vérifier que f(eg) = —f(e1) = f(e2).

En déduire une base de Im(f).

a

(
(b
¢) Donner la dimension de Ker(f) ainsi qu'une base de Ker(f).

a

~— ~— ~— ~—

(
(a) Calculer f(P) pour tout polynéme P de Im(f), puis établir que 3 est valeur propre de f et

que :
Im(f) = Ker(f — 31d).

(b) Montrer que f est diagonalisable.

1. Il s’agit ici d’'une question difficile qui nécessite de bien connaitre le théoréme de division
euclidienne des polynémes dont voici I’énoncé.

Rappel. Théoréme de la division euclidienne.

Soient A, B deux polynomes tels que B # 0. Alors il existe un unique couple (Q, R)
de polynomes tel que :

A=BQ+R

deg(R) < deg(B)

Q@ et R sont appelés le quotient et le reste de la division euclidienne de A par B.

Soient P, P, € E et A1, Ao € R. D’apres le théoreme de division euclidienne, il existe des
couples (Q1, R1) et (Q2, R2) uniques tels que :

1-X+X*)P=(1+X")Q1+ R avec deg(R;) <2

et
(1-X+ X2)P2 =(1+ X3)Q2 + Ry avec deg(Ry) <2

Notons que par définition, on a f(P;) = Ry et f(P) = Ra.
En multipliant respectivement par A; et A2 ces équations et en sommant, on obtient :

(1 - X+ X)(MP+ XaP2) = (1+ X*)(MQ1 + AQ2) + (M R1 + A2Ro).

De plus on a deg(A1 R1 +A2R2) < max(deg(R;),deg(R2)) < 2. Par unicité dans le théoréme
de division euclidienne, (A R; + A2R2) est donc le reste de la division euclidienne du
polynéme (1 — X + X2)(A\1P; 4+ Ao P,) par 1 + X3. Par définition de f, on a ainsi :

f()\lpl + )\QPQ) =MR1 + Ry = )\1f(P1) + )\Qf(Pg).

D’ot la linéarité de f. Comme de plus f(P) est un polynéme de degré < 2 en tant que reste

de la division euclidienne par (1+X?), on a bien f(P) € E. Ainsi‘ f est un endomorphisme de E.

2. (a) On effectue trois divisions euclidiennes (qu’on posera si nécessaire). On a :
1I-X+X)x1=01+X3)x0+(1-X+X?),

I-X+XH)x X=X -X’+X>=01+X)x1+(-X>+X 1),
I-X+X)x X=X X34+ X' =1+ XHx (X -1+ (X2 - X +1).
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D’ou :

fleo)=1-X+X2%  flen)=—1+X X2 et flea)=1—-X+X2

En particulier, on a bien : ‘f(eo) =—f(e1) = f(eg).‘

On a Im(f) = Vect(f(eo), f(e1), f(ea)) = Vect(l — X + X?) d’apres la question
précédente. (1 — X + X?2) est donc une famille génératrice de Im(f), et libre car

1—X+X2#0g. |(1 - X+ X?) est donc une base de Im(f) |, et dim Im(f) = 1.

Par le théoréme du rang, on a :
dim(F) = dimKer(f)+dimIm(f) = dimKer(f) = dim(F)—dimIm(f)=3-1
De plus on a :

fleo) = —f(e1) = fleot+er)=f(1+X)=0g

et
fleo) = fle2) = flea—eo) = f(X*—=1)=0g

Ainsi X2 —1 et X +1 appartiennent & Ker(f). Puisque (X +1, X2 —1) est une famille

de vecteurs de Ker(f) libre car échelonnée en degré, de cardinal égal a dim Ker(f) = 2,

(X +1,X?% — 1) donc une base de Ker(f).

D’aprés ce qui précede, on a Im(f) = Vect(1 — X + X?). Calculons f(1 — X + X?).
Pour cela, on effectue la division euclidienne de (1 — X + X?)(1 — X + X?) = X4 —
2X3 +3X2 —2X + 1 par 1+ X3. On obtient (en posant la division) :

X' —2X? +3X% —2X +1=(1+X*X -2)+3(X> - X +1).

Ainsion a f(X? — X +1) = 3(X? — X +1). Plus généralement pour tout P € Im(f),
il existe A € R tel que P = A(1 — X + X?), et on a :

f(P)=Af(X?* =X +1)=3\X*-X +1)| = 3P.
Ainsi 3 est valeur propre de f et on a :
Im(f) C Ker(f — 3Id). (%)
D’apres ce qui précede, 0 et 3 sont donc valeurs propres de f et on a :
dim(Eo(f)) =2 et dim(E3(f)) > L.
Or d’apres le cours, on a :
dim(Eo(f)) + dim(Es(f)) < 3.

Ainsi dim(E3(f)) = 1 = dimIm(f), et on a donc avec () :

‘Im(f) = Ker(f — 3Id). ‘

Avec ce qui précede, on a obtenu :

dim(Eo(f)) + dim(Es(f)) = dim(E),

Ainsi on a Sp(f) = {0,3} et ‘ f est diagonalisable‘ d’apres le cours.
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Exercice 24.23 (%% - Extrait d’Edhec 2006)
Soit f un endomorphisme de R™. On suppose qu'il existe deux réels A1, Ay distincts tels que (f —
)\11(:1) o (f — )\QId) =0.

1. Montrer que

g () = (f = Aeld)) = 1d.

2. En déduire que R™ = Ker(f — A\Id) @ Ker(f — A\oId).

3. Montrer que f est diagonalisable.

1. Ona: 1 .
e _Al((f*Alfd) —(f = Aald)) = W _/\1(0\2 — A)Id) = Id.

2. Montrons que R"™ = Ker(f — A\ Id) @ Ker(f — \oId).

o Soit x € Ker(f — A1Id) NKer(f — A\yId). d’apres l'identité de la question précédente

que :
v = (= MTd) = (= X)) (a)
== iA (f—MId)(@) —  (f-Nld)(z) |=0g
2 1 —_— —_— ——

=0g car z€Ker(f—X1Id) =0g car z€Ker(f—A21d))
Ainsi, on a bien Ker(f — A1Id) NKer(f — \2Id) = {0g}.

Autre méthode. Si x € Ker(f — A\Id) NKer(f — A2Id), alors on a f(z) = A\jx et
f(x) = Aex. D’oul en soustrayant, (A1 — Ay)z = Op, et donc x = Op puisque A1 # Ao.

Soit « € E, on a toujours par l'identité de la question précédente :

1
A - N

T

(F = MId) (@) + =5 (F = hald)(@).

=y =z

1
A2 — A1

(f = Xld)(y) = (f = Xedd) o (f — Mld)(z) =0p

=02 (m)

de sorte que y € Ker(f—A2/d). De méme, on montre que z € Ker(f—A;1d). Résumons
: on a donc montré que pour tout x € E, il existe (y, z) € Ker(f—A2Id)xKer(f—A11d)
tel que x = y + z. Ce qui signifie par définition que :

R"™ = Ker(f — A 1d) + Ker(f — X\21d).

Avec les deux points précédents, on peut donc conclure que R" = Ker(f — A1 1d) @ Ker(f —
Aold).

3. On considere #; une base de Ker(f —A11d) (éventuellement vide si Ker(f —A1Id) = {Og})
et %A une base de Ker(f — AaId). Puisque R" = Ker(f — AId) @ Ker(f — \2Id), la
concaténation & = Z; U P est une base de R”, qui est constituée de vecteurs propres de
f. Ainsi f est bien diagonalisable.
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Exercice 24.24 (%% - Racines carrées d’une matrice diagonalisable (EML 2009))
1. Soient f et g deux endomorphismes de R™ vérifiant f og = go f. On suppose de plus que f
admet n valeurs propres réelles deux a deux distinctes.

(a) Montrer que chaque sous-espace propre de f est stable par g.
(b) En déduire que tout vecteur propre de f est vecteur propre de g.

(c) Justifier que f est diagonalisable.
Montrer que, pour toute base Z de R"™ constituée de vecteurs propres de f, la matrice de
g relativement a la base £ est diagonale. En déduire que g est diagonalisable.

2. Soit A une matrice de ., (R) admettant n valeurs propres réelles strictement positives et deux
a deux distinctes.
On appelle racine carrée de A toute matrice B € ., (R) telle que B? = A.
(a) Justifier 'existence d'une matrice inversible P de .#,(R) telle que D = P~!AP soit diag-
onale.

(b) Donner un exemple de racine carrée de A (on lexprimera a l'aide de P et des éléments
diagonaux de D).

(c) Soit R une racine carrée de A. Vérifier que AR = RA.
En déduire que la matrice P~'RP est diagonale.

(d) Etablir qu’il existe exactement 2" racines carrées de A.

1. (a) C’est du cours (Chapitre 9). Redémontrons le malgré tout. Soit donc A une valeur
propre de f, Ex(f) le sous-espace propre associé. On souhaite montrer que :

Vo € EX(f), g(z) € Ex(f)

Soit donc = € E\(f),on a :

flg(x)) = fog(x) =go f(z)=g(f(x)) = g(A\z) = Ag().

On a bien g(z) € Ker(f — Ald) = E)\(f). Donc le sous-espace E\(f) est stable par g.
(b) Notons pour commencer que comme f admet n valeurs propres réelles deux a deux
distinctes, les sous-espaces propres de f sont tous de dimension 1. Soit v un vecteur
propre associé a une valeur propre A de f, on a par conséquent (puisque v # Og en

tant que vecteur propre) que :
E) = Vect(v).

D’apres la question précédente, on a :
g(v) € Ey = Vect(v) = 3dueR,gv)=pv.

Donc v est bien vecteur propre de g.

(¢) f admettant n valeurs propres distinctes dans un espace R™ de dimension n, f est
diagonalisable. Il existe donc une base Z = (ey,...,e,) de R" constituée de vecteurs
propres de f associés respectivement aux valeurs propres Aj,...,A;. Pour une telle
base, notons y; € R tel que g(e;) = p;e; pour tout ¢ € [1,n]. On a :

K1
Mgz(g) =

Un
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2. (a)

(b)

Donc g est bien diagonalisable.

Comme A admet n valeurs propres deux a deux distinctes, A est diagonalisable, et il
existe une matrice P inversible et D diagonale telles que :

P~ 'AP = D.

A1
Notons A1, ..., A\, les valeurs propres de A telles que D = . Cherchons
An
tout d’abord D’ diagonale telle que D> = D. Une solution évidente & cette équation

est :
VAL
D =
VA

puisqu’on a alors bien D2 = D. Et :
A=PDP"' = pPD?P ' =PD'I,D'P~" = (PD'P!)(PD'P"!) = B?

en posant B = PD’'P~!. On a donc obtenu une racine carrée B de A.
Soit R telle que R? = A. On a :

AR = R’R = RR? = RA.
Donc les matrices R et A commutent.

Si on note f et g les endomorphismes de R" canoniquement associés & A et R, on
est ramené au cas de la question 1. : f admet n valeurs propres réelles deux a deux
distinctes (et strictement positives), et g commute avec f. Si on note %y la base
canonique de R™ et & = (e1,...,e,) la base de R" telle que P soit la matrice de
passage de %y a A, on a par formule de changement de bases que :

D =P 'AP = P ' My, (f)P = My(f).

Comme D est diagonale, # est une base de vecteurs propres de f. D’apres 1.(¢), on
en déduit que :
P'RP = P Mgy, (g)P = My(g)

est une matrice diagonale également.

M1
Notons comme précédemment My(g) = .Ona:

fin
R*=A & P 'R’P=P'AP & (P 'RP)*’=D,

ce qui s’écrit encore :

H1 A1 w3 =X\ = =VON
9 Ai>0
Hn An Hn = An fn = Ty An
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On a exactement 2" solutions (p1, ..., u,) de ce systeme. Par suite, il existe exacte-
ment 2" solutions pour P~'RP, et donc pour R. A posséde donc exactement 2"
racines carrées qui sont :
M1
P—l . P

fin

avec (; = £/ A; pour tout 1 < i < n.

Exercice 24.25 (%% %)
Soit A € #,,(R) une matrice diagonalisable possédant p valeurs propres distinctes.

1. Montrer que A posséde un polynéme annulateur P de degré p, et que tout polynéme annulateur
non nul de A est de degré supérieur ou égal a p.

2. Montrer que la dimension de Vect(I,,, A, A2, ..., A¥) vaut k + 1 si k < p et p sinon.

1. Notons Ap, ..., A, les valeurs propres distinctes de A. Soit P = (X — A1)... (X — Ap).

Soit @ un polynéme annulateur de A. D’aprés le cours, les valeurs propres de A sont

parmi les racines de ). Ainsi Aq,..., A, sont racines de (). Comme elles sont deux a deux
distinctes, le polynéme P = (X — Ay)...(X — A,) divise Q. Puisque @ # 0, on a donc
deg(Q) = p.

Montrons a présent que P est annulateur de A. Puisque A est diagonalisable, elle est
semblable a une matrice diagonale :

D:diag()\l,...,)\1,...,/\p,...,)\p)

m1 fois my fois

ou m; est la dimension du sous-espace propre associé a \;. Puisque A et D sont semblable,
elles ont les mémes polynémes annulateurs. Enfin on a (puisque D est diagonale) :

P(D) =diag(P(A1),...,P(A),..., P(Ap),..., P(\p)) = diag(0,...,0) = 0,.
P est donc annulateur de D, et donc de A.

Remarque. Nous avions déja démontré une partie de ce résultat a la fin du Chapitre 13 :
si A € #,(R) est diagonalisable et Sp(A) = {A1,..., Ay}, alors P = (X — A1) ... (X — Ap)
est un polyndéme annulateur de A.

2. Commencons par montrer que la famille (I,,, A, A%,..., AP~1) est libre. Soit pour cela
ap,at, .. .,ap € R tels que :

aply, + a1 A+ ---+a, AP = 0.
On aalors Q(A) = 0 avec Q = ap+a1 X+ - -+ap_1Xp*1. D’apres la question précédente, on
en déduit que @ est nécessairement le polynéme nul. Ainsi on a ag =a; =--- = ap—1 = 0.

Donc la famille est libre.

Pour tout k& < p, on en déduit que la famille (I,,, 4, ..., AF) est libre en tant que sous-famille
d’une famille libre. Donc on a :

dim Vect(I,, A, ..., A¥) =rg(I,, A, ... A" =k + 1.
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Supposons a présent k > p, et montrons que :
Vect(In, A, ..., A¥) = Vect(I,, A, ..., AP71).

Ceci permettra alors de conclure puisque dim(Vect(I,, 4,..., AP~!)) = p. Pour montrer
cette égalité, il suffit de montrer que pour tout k > p, on a A* € Vect(I,, A4,..., AP~1). On
propose deux méthodes.

Méthode 1. Par récurrence. Ecrivons pour cela P = (X — \1)...(X —),) = XP +
ap—1XPL+ - 4+ a1 X 4 ag (P est unitaire).

Init. Pour K =p, on a :
P(A)=0= AP = —apl,, — a1 A — - — ap 1 AP € Vect(I,, A, ..., AP

D’ou la propriété pour k = p.

Hér. Soit k > p et supposons la propriété au rang k. On a par hypotheése de récurrence :
AF € Vect(I,, A, ..., AP71)
Donc il existe bg, b1,...,b,—1 € R tels que :
AR = boL, + by A+ 4 b, AP
On multiplie par A cette égalité :
AR = bo A+ b1 A% - by 9 AP 4 b, AP

=boA+ b A%+ by 2 AP by g (—apl, — a1 A — - —ay 1 APTY)
€ Vect(I,, A,..., AP

D’ou le résultat au rang k + 1.

On conclut par principe de récurrence.

Méthode 2. Soit k > p. On effectue la division euclidienne de X* par P. 1l existe Q et
R des polynomes tels que :

XF=PxQ+R avec deg(R) < p.
On évalue en A :

AF = P(A) xQ(A) + R(A) = R(A) € Vect(I,, A, ..., AP71)
e

car deg(R) < p. D’ou le résultat.

Exercice 24.26 (%% % - QSP HEC 2015)

1 0
Soit un réel x € R. Considérons la matrice M, = | 0 1
0 0

— o8

1. Pour quelles valeurs de = la matrice M, est-elle diagonalisable ?

2. Montrer que lorsqu’elle n’est pas diagonalisable, M, est semblable a la matrice B =

o = O
= = O
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Exercice 24.27 (%% % - Polynémes minimaux (Oral ESCP 2016))
1. Soit un entier n > 2 et M € .#,(R). On note o/ I'’ensemble des polynémes annulateurs de M.

(a
(b

)
)
()
)

Justifier que &/ n’est pas réduit au polynéme nul.
Vérifier que &7 est un sous-espace vectoriel de R[X].
Montrer que : VP € R[X],VQ € o/, PQ € <.

(d) Montrer qu'il existe un polynéme non nul de .7 de degré minimal. Soit K € ¢/ un polynome
unitaire de degré minimal.

En utilisant la division euclidienne des polynémes, montrer que K divise tout polynéme de
of/. En déduire que

o ={KQ, Q € R[X]}.

Un tel polynéme s’appelle polynéme minimal de M.

2. Exemples.

(a) Soit A € R*. Déterminer le polynome minimal de A\I,,, ou I,, est la matrice identité d’ordre

n.

(b) Soit P la matrice d’'un projecteur p distinct de 0 et Id. Déterminer le polynéme minimal
de P.

3. Soit M € #,(R) de polynéme minimal K. Montrer que ’ensemble des racines réelles de K est
égal a ’ensemble des valeurs propres réelles de M.

1. (a)

C’est du cours (plus précisément Chapitre 6 - Propriété 30). Rappelons l'argument
utilisé : la famille (I,,, M, M2, ..., M”Q) est de cardinal n?4-1 dans un espace ., (C) de
dimension n2. Cette famille est donc liée, de sorte qu'’il existe (ag, . . ., a,2) # (0,...,0)
tels que :

aoly, + a1 M + -+ anzM"2 =0,.

Le polynéme P =ag+ a1 X + -+ a2 X "* est donc annulateur de M , et est non nul.
Ainsi P € o/, et o/ n’est pas réduit au polynéme nul (qui est bien lui aussi annulateur
de M).

On vient de montrer que &/ # (). Montrons que cet ensemble est stable par combinai-
son linéaire. Soit pour cela P,Q € &« et o, 5 € C. On a :
(aP + Q) (M) = aP(M) + fQ(M) = ol + S0, = Oy

Donc (aP + Q) € o7, et o/ est bien un sous-espace vectoriel de C[X].
Soit P € C[X] et Q € /. Montrons que P x Q € </ :

(P xcpx) Q) (M) = P(M) X _z,(c) QM) = P(M) x 0y = 0y
Donc P x () appartient bien & <.

Remarque. Un sous-ensemble de C[X] vérifiant 1.(b) et 1.(c) est appelé un idéal de
C[X], notion qui dépasse le programme d’ECG.

L’ensemble {deg(P), P € &/\{0c[x)}} est une partie de N non vide (d’apres la question
1.(a)). Elle admet donc un plus petit élément d > 0. Considérons P € &7 tel que
deg(P) = d. P est bien un polynéme non nul de & et de degré minimal. Quitte a
le normaliser (c’est-a-~dire & le diviser par son coefficient dominant), on peut supposer
de plus qu’il est unitaire (il appartiendra alors toujours & &7 car o est un sous-espace
vectoriel).
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2.

Dans la suite, on prend K € &/ unitaire de degré minimal (on vient de voir qu’un tel
polynéme existe bien). Montrons que :

o ={KQ, Q € C[X]}.

D D’apres la question 1.(b), on a KQ € & pour tout @ € C[X] puisque K € .
D’ou l'inclusion {K@Q, @ € C[X]} C «.
C Soit P € o7. Effectuons la division euclidienne de P par K. Il existe un unique
coupe (Q, R) € C[X]? tel que :
P=KQ+ R avec deg(R) < deg(K).
En évaluant cette égalité en M, on obtient :

On = P(M) = K(M) x Q(M) + R(M) =0, x Q(M) + R(M) = R(M).

Ainsi on a R € &/ avec deg(R) < deg(K) = d. Par définition de d (K de degré
minimal parmi les polyndémes non nuls de &), on a donc nécessairement R = 0.
On obtient donc :

P=KQ+R=KQ e {KQ, Q< C[X]}.

D’ou I'inclusion réciproque.

D’ou I’égalité des deux ensembles.

Remarque. Cela permet en particulier de montrer que le polynéme minimal d’une matrice
M est unique. En effet, si K1 et Ko sont deux polynémes minimaux de M, alors on aurait

Ky, e o ={KQ,QeC[X]} = 3QecClX], K=K xQ.

En prenant les degrés, on obtient :
deg(K2) = deg(K1) + deg(Q).

Or deg(K2) et deg(K1) sont égaux par définition des polynémes minimaux. Donc deg(Q) =
0, et il existe A € C* tel que :
Ky = )\K;.

Comme enfin ces deux polyndémes sont unitaires, A = 1 et K1 = Ks. On parlera donc du
polynéme minimal de M € .#,(C) (et non pas d’un polynéme minimal de M).

(a) Le polynéme K = X — X est annulateur de AI,, unitaire. Et il est de degré minimal
. en effet si P est annulateur de AI,, et deg(P) < 1, alors P est constant de la forme
a avec a € C. Et on a dans ce cas 0,, = P(Al,) = al, qui est nul si et seulement si
a = 0. P est le polynéme nul alors.

(b) Comme P? = P, K = X2 — X est un polynéme annulateur de P.

Montrons que c’est le polynéme minimal de P. Notons pour cela que comme p est
distinct de 0 et Id, G = Ey(p) < {0} et F' = E1(p) # {0}, et donc 0 et 1 sont valeurs
propres de p, et de P aussi. Si ) est un polynéme annulateur non nul de p, 0 et 1
sont donc parmi ses racines. Ainsi il existe R € C[X] non nul tel que :

Q=X(X—-1)R=K xR dedegré >2.

Ainsi K est bien unitaire et de degré minimal parmi les polynémes annulateurs non
nuls de P. C’est donc le polynéme minimal.

38



ECG2 - Maths approfondies Lycée Louis Pergaud

3.

Comme K est annulateur de M, les valeurs propres de M sont parmi les racines de K. On
souhaite montrer que ce sont exactement les racines de K. Soit a € C une racine de K.
Supposons par ’absurde que a ne soit pas valeur propre de M. Comme K (a) = 0, il existe
@ € C[X] non nul (car K est non nul) tel que :

K=(X—-a)Q cequidonne 0,= (M —al,)Q(M).

Mais comme a n’est pas valeur propre de M, la matrice M — al,, est inversible, de sorte que
Q(M) = 0,,. @ serait alors un polynéme annulateur de M non nul et de degré < deg(K).
C’est contradictoire avec la définition de polynéme minimal.

Ainsi ensemble des racines de K est égal a Sp(M).

Exercice 24.28 (%% %% - Oral ESCP 2016)
Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie et f un endomorphisme de E diagonalisable. On note

SV

, Ap} ensemble de ses valeurs propres et Ey, ..., E, les sous-espaces propres associés.

Soit F' un sous-espace vectoriel de E stable par f, tel que F' # {0} et F' # E. Soit z un vecteur de F.

1. Montrer qu’il existe un unique p-uplet (z1,...,zp) € By X --- X Ej, tel que x = x1 + -+ - + xp.

2. On suppose désormais x # 0. Montrer que, quitte a modifier I'ordre, on peut supposer qu’il
existe r € [1,p] tel que x; = 0 pour i > r et z; # 0 pour i < r. On a alors x = x1 + -+ + .

3.

On note V,, le sous-espace vectoriel engendré par (z1,...,z,).

(a)
(b)
()

(d)

Montrer que (z1,...,z,) est une base de V.
Montrer que pour tout j > 0, f7(z) € V.

Déterminer la matrice A de la famille (z, f(z),..., f7"1(z)) dans la base (21, ...,2,) de V.

T
Notons (', ..., C; les colonnes de A et ay,...,a, des réels tels que ZajCj =0.
Jj=1

-

Montrer que le polynéme P = Zoszj_l est le polynome nul. En déduire que A est
j=1

inversible.

p
Montrer que pour tout i € [1,p], z; € F, puis que F = @ (FNE).
i=1

4. Soit g un endomorphisme de E, diagonalisable et commutant avec f (i.e. tel que fog=go f).
Montrer qu’il existe une base de E formée de vecteurs propres communs a f et g.

Espaces euclidiens, endomorphismes symétriques

Exercice 24.29 (%) b
Pour A, B € .#>(R), on pose (A, B) = Tr(*AB). On note F = {(Z —a) , (a,b) € R2}.

1.
2.

Montrer que (-, -) est un produit scalaire sur .#5(R).

Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de .#5(R), en déterminer une base et la dimension.

Déterminer une base de F-.

On

pose A = 1 8) Déterminer le projeté orthogonal de A sur F et en déduire

min ||A — B||.
BeF
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1. Montrons que I'application (M, N) + (M,N) = Tr( !MN) est un produit scalaire sur
Mo (R).

e Linéarité a gauche. Soient (My, Mo, N) € #>(R)3, A1, A2 € R, on a :

(MM + Ao Ma, NY = Tr( YA My + Ao M) N)
= Tr((\; M7 + A2 “M3)N) par lin. de la transposition
=Tr(A\ “M1N + X\ 'M3N)
MTr( *MiN) + A Tr( *M3N) par lin. de la trace
= AL(M1, N) + Mo (Ma, N)

D’ou la linéarité a gauche.
o Symétrie. Soient M, N € #>(R), on a :

(N, M) =Tr( 'NM) = Tr('( 'MN)) = Tr( 'MN) = (M, N)

D’ou la symétrie, et par conséquent la linéarité a droite également.

e Positif. Commencons par rappeler le calcul classique de Tr( tAA) dans le cas général
ou A € #,(R) (a savoir refaire). Pour tout 7 € [1,n], on a :

n

[PAAL = [T ALijlAlj = Y ajiaji =Y a3,
j=1 j=1

J=1

On en déduit que :

n n n

TT(tAA) = Z[tAA]LZ = Z Z a?,i.

i=1 i=1j=1

Pour n = 2, on a donc en particulier :
2 2 2 2
(A, A) =aiy +ajs+ay; +az, >0

o Défini positif. Pour tout A € 4,(R), on a :

2 2
(A, A) =0 Tr("AA) =>"> a5, =0
i=1j=1
>0
& Vi,je1,2], aj; =0

S A= 02,2

Ainsi (-, -) est un produit scalaire.

6 )l ()6 )

La famille <<(1) _01> , <(1] (1)>> est donc génératrice de F', et elle est libre car formée de

deux vecteurs non colinéaires. C’est donc une base de F, de sorte que dim(F') = 2.

2. On a:

3. Quelques rappels pour commencer.
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Rappel. Orthogonal d’un sous-espace.

Si F' est un sous-espace d’un espace euclidien F, on définit [’orthogonal de F par :
FLt={zeE VYyeF, (z,y) =0}
Rappelons que :
o F* est un sous-espace vectoriel de E supplémentaire de F, de sorte que :
E=FeaF

En particulier, on a dim(F1) = dim(E) — dim(F).

e Si F'= Vect(ui,...,up), alors :
reFt o (zru)=0 Vkel[l,p]

e La concaténation d’une base orthonormée de F' et d’une base orthonormée de
F+ est une base orthonormée de F.

Tout d’abord, notons que dim F* = dim .#(R) —dimF =4 —-2=2. On a :

o (e e B0 )
A (Y

a—d=0
=
{c—l—sz

(s e (95 2)

De méme, ((1 0) ) < 0 1)) est une famille génératrice de F- et libre car formée de

—_

Ainsi on a :

@)

01 -1 0
deux vecteurs non colinéaires. (’est donc une base de F1.

4. Commencons par rappeler les différentes méthodes pour calculer le projeté orthogonal sur
un sous-espace.
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Rappel. Calcul du projeté orthogonal sur un s.e.v. F.
On procédera différemment selon la situation dans laquelle on se trouve :

« si on dispose (facilement) d’une base orthonormée (e, .

..,ep) de F, on utilisera
la formule suivante :

P
Ve e E, ppx)= Z(:c,el)ei.

=1

 si on dispose d’une base (uj,.

..,up) de F qui n’est pas orthonormée, alors on
procedera comme suit :

(i) on exprime que pp(z) € F = Vect(u,...,up) :

A, LA ER, pr(T) = w4+ -+ Apup.

(ii) on exprime que z — pp(z) € F* :

(x —pp(z),u1) =0 (T, ur) = A (ur, ur) + - - 4 Ap(up, ur)

(z —pr(x),up) =0 (z,up) = A (ur, up) + -+ + Ap(up, up)
(iii) on résout ce systeme linéaire pour obtenir Aq,..., \p, et donc pp(z).
o enfin si F'* est de « petite » dimension (en pratique, si dim(F+) < dim(F)), on
préférera calculer le projeté orthogonal sur F-, puis utiliser le fait que pp(z) =
z —pp(z).

Notons ici que <<(1) _01> , <(1] (1)>> = 0, donc on dispose d’une base orthogonale de F'.

De plus, on a :
2
1 0 - 2 o {0 1
1 0 1

1 1 (0 1 ,
ﬁ 0 _1> et eg = 7 (1 0). (e1,e2) est donc une base orthonormée de
F'. On a donc d’apres le cours :

2

Posons e; =

pF(A) = <A, €1>61 + <A, €2>62
1t o) 1fo 1\ 1(1 1
=3lo —1)t2l1 o)72\1 —1)

Rappel. Distance a un sous-espace F.

Le minimum min{||z — y||, y € F'} existe et est atteint en un unique point de F' qui
est pr(x). On appelle distance de z & F, notée d(z, F'), ce minimum, de sorte que :

d(z, F) = min{[lz — yl|, y € F'} = |z — pr(2)].
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On a donc ici :

. B {1 o0 1/1 1
gg%”A - B” = ||A_pF(A)|| = H(l 0) - 5 (1 _1> H

- H Gg _11//22> H - %\/12 F(-1)2 41241221

Exercice 24.30 (%% - Inégalité de Bessel)

Soit E un espace euclidien, soit F' un sous-espace vectoriel de E et soit (eq, ..., ep) une base orthonor-
mée de F'. On note pr la projection orthogonale sur F'.
P
Montrer que pour tout = € E, ||pr(z)||? = Z(x,ei>2 < |lz||?.
i=1
Soit z € E. Puisque (e, -+ ,ep) est une base orthonormée de F, on rappelle que :
P
pr(z) =) (z,e)e;
i=1

et on a de plus :
P

2 2
lpr ()| =D (a,e)*.
i=1
D’autre part par définition du projeté orthogonal, on a pp(z) € F et  — pp(z) € F*+ de sorte
que ces vecteurs sont orthogonaux. Par le théoréeme de Pythagore, on obtient :

P

2] = lIpr @)1 + Iz = pr@)I* > llpp@)|* =D _(z,e)*.
—_———

>0 =1

D’ou I'inégalité voulue.

Exercice 24.31 (% %)
Soit F un espace euclidien de dimension n, et soit (ey,...,e,) une base orthonormée de E. On note
F = Vect(e; + e2 + - - - + ep). Déterminer la distance de e; a F', ¢’est-a-dire milg ller — x||.

xE

Exercice 24.32 (%% - Extrait de EML 2023)
On consideére un espace vectoriel E est muni d’un produit scalaire (-, -).
Pour a € E, on note f, 'application qui & un élément = dans E associe le réel f,(z) = (a,z).

1. Soit a € E.

(a) Démontrer que f,, est un élément de E* = Z(E, R).
(b) Déterminer le noyau de f,.

(c) Démontrer que si f, est 'application nulle, alors a = 0p.

2. Théoréme de représentation des formes linéaires.

On considére maintenant 'application ® : E — E* définie, pour a € E, par:  ®(a) = J,.

(a) Démontrer que ® est linéaire.

(b) Démontrer que ® est un isomorphisme de E sur E*.
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(c) Justifier que pour tout ¢ € E*, il existe un unique a € E tel que :
Vee E, ¢(x)=(a,x).

3. Application aux formes linéaires sur .#,(R).

Dans cette question, p est un entier naturel non nul et on considere .#,(R) I'espace vectoriel des
matrices carrées de taille p.

(a) Démontrer que (-,-) :, (A4, B) + tr(*AB) est un produit scalaire sur .#,(R).

(b) Démontre que si ¢ : E — R est une forme linéaire, alors il existe une matrice A dans M,(R)
telle que pour toute matrice M dans M,(R), on ait :

o(M) = tr(AM).

Exercice 24.33 (k%% - QSP HEC 2018)

Soit E' = Rs[z] I'espace vectoriel des polyndmes de degré inférieur ou égal a 3.

On note H le sous-espace vectoriel de E engendré par les trois polynémes (x — 1)(z — 2)(z — 4),
(x—1)(x=3)(x—4) et (x —2)(x — 3)(z —4).

1. (a) Justifier que H est un hyperplan de E.
(b) Trouver une forme linéaire dont le noyau est égal a H. Est-elle unique ?

2. On considere le produit scalaire sur F défini par :
V(P,Q) € E?, (P,Q)=P(1)Q(1) + P(2)Q(2) + P(3)Q(3) + P(4)Q(4).

Calculer, pour tout polyndéme P € E, la projection orthogonale de P sur H'.

Commencons par quelques rappels sur les formes linéaires et hyperplans.
Rappels. Formes linéaires et hyperplans.
Soit E un espace vectoriel de dimension finie. On appelle :
o hyperplan de E tout espace vectoriel de dimension dim(E) —1 ;
o forme linéaire sur F une application linéaire de F a valeurs dans K.
Rappelons les résultats principaux sur le lien entre formes linéaires et hyperplans :

e H est un hyperplan de F si et seulement si c’est le noyau d’une forme linéaire non
nulle.

e Si H =Ker(y) = Ker(¢)) ot ¢ et ¢ sont des formes linéaires non nulle sur E, alors il
existe X # 0 tel que ¥ = Ap.

Pour plus de détails, je vous renvoie au Complément 2 - Formes linéaires et hyper-
plans.

1. (a) Notons Ps=(X—-1)(X-2)(X—4), B =(X—-1)(X-3)(X —4) et P, = (X —2)(X —
3)(X — 4).
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Déja vu ?

Ces polynomes devraient vous faire penser aux polynémes de Lagrange associés
aux réels 1,2,3,4, méme s’ils n’ont pas été normalisés (il faudrait changer le
coefficient dominant de P; par exemple pour que Pi(1) = 1). Cela devrait nous
aider d’avoir ca en téte pour la suite de ’exercice.

Montrons que (P, Py, P3) est une famille libre. Soient pour cela (a,b,c) € R3 tels que

aP; +bP, + c¢P3 = 0.

On évalue cette relation en X = 1. On obtient :

aPi(1)=0 = a=0.
——
£0

De méme en évaluant en X = 2,3, on obtient b = ¢ = 0. Donc la famille (Py, Py, Ps3)
est libre et H = Vect(Py, P, P3) est de dimension 3 = dim(E) — 1. C’est donc un
hyperplan de E.

On sait par le cours que H est le noyau d’une forme linéaire non nulle, mais le cours
ne nous dit pas comment trouver cette forme linéaire.

Visiblement, les polynémes (P, P, P3) sont liés aux polynomes de Lagrange (il faudrait
les renormaliser) associés a 1,2,3,4. Manque donc le quatriéme polynéme P, =
(X —1)(X —2)(X — 3). Tous ces polynomes se caractérisent a l’aide de I’évaluation
en 1,2,3,4. Pour a € R, on considere donc la forme linéaire :

[R3[X] —R
7\ P — P(a)

Choisissons a de sorte que H = Ker(p,). On remarque que pour a = 4, on a bien
w4(P;) =0 pour i =1,2,3. Donc on a H C Ker(yp). Pour montrer 1’égalité, on étudie
les dimensions. On a par le théoréeme du rang :

4 = dim Ker(¢4) + dim Im(p4).

Or Im(p4) est un sous-espace vectoriel de R, non nul car ¢4 est non nul (p4(1) =1
par exemple). Donc Im(ps) =R et on a :

dim Ker(¢4) = dim(E) — 1.

Ainsi Ker(gpy4) est aussi un hyperplan de E (ce qu’on savait avec le Complément 2
- Formes linéaires et hyperplans puisque c’est le noyau d’une forme linéaire non
nulle). Par égalité des dimensions et 'inclusion H C Ker(p4), on peut donc conclure
que :

H = Ker(p).

Il n’y a pas unicité de la forme linéaire : par exemple 2¢, convient aussi puisque
Ker(2¢4) = Ker(py) = H.

Remarque. Et on a d’ailleurs montré dans le Complément 2 - Formes linéaires
et hyperplans que toutes les formes linéaires qui conviennent sont de cette « forme »,
puisque si H = Ker(p) = Ker(1), alors il existe A € R* tel que ¢ = \i).
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2. Montrons que (-,-) est un produit scalaire sur E. La bilinéarité, la symétrie et la positivité
ne posent pas de difficulté. Montrons le caractere défini positif. Soit pour cela P € E tel
que :

(P,P)=0 = P(1)?+P(2)*+P(3)>+ P(4)?=0.

On en déduit que P(1) = P(2) = P(3) = P(4) = 0. P admet donc 4 racines distinctes, et
est de degré < 3. C’est donc le polynéme nul.

Ainsi (-, -) est bien un produit scalaire sur E.

Commencons par déterminer H+. On a :

(P1,Q) =0 Q(1) =0
QEHT & (PQ)=0 ©<Q(2)=0 < P divise Q
(P3,Q)=0 Q@B) =0
< AN eR, = AP,
QER3[X] @ !
P.
Ainsi on a H+ = Vect(Py). On dispose donc de la base orthonormée <e4 = || P4H) de H+.
4

D’oti I'expression du projeté orthogonal de P € F sur Ht :

<P7P4>
prL(P) = (P es)es = AR Py.

Or on a:
|Py||> = P4(4)* =36 et (P,P)=6P(4).

Ainsi le projeté orthogonal de P € E sur H' est :

6(4)
36

P4)

pHL(P) = P4 = 6 P4.

Exercice 24.34 (k% %% - Oral ESCP 2006)

Soit n un entier supérieur ou égal a 2.

On pose E' = R™ muni de son produit scalaire canonique, noté (-,-). On note || -|| la norme euclidienne
associée. Un endomorphisme g de E est dit orthogonal si pour tout (z,y) € E? on a :

(9(z),9(y)) = (z,y).

1. Soit g un endomorphisme de E. Montrer que les trois assertions suivantes sont équivalentes :

(i) g et orthogonal
(ii) Pour tout z € E, ||g(x)|| = ||z||.

(iii) L’image par g d’une base orthonormée de E est une base orthonormée de E.
On note 0, (R) I’ensemble des endomorphismes orthogonaux de E.

2. Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Montrer que F est stable par tous les éléments de 7, (R)
si, et seulement si, F' = {Og} ou FF = FE

On pourra montrer que si F' # {0g} et F' # E, il existe un élément de 0, (R), que l’'on exhibera,
qui ne laisse pas F stable).

3. Soit f un endomorphisme de E. On suppose, pour toute la suite de ’exercice, que f commute
avec tous les éléments de O, (R).

(a) Montrer que Ker(f) est stable par tous les éléments de &, (R).
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(b) Montrer que pour tout réel A, Ker (f — Aidg) est stable par tous les éléments de 7, (R).
(¢) En déduire que pour tout réel A, Ker (f — Aidg) = {Og} ou Ker (f — A\idg) = E.

4. On suppose que n est impair, et on admet qu’alors tout endomorphisme de R"™ admet au moins
une valeur propre réelle.

Montrer qu’il existe A\g € R tel que f = A\pidg.

Exercice 24.35 (% %)
Soit n > 1 et soit E = R,[z]. On définit f : F — R[z] par f(P) = —P"(z) 4+ 2zP'(z) + P(x).

1. Montrer que f est un endomorphisme de E.

“+o00

2. Montrer que pour tout P,Q € F, P(t)Q(t)e_tZdt converge.
— 0o
+oo 2
3. Montrer que (P, Q) = P(t)Q(t)e™ " dt définit un produit scalaire sur E.
—0o0
4. Prouver que YP,Q € B, (P',Q) = (f(P),Q) - (P, Q).

5. En déduire que f est un endomorphisme symétrique de E.

1. Pour tout P € E, on a deg(P) < n et donc :
deg(f(P)) < max(deg(P"), deg(X P'), deg(P)) < n.
Donc f est bien a valeur dans FE.

Montrons que f est linéaire. Pour tout P,Q € E et o, € R, on a :

f(aP + Q) = —(aP + Q)" 4+ 2X (aP + BQ)' + (aP + Q)
= —(aP" + Q") +2X (aP' + BQ") + (aP + Q)
=a(—P"+2XP +P)+ B(-Q" +2XQ" + Q) = af (P) + Bf(Q).

Donc f est un endomorphisme de E.

2. Soit P et @Q € E, qu'on supposera non nul (sinon la convergence est évidente). Notons
respectivement a, X? et b, X ? les termes dominants de P et (). La fonction ¢t — P BQ(t)e "

“+o0o
est continue comme produit de fonctions qui le sont. L’intégrale / P(t)Q(t)e_t2 dt est
—00
donc généralisée en +0o et en —oo.
En 400, on a :
o 12 —2 ~ 24p+q,—t? — 1+ —u : _
t*P(t)Q(t)e apbgt e =, apbgu "2 e oo 0 par croissance com

1
parées. Ainsi on a P(t)Q(t)e " = o <>
1
. t—2>0pourt0utt>0.

+00
. / —- converge en tant qu’intégrale de Riemann en +o0o d’exposant 2 > 1.
1

2
+o0 5
Par théoréme de comparaison, on en déduit que P(t)Q(t)e”" dt converge. On montre
0
+o0o
de méme la convergence en —oo. D’ou la convergence de U'intégrale P(t)Q(t)e_t2 dt.
—0o0
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3. Montrons que (-,-) est un produit scalaire sur E.

o Linéarité a gauche. VP, Py, Q € R[X], VA1, A2 € R, on a :

<)\1P1 + Ao Ps, Q> = /+OO()\1P1 + )\QPQ)(t)Q(t)e*tzdt

— 00

- /+OO(>\1P1(t) + A2 Pa(1)Q(t)e ™" dt
=X\ _+OO PL)Qt)edt + Mg _+oo P(t)Q(t)e " dt

o0 o0

par linéarité de l'intégrale (les intégrales convergent !)

= )\1<P1, Q> + )\2<P27 Q)

e Symétrie.
+00 +oo

(P.Q)=| PORMedt= | QUPHe " dt=(QP).

0o _
En particulier, on en déduit que (-,-) est linéaire a droite.
e Positivité. Pour tout P € E
+o0 9 5
(P,P) = Pt)*e"dt >0
—00
en tant qu’intégrale d’'une fonction positive.
o Défini positif. Soit P tel que (P,P) =0. On a :
+o0o
0= P(t)2e " dt

—00

Or t +— P(t)%e~! est continue et positive sur R. Son intégrale est donc nulle si et
seulement si :

VteR, P2 =0=VteR, P(t) =0.

P admet donc une infinité de racines. C’est donc le polynéme nul. Donc P = 0 et
(+,-) est défini positif.

Ainsi (-,-) est un produit scalaire sur E.
4. Pour tout P, € E, on a par linéarité a gauche :
(f(P),Q)—(P,Q) =—(P",Q)+ 2XP",Q). (%)
Orona:

(P",Q) = /_ o P'H)Q(t)e " dt.

e}

Soit A < B. Effectuons une intégration par parties sur le segment [A, B].

+ Qt)e " P"(t)

N
Q-2 L P
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Les fonctions ¢ — P'(t) et ¢t — Q(t)e™* sont de classe €* sur R. Par intégration par
parties, on obtient :

B 2 271 B B 2
/A P(0)Q()e dt = [P (0)Q(1)e ], - / P [Q(t) - 200(8)] e dt

A A

= P/(B)Q(B)e B — P'(A)Q(A)e " — /A ’ P'(1) [Q(t) — 2tQ(t)] e dt

On obtient lorsque B — +oo (tout converge d’apres la question 2. et par croissance

comparée) :
+o0 2 2 +00 2
| P'0QMe T dt = —P(A)QA)e — [ P [Q'() —2tQ(1)] e " dt

Et lorsque A — —o0o (de méme, tout converge) :
+o00

+oo 5 +oo 2
| Pwewe =~ [ P00 -2 et = -

—00 —00

soit encore :
(P",Q) = —(P, Q') + 2X P, Q).

D’oti en substituant dans () :
(f(P),Q) = (P,Q) = (P, Q) — 2XP',Q) + 2XP',Q) = (P, Q).
5. Commencons par rappeler la définition d’un endomorphisme symétrique.

Rappel. Endomorphisme symétrique.

Un endomorphisme f d’un espace euclidien E est symétrique si :

Ve,y € B, (f(2),y) = (z, f(y))-

Ici on a pour tout P,QQ € FE :

'S

(f(P),Q)=(P,Q)+(P,Q)

={(Q',P') + (Q,P) par sym. du prod. scal.
4 (f(Q),P)y= (P, f(Q)) toujours par sym.

Donc f est bien un endomorphisme symétrique de E.

Exercice 24.36 (%)

1.

Soit A € #,(R). On pose S = 'AA. Montrer que S est symétrique, et que toutes ses valeurs
propres sont positives ou nulles.

Soit S une matrice symétrique dont toutes les valeurs propres sont positives ou nulles. Montrer

qu'il existe A € ., (R) telle que S = 'AA.

Application. S = (2 1). Déterminer une matrice A € .#5(R) telle que S = tAA.

1 2
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1. Commencons par quelques rappels sur application transposée.

Rappel. Application transposée.

o A€ M(R) =t A e M(R) est « Y(AB) =! B'A.
linéaire.
. {(tA) = A. o Tr(*A) = Tr(A).

En utilisant les propriétés de la transposée, on obtient que S est bien symétrique puisque

tS =t (tAA) = (tA)(*A) =t AA.

Montrons a présent que les valeurs propres de S sont toutes positives. Soit pour cela A une
valeur propre de S, et X # 0,1 un vecteur propre associé¢. On a :

PAAX = 0X = HAX)(AX) ="' X'TAAX = N X X.

D’ou en notant | - || la norme sur ., 1 (R) associée au produit scalaire canonique :
AX|?
AX|? =N X|2 = _ | > 0.
IAXIF= AT G A= e

Les valeurs propres de S sont donc positives ou nulles.

2. Quelques rappels tout d’abord sur la réduction des endomorphismes et matrices symétriques.

Rappel. Réduction des endomorphismes et matrices symétriques.

Soit f un endomorphisme d’un espace euclidien E.

e Les valeurs propres de f sont réelles.

o Les sous-espaces propres de f sont deux a deux orthogonaux. En particulier, une
famille de vecteurs associés a des valeurs propres distinctes est orthogonale.

e Théoreéme spectral.
f est diagonalisable, a valeurs propres réelles, et il existe une base orthonormée
de F formée de vecteurs propres de f.

e Traduction matricielle du théoréme spectral.

Si A est symétrique réelle, alors A est diagonalisable, a valeurs propres réelles,
et il existe P orthogonale et D diagonale telles que :

D =P AP ='PAP,

Comme S est symétrique réelle, elle diagonalise en base orthonormée, et il existe P orthog-
onale, et D = diag()\1,..., \,) diagonale telles que :

S=PDP'=pPD'P.

Notons D' = diag(v/A1, - .., v An) (existe bien car les \; sont positif par hypothése). On a :

S =PD?*'P=(PD''P)(PD''P) = (PD''P)%
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Posons A= PD''P. Ona ‘A= YPD''P)=t('P)!D''P = PD''P = A, et donc :
S =A% =1AA.
D’ou le résultat voulu.

3. S étant symétrique réelle, on sait qu’il existe bien une telle matrice A. Procédons comme
a la question 2., en diagonalisant S en base orthonormée.

Commengons par chercher les valeurs propres de S. On a :

11
(1)

qui est de rang 1. Donc 1 est valeur propre de S et dim(E;(S)) =2—1=1. Depluson a :

(5) €E(S) & x+y=0.

o1 (%) ) v (1)

Pour obtenir I’autre valeur propre, on peut au choix prendre la trace de S (qui est diag-
onalisable car symétrique réelle), ou remarquer (comme d’habitude pour ce « type » de

matrices) que :
1 1

Donc 3 est valeur propre de S, et 1 < dim(FE3(S)) <1 (car on a déja dim(E;(S)) = 1), de
sorte que E3(S) = Vect (G))

On a donc une base de vecteurs propres de .S, reste & obtenir une base orthonormée de
vecteurs propres. Comme S est symétrique réelle, ces sous-espaces propres sont deux a

1 1
deux orthogonaux, ce qu’on remarque d’ailleurs dans notre situation. Donc ((_1> , <1>>

est orthogonale. Il reste a normaliser les vecteurs pour obtenir une base orthonormée de

vecteurs propres de S :
2
1 1
1 1

1
En posant P = ﬁ <_1 1) et D = diag(1,3), on a donc que P est orthogonale et que :

2

S = PD'P.
En posant D' = diag(1,v/3) et A= PD''P, on a donc :
S =tAA.

X . 1 (1+v3 1-3
Apres calculs, on obtlentA—§ (1_ /3 14 \/§>

Exercice 24.37 (%k%)
Soit n € N. On note R, [x] 'espace vectoriel des polynomes a coefficients réels de degré au plus n.
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Etude d’un endomorphisme

On consideére I'application u qui & P € R, [z] associe u(P) = (2% — 1)P"(z) + 22 P'(z).

1
2

3.

Montrer que u est un endomorphisme de R, [z].
Déterminer la matrice A de u dans la base canonique de R, [z].

Déterminer les valeurs propres de u.

)

b) w est-il un automorphisme de Ry, [z] ?
) Montrer que u est diagonalisable. Préciser la dimension de chaque sous-espace propre.
)

tel que :
U(Pk;) = ]{i(k‘ + 1)Pk.

(b) Montrer que pour tout k € {0,...,n}, Py est de degré k.
(c) Déterminer Py, P; et Ps.

Polynémes de Legendre

Soit k € {0,...,n}. On note Qj = (z% — 1)¥ et Ly, la dérivée k-itme de Qj, : Ly = Q.

d.
6.

7.

Montrer que L € R, [z] et déterminer son ceefficient dominant.

Vérifier que (22 — 1)Q).(z) = 2kzQy(z) puis en dérivant (k + 1) fois cette égalité a I'aide de la
formule de Leibniz, montrer que :

(x% — 1)L}(x) + 22 L) (x) = k(k + 1) Ly(z).

k!

En déduire que P, = WLk.

Produit scalaire et orthogonalité

8.

9.

10.

1
Montrer que (P, Q) = / P(t)Q(t)dt définit un produit scalaire sur Ry, [z].
—1

Montrer que u est un endomorphisme symétrique de Ry, [z].
d dP
=—((1-2?)—).
dx (( ) dz)

En déduire que la famille Lj des polyndémes de Legendre est orthogonale pour le produit scalaire

<’>

On pourra pour cela noter que u(P)

1. Pour tout P € R,[X], on a :
deg(u(P)) < max(deg((X?—1)P"),deg(2X P')) = max(deg(P")+2,deg(P’)+1) < deg(P) < n.
Donc u est bien a valeurs dans R,,[X].
Montrons que u est linéaire. Soit pour cela P,Q € R,[X] et o, €R. On a :

u(aP + BQ) = (X = 1)(aP + Q)" + 2X (aP + Q) = (X* = 1)((aP" + BQ") + 2X (aP' + BQ")
=a[(X?=1)P"+2XP| + 8 [(X2 - 1)Q" + 2X Q|

Donc u est un endomorphisme de R, [X].
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2.

3.

4.

On a:

et pour tout 2 < k <n:

w(X®) = (X2 = 1) [k(k = )XP2] 42X [kXP7Y] = [k(k = 1) + 2K] X* — k(k — 1) X+
= k(k+1)X" — k(k —1)XF2

La matrice A de u dans la base canonique de R,,[X] est donc :

0o 0 -2 0 ... ... 0
0 2 0
0 0 6 :
A= 0
—n(n —1)
: . . 0
0 ... ... ... ... 0 n(n+1

(a) A étant triangulaire supérieure, ses valeurs propres se trouvent sur sa diagonale. Ainsi
on a Sp(A) =Sp(u) ={k(k+1), 0 <k <n}.

(b) w n’est pas un automorphisme de R,,[X] car 0 € Sp(u).

(¢c) u admet n + 1 valeurs propres distinctes dans un espace de dimension n + 1. wu est
donc diagonalisable, et ses sous-espaces propres sont tous de dimension 1.

(a) Soit 0 < k < n. Comme nous venons de le dire, le sous-espace propre Ek(k+1)(u) est
de dimension 1, donc il existe (), un polynéme non nul tel que :

Epk+1)(u) = Vect(Qy).

Si on note oy son coefficient dominant (qui est non nul car Qy # Or,,[ X]), le polynéme

P, = —(Qy, est unitaire et on a :
o,
Eys1) (u) = Vect(Py).
D’ou I'existence d’un tel polynéme P.
Supposons que l'on ait Ry un polynéme unitaire de R,,[X] tel que :
u(Ry) = k(k + 1)Ry.
Alors on aurait Ry, € Ej(,41)(u) = Vect(Py), de sorte qu'’il existerait ay € R tel que :
Ry = apPr.

Les polynoémes Ry, et P, étant unitaire, on aurait alors a, = 1, et donc Ry = P,. D’ou
I’unicité d’un tel polynéme FP.

(b) Soit toujours 0 < k < n fixé. Ecrivons le polynéme P, sous la forme (en rappelant
qu’il est unitaire !) :
Po=X'+R
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ou d = deg(Pyg) et R polynome de degré < d. On a par linéarité de u (et en utilisant
les calculs effectués a la question 2.) :

u(Py) = d(d+1)X%—d(d — 1) X2 + u(R).

poly. de deg. <d

Ainsi le coefficient dominant de u(FPy) est égal & d(d + 1). Or on a :
w(Py) = k(k+1)Py = k(k+1)X%+ k(k+1)R
—_———

poly. de deg. <d

En identifiant les coefficients dominants, on obtient donc (la fonction = +— z(z + 1)
étant strictement croissante sur R, et donc injective) :

dd+1)=k(k+1) = d=Fk

Ainsi le polynéme Py est bien de degré k.

(¢) On a vu que u(l) =0 = 0(0+ 1) x 1, et donc par unicité Py = 1. De méme, on a
u(X)=2X=1(14+1)X, et donc P, = X.

On cherche P> = X2 + bX + c satisfaisant u(P,) = 6P, ce qui se réécrit (en utilisant
la linéarité de u) :

6X2 +6bX + 6¢ = u(X?) + bu(X) + cu(1) = 6X? — 2 + 2bX.
= 1
6c = —2 c=—3

5. On a deg(Qg) = 2k, d’ou en dérivant k fois, deg(Ly) = 2k — k = k.

D’ou le systeme :

Ainsi on a Py = X2 — %

De plus, Q. est unitaire de terme dominant X?*. En dérivant k fois, le terme dominant de
L;, est donc :

2k)!
(2K)(2k —1)... (k+ 1) X" = (:‘)X’“.
o . . (2k)!
Ainsi le coefficient dominant de L est X

6. On a :
(X2 = 1)@ = (X2 = 1) [k(2X)(X? = D} = 26X (X2 = 1)} = 26X Q.
Notons R = X2 — 1 et S = 2kX, de sorte que 1’égalité précédente se réécrit :

RQ}, = SQ.

On va dériver cette expression (k + 1) fois a 1’aide de la formule de Leibniz :

k+1 k+1
k1), » Er1) ., »
3 ( + )R(@)ngz ) _ 3 ( JZF )S(Z)Qgcﬂ )

i—0 \ ° i=0
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Or on a R = 0 pour tout i > 3 et S® = 0 pour tout i > 2. Ce qui donne donc :

k+1 kE+1 k+1 E+1 kE+1
( 0 )R(O)Qik””( 1 )R(I)Ql(ckH”( 2 )RmQ < 0 )S(O)Q(kﬂ) ( 1 )S(I)Q;(f)

Soit en substituant :

(k + EEDE Y0 — o x QD 4 (4 1)260™

(X2 - 1)Q¥™ 4 (k4 1)2x QP 4
D’ou :
(X2 - 1)L +2(k+ 1)X L}, + k(k + 1)Ly = 2kX L}, + 2k(k + 1)Ly,
On obtient donc bien I'identité voulue :
(X? = 1)L} +2XL), = k(k + 1)Ly
7. L’égalité précédente se réécrit :
w(Ly) = k(k+ 1)Ly

Comme de plus Ly € R,[X], on a Ly € Ejy(y1)(u) = Vect(Py). 11 existe donc o, € R tel

que :
Lk = akpk-
. . . . (2k)! k!
En identifiant les coefficients dominants, on a T ay, et donc P, = mLk.

8. Montrons que (-,-) est un produit scalaire sur R,,[X].

o Linéarité a gauche. VP, Py, Q € R, [X], VA1, A2 € R, on a :
1
P+ AP, Q) = [ (Pt + AP (DQ(0)de
1
= [ OuP®) + XaPa()Q(t)de

1
=x [ rme@a+x [ o
= AM(PL, Q) + A2 (P2, Q)
o Symétrie.
1
Q)= [ P = [ Qwria=(Q.P)
En particulier, on en déduit que (-, -) est linéaire a droite.
e Positif.
1
(P,P) = / P(t)%dt > 0
-1
en tant qu’intégrale d’une fonction positive.

o Défini positif. Soit P tel que (P,P) =0. On a :

0= /11 P(t)%dt
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La fonction ¢ +— P(t)? étant continue et positive sur [—1,1], son intégrale est nulle
si et seulement si :

vt e [-1,1], Pt)*=0=Vte|[-1,1], P(t)=0.

P admet donc une infinité de racines (tous les réels entre —1 et 1). C’est donc le
polynoéme nul. Donc P =0 et (-,-) est défini positif.

Ainsi (-,-) est un produit scalaire sur R,,[X].

9. Pour montrer que u est un endomorphisme symétrique de R,,[X], on va revenir a la défini-
tion, en notant que u(P) = [(X? —1)P']" pour tout P € R,[X].

Soit donc P,@ € R,[X]. On a :

flew @ - )P
N
oew Lo@ovypw

Les fonctions t + Q(t) et t — (12 — 1)P'(t) sont de classe ¢! sur [—1,1]. Par intégration
par parties, on obtient :

1 1
wp),@) = [eow -nPo]’ - [ Que - yPoa
-1
-~ [ QmE - vP o

-1

En inversant les roles de P et de ) dans la formule précédente, on obtient :

(P,u@) = (@, P) =~ [ PO - 1Q0)dt = (u(P), Q).

Donc u est un endomorphisme symétrique de (R,[X], (-,)).

10. (Lk)ke[[o,n}] est une famille de vecteurs propres de u associés a des valeurs propres distinctes.
Comme u est un endomorphisme symétrique de (R, [X], (-,-)), on en déduit par le cours
que (L)kefo,n) est donc une famille orthogonale pour le produit scalaire (-, -).

Exercice 24.38 (% %)
Soit E un espace euclidien et soit f € Z(F) un endomorphisme symétrique. Montrer qu’il y a
équivalence entre :

(1) VA € Spec(f), |A < 1, | @) VzeE, |f@)] < |z

(2] = (1) Soit A une valeur propre de f, et x un vecteur propre associé. On a par hypothese :

[f@I <zl = Al = Azl < flef] - = [A[ <1
x#0p

(1] = (2) Supposons que Spec(f) C [—1,1]. Puisque f est symétrique, il existe une base orthonormée
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(e1,...,en) de E formée de vecteurs propres de f. Notons Aj,..., A\, les valeurs propres
n

associées. Soit z € E. Il existe (z1,...,x,) € R™ tel que z = Z xie;, décomposition de x
i=1

dans notre base orthonormée. Rappelons alors quelques résultats de cours :

Rappel. Formules dans une base orthonormée
B = (e1,...,en).
— Pour tout x de F/, on a :
x=(er,z)er + ...+ (en, x)ep.

<‘T7 81)
Autrement dit, on a Mgz(x) = :
(z,en)

— Pour tout z =x1e1+... +zhep, et y =y1e1+ ...+ ypen, de £, 0n a :
<‘T7y> =zy1+ ...+ TpYn = <«T,€1><y, 61> +- <$,€n><y, €n>~

— Pour tout x = x1e1 4+ ...+ zne, de E, on a :

HxH2 = w% +...+m721 = <.’L‘,61>2 4+ -+ <w,en)2.

On a donc ici :

|z]|* =2+ -+ a2

et :
2

2 n n
£ (@) = =D N <) af = |zl
i=1 i=1

> wif(ed)
i=1

n
> ke
i=1

D’ou le résultat voulu.

Soit (E,(-,-)) un espace euclidien rapport¢é a une base orthonormée

Exercice 24.39 (k%% - QSP ESCP 2021)

Soit n € N*. On considere I'ensemble A = {M € #,(R), M™ = 0,}. Soit F' un sous-espace vectoriel

de #,(R) inclus dans 4.
1. Quelles sont les matrices symétriques qui appartiennent a .4 ?

n(n —1)

2. En déduire que dim(F') < 5

réalise 'égalité 7

. Existe-t-il un sous-espace F' de .#,(R) inclus dans .4~ qui

Exercice 24.40 (%% %)
Trouver toutes les matrices X € ., (R) telles que : X ‘XX = I,,.

En multipliant par !X & gauche, on obtient :
IXX'XX ="X.

Ainsi 'X est symétrique, et donc X aussi. Et I’équation de I’énoncé se réécrit alors :

X3 =1,

57



ECG2 - Maths approfondies Lycée Louis Pergaud

Comme X est symétrique, X est donc diagonalisable et ses valeurs propres sont réelles. De plus,
si \ est valeur propre de X, alors A3 = 1, et \ est une racine cubique de I'unité. Or 1 est la seule

2ik
racine cubique de 'unité dans R (qui rappelons le sont les exp (Z?)?T) avec k = 0,1,2). Ainsi

Sp(X) = {1} et X étant diagonalisable, on a donc X = I,,. Réciproquement, X = I,, est bien
solution de I’équation.

Exercice 24.41 (k%% - QSP HEC 2009)
Soient f et g deux endomorphismes symétriques d’un espace vectoriel euclidien F, dont toutes les
valeurs propres sont positives ou nulles.

1. Monter qu'il existe un endomorphisme symétrique ¢ tel que f = ¢?.

2. Montrer que Ker(f + g) = Ker(f) NnKer(g).

1. Comme f est symétrique réelle, elle est diagonalisable en base orthonormée. 11 existe donc
% = (e1,...,e,) une base orthonormée de E formée de vecteurs propres de f associés
respectivement aux valeurs propres Aj,..., A, (non nécessairement distinctes, mais toutes
strictement positives par hypothese) tel que :

A 0 v 0\
My(f) = =
0 An 0 Vo

VA1 0
Soit ¢ I'unique endomorphisme de E tel que Mgz(¢) = . Un tel endo-

0 Vn

morphisme existe et est unique car 'application

est un isomorphisme d’espaces vectoriels. Puisque cette matrice est symétrique dans une
base orthonormée, on a que ¢ est un endomorphisme symétrique, a valeurs propres stricte-
ment positives, et tel que Myz(¢?) = My(4)? = My(f). Ainsi on a bien ¢? = f (par
injectivité de ® ).

2. L’inclusion Ker(f) N Ker(g) C Ker(f + g) est immédiate puisque si z € Ker(f) N Ker(g),
alors on a f(z) = g(x) = 0, et donc (f + g)(z) = 0.

On étudie l'inclusion réciproque : soit donc x € Ker(f +g). On a :

(f+9)@) =0 = flz)=—g(@)

Utilisons la question 1., et prenons ¢ et ¢ des endomorphismes symétriques tels que ¢? = f
et 2 =g¢. On a alors :

(@, f@)) = (@, ¢*(2)) = ($(x), $()) = |o(x)[|*

car ¢ est symétrique. De méme on a (z, g(z)) = ||¢(z)]|?. D’olt avec la premiére inégalité :

lo(@)|I* = (2, f(2)) = — (2, g(2)) = =l (2)]*.
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Ainsi on a ¢(z) = ¥(z) = 0g, et donc f(z) = ¢?(x) = O et g(x) = ¥?(z) = Op. Par suite
x appartient bien a Ker(f) N Ker(g). D’ou Ker(f + g) C Ker(f) N Ker(g), et donc 1’égalité
entre ces deux ensembles.

Exercice 24.42 (%% % - Oral ESCP 2022)
Pour (p,q) € (N*)2, on note .#),,(R) Pensemble des matrices & p lignes et ¢ colonnes a coefficients
réels. Si A = (a;;) et B = (b; ;) sont deux éléments de .#), 4(R), on pose C = A x B la matrice de
Mp.q(R) définie par :

Vi € [[1,])]], Vj e [[1,q]], Cij = Q4 b@j.

Une matrice A € #,(R) est dite symétrique positive si :
e A est symétrique;
e pour tout U € .#,1(R), on a UAU > 0.
On note S, (R) 'ensemble des matrices de .#,(R) symétriques positives.
1. Montrer que si (M, N) € (S;F(R))? et A >0, alors A\M + N € S (R).
2. Soit U € 4,1 (R). Montrer que A = U'U € S} (R)
3. Montrer que si U € #,1(R) et V € #,1(R), alors (UU)x (VW) = (UxV){(UxV).

4. Soit A € Sf(R). On note (Uy,...,Uy,) une base orthonormée de vecteurs propres de A et on
note (Ai,...,Ap) les valeurs propres correspondantes.

(a) Montrer que \; > 0 pour tout j € [1,p].

P
(b) Montrer que A = Z \U;U;.
j=1

5. Montrer que si A et B appartiennent a SJ (R), alors A x B appartient a S’; (R).

Exercice 24.43 (%)
Soit ¢ : R? — R la forme quadratique définie par :

q((w1, 12, 23)) = 2(xF + 23 + 23 + 2129 + 1123 + T273).
1. Déterminer la matrice M canoniquement associée a q.
2. Justifier que M est diagonalisable dans une base orthonormale.
3. Déterminer le signe de q.
4. Construire une base orthonormée de R?® constituée de vecteurs propres de M.

5. Retrouver le signe de ¢ par une autre méthode.

Exercice 24.44 (%% %)

Soit E' un espace vectoriel euclidien de dimension n > 1.

On appelle matrice de Gram d’une famille (z1,...,2,) de vecteurs de E la matrice G(x1,...,xz,) €
Mp(R) de coefficient général (x;, x;).

1. Montrer que G(z1, ..., xy) est une matrice symétrique réelle dont les valeurs propres sont toutes
positives.
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2. Soit # = (ey, ..., ey) une base orthonormée de E, et A la matrice figurant la famille (x1,...,zy)
dans la base A.

(a) Exprimer G(z1,...,7,) en fonction de A et ‘A.
(b) En déduire que le rang de la matrice G(z1, ..., x,) est égal au rang de la famille (x1, ..., zy).

3. Soit M € .#,(R). A quelle(s) condition(s) existe-t-il une famille (z,...,z,) de vecteurs de F
telle que M = G(x1,...,zy) ?

4. Application. On suppose n > 2. Pour quelle valeurs de ¢ réelles existe-t-il une famille
(x1,...,2,) de vecteurs unitaires de E vérifiant (x;,x;) = ¢ pour tous les indices i et j dis-
tincts.
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