ECG2 - Maths approfondies Lycée Louis Pergaud

TD25

Révisions de probabilité

Variables discretes

Exercice 25.1 (%)

Aux championnats du monde 2015 d’athlétisme, trois francais figurent parmi les huit finalistes du
110m haies. D’apres les commentateurs de la télévision francaise, « cette finale va étre tres serrée,
tous les finalistes sont du méme niveau et ont les mémes chances ».

Quelle est la probabilité qu’au moins un francais figure sur le podium ?

Les finalistes étant tous de méme niveau, tous les podiums (non ordonné) ont la méme probabilité
de se réaliser : on est donc dans une situation d’équiprobabilité. On va donc dénombrer le
nombre de cas favorables (nombre de podiums avec au moins un frangais) et le nombre de cas
possible.

Pour le nombre de cas possibles, choisir un podium, c’est choisir trois athlétes parmi les huit

_8XTx6
6

Pour le nombre de cas favorables, plutét que de dénombrer le nombre de podiums contenant au
moins un frangais (ce qui serait pénible et nous amenerait a faire des distinctions de cas...), on va

dénombrer plutdt ceux ne comportant aucun frangais. Un tel podium est obtenu en choisissant

5x4x3
trois athletes parmi les cinq qui ne sont pas francais. Il y a (g) =% tels podiums.

finalistes. Il y a donc (g) podiums possibles.

5
5x4x3 5
La probabilité qu’aucun frangais ne soit sur le podium est donc % _ X EXS —.
(5) 8xT7x6 28

Et donc en passant & ’événement contraire, la probabilité qu’au moins un francais figure sur le

5
i 1—-—=—~0.82.
podium est 5% = 28 0.8

Remarque. Et... le résultat de la finale en vidéo !

Exercice 25.2 (%)
On dispose de deux dés A et B. Le dé A comporte quatre faces rouges et deux faces jaunes. Le dé B
comporte deux faces rouges et quatre faces jaunes. On lance une piece de monnaie qui tombe sur pile

avec la probabilité 3 Alors :

« sila piece tombe sur « pile », on ne joue ensuite qu’avec le dé A,

e sinon, on ne joue ensuite qu’avec le dé B.

1. Déterminer la probabilité d’obtenir « rouge » au premier lancer du dé.

2. On a obtenu « rouge » aux deux premiers lancers du dé. Quelle est la probabilité d’obtenir
« rouge » au troisieme ?

3. On a obtenu « rouge » aux n premiers lancers du dé. Quelle est la probabilité p, que la piéce
soit tombée sur « pile » 7


https://youtu.be/dQ-DS4BszNU
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1. Introduisons les événements « primaires » pour cette épreuve : notons P ’évenement
« obtenir pile », et R; I’évenement « obtenir une face rouge au i-eéme lancer de dé ». On
cherche ici P(R;). Notons que I’épreuve se déroule en deux temps : une premiere étape ou
I'un et un seul des événements P ou P est réalisé, et une deuxiéme étape ot R; est réalisé
ou non. On est donc dans une situation type d’application de la formule des probabilités
totales.

A Paide du SCE (P, P), on a :

P(Ry) = P(Ry N P) + P(R N P) = P(P)Pp(Ry) + P(P)P5(Ry) = % y
P(R1 N Ry N Rg)

P (Rl N Rg)
formule des probabilités totales avec le méme systeme complet d’évenements :

2. La probabilité recherchée est Pr,ng,(R3) = . On va la aussi utiliser la

P(RlﬂRQQRg):P(RlﬂRQﬂRgﬂP)-}-P(RlﬂRQﬂR;gﬂP)

= P(P)Pp(Rl NRoN Rg) + P(P)Pﬁ(Rl NRoN Rg)

1 (4)3 2 <2)3 80
= —X|=)] +=x=)] = —
lancers indép. 3 6 3 6 3% 63

1 4\2 2 2\ 2 24
P(leR2)23X<> +3X(>

et de méme :

6 6) ~ 3x62
On obtient :
80
80 5
P e 3X63 ey = —
mon (Hs) 2T 6x24 9
X6

3. On cherche la probabilité p, = Pg,n..nR, (P), c’est-a-dire la probabilité de la cause P
sachant la conséquence Ry N---N R,. On applique donc ici la formule de Bayes. On a :
_ P(Rin---NR,NP) P(P)Pp(RiN---NRy,)
Pn = T PRIN - NRy)  P(P)Pp(RiN-- N Ry) + P(P)Po(Ri NN Ry)

Calculons a présent :

2\ " 1\"
PP(Rl feeeh Rn) lancers:indép. (3) ot Pﬁ(Rl aen Rn) lancers:indép. (3) .

On obtient en substituant :

bp
Pn=71_92" T2 1 " on

Exercice 25.3 (%)

Un candidat passe chaque année 3 concours indépendants, et la probabilité de réussite a chacun de
ces concours vaut % Soit X le nombre d’années nécessaires a la réussite d’au moins un concours.
Déterminer la loi de X, son espérance et sa variance.
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X représente le temps d’attente du premier succes lors d’une répétition d’épreuves de Bernoulli,
a savoir A : « réussir au moins un concours au cours d’'une année scolaire », identiques et
indépendantes (les résultats d’une année a l’autre sont supposés indépendants). Donc X suit une
loi géométrique de parametre p égal a la probabilité de 1’événement A.

Reste a calculer P(A). Pour une année donnée, le nombre Y de concours réussis par le candi-
dat suit une loi binomiale %3, %), puisque cela correspond au nombre de succes « réussir au
concours » dans une répétition de trois épreuves de Bernouli indépendantes. On a donc :

p:P(Y>0):1—p(yZO):1_<3> (;)0@)3:1_287:;3

On a donc X < ¢(19/27). En particulier E(X) et V(X) existent et valent :

1 27 1-p 216
E(X)=-="" et V(X)=—F =22,
p 19 P 361

Exercice 25.4 (%) 1
1. Soit X une variable aléatoire suivant la loi géométrique ¥ (p), et soit ¥ = X Y admet-t-elle

une espérance ?

1
2. Soit X — Z(N\) etY = X1 Montrer que E(Y') existe et la calculer.

Avant de commencer, rappelons le théoreme de transfert qu’il va falloir utiliser ici.

Rappel. Théoréme de transfert.

Soit X une variable aléatoire discréte et g une application de X (€2) dans R. Alors la fonction
g(X) : © — R est une variable aléatoire discréte. De plus, on a :
e Si X est une variable aléatoire discrete finie :
La variable aléatoire g(X) posséde une espérance, et on a :

E(g(X)) = Z g(x)P([X =z]) (somme finie).
z€X(Q)

e Si X est une variable aléatoire discrete infinie :

La variable aléatoire g(X ) posséde une espérance si et seulement si la série Z g(zp)P([X =
xy]) converge absolument. Dans ce cas, on a :

E(g(X)) = Z g(z)P([X = z]) (série absolument convergente).
zeX ()

(1—p)t

1
1. Y admet une espérance si et seulement si la série Z —P(X =n) = Z D .

n>1 n n>1
converge absolument, donc converge puisque son terme général est positif.

Or on a:
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1-—pn

e pourtoutn >1, 0<p <p(l—p)nt;
n

o la série Z (1—p)" ! converge en tant que série géométrique de raison (1—p) €]—1,1[.
n>1

- . R . . (1—p)nt
Par théoréeme de comparaison de séries a termes positifs, la série Z p———— converge

n>1
donc (absolument). Donc E(Y) existe.

Autre méthode. On pouvait aussi utiliser le résultat suivant.

Rappel. Existence de I’espérance par domination.

Soit X et Y deux variables aléatoires telles que |X| <Y presque siirement.

SiY admet une espérance alors X admet aussi une espérance et on a |[E(X)| < E(Y).

Iciona 0<Y = X < 1. Comme la variable constante Z = 1 admet une espérance, on en

déduit que E(Y) existe et on a :
B(Y)| < B(Z) =1

Comme de plus Y >0, 0on a E(Y) >0, et donc 0 < E(Y) < 1.

1
2. Y admet une espérance si et seulement si la série Z ?P(X =n) = Z
n

n>0 n>0
converge absolument, donc converge car la série est a termes positifs.

1 A"
—e
n+1n!

On a pour tout n > 0 :
1 A® 1t

n+1n!  A(n+1)!

qui est (a une constante pres) le terme général d’une série exponentielle de parameétre A € R.
Donc la série converge (absolument). Ainsi E(Y") existe et vaut :

+oo n —\ +oo n+1 - —A
A e A e 1—e

E(Y 22:74:7 L T ()=
M= i T X 2 A @Y

Remarque. Si on voulait seulement ’existence de E(Y), sans la calculer, on aurait aussi

pu utiliser ’existence de ’espérance par domination, car on a la aussi 0 <Y = o x <1

Exercice 25.5 (k%)

Une urne contient au départ une boule verte et une boule rouge. On effectue des tirages successifs
dans cette urne selon la procédure suivante : on tire une boule, si elle est rouge, on arréte les tirages,
si elle est verte, on la remet dans I'urne en ajoutant une boule rouge. On note X le nombre de tirages
effectués.

1. Déterminer la loi de X.
1
2. Montrer que — admet une espérance et la calculer.

3. Montrer que X admet une espérance et la déterminer.
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1. Commencons par noter que X (€2) = N*. Notons Ry, I'événement « la k-¢me boule tirée est
rouge » On a pour tout n > 1 :

[X=n=RiNRaN---NR,—1NR,.

D’ou par la formule des probabilités composées (les événements n’étant pas indépendants

D :

_ _ 11 1 n n
P(X =n)= P(RI)PR—l(RQ) .. .PR—IOR—QQMQ—Rn_I(RH) = 23 " mntl = n 1)!.

2. Rappelons le théoréeme de transfert.

Rappel. Théoréme de transfert.

Soit X une variable aléatoire discréte et g une application de X () dans R. Alors la
fonction g(X) : © — R est une variable aléatoire discrete. De plus, on a :

e Si X est une variable aléatoire discrete finie :

La variable aléatoire g(X) posséde une espérance, et on a :

Z g(x =z|) (somme finie).
zeX(Q)

e Si X est une variable aléatoire discréte infinie :

La variable aléatoire g(X) posséde une espérance si et seulement si la série
Zg(xk)P([X = x]) converge absolument. Dans ce cas, on a :

Z g(x)P([X =x]) (série absolument convergente).

zeX(Q)
Par le théoréeme de transfert, ¥ = X admet une espérance si et seulement si la série
1
Z P Z ——— converge absolument, donc converge (car a termes positifs).
n>1" n>1 (n+1)!

On reconnait ici le terme général d’une série exponentielle de parametre 1. Donc la série

1
Z CE converge (absolument) et E(Y") existe bien. De plus on a :
n !
n>1

= 1 11

+001
BY) =2, o Z B b TRt

2
3. X admet une espérance si et seulement si Z nP(X =n) = Z ni'
n>1 n>1 (n+1)!

ument, donc converge car le terme général de la série est positif. Pour tout n > 1, on a

converge absol-

n? _nr+l)-n _nmr+l) w1 (nt+1)—
n+D! " (m+1)!  (n+1)! (n+D)! (n—1) (n+1)!
1 (n+1) 11 1 1

=0 it ) T T = )l
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On reconnait ici la somme de termes généraux de séries exponentielles de parametre 1.

2

s n
Donc la série Z
n>1

(n+1)!
= 1 1 1 = 1 RE O | R |
E(X)_Z<(n—1)!+(n+l)!_n!>tout_conv.nz:1(n—1)!+z(n—l—l)!_znl

n=1 n=1 n=1
“+00 “+oo —+o00
1 1 1
= gt o2
n=0 """ n=2"" n=1""

=et+(e—1-1)—(e—1)=e—-1

converge, et F(X) existe. De plus, on a :

Exercice 25.6 (%)

On lance une piéce qui tombe sur pile avec probabilité p, et on note NV le rang d’apparition du premier
pile. On place alors des boules numérotées de 0 & N dans une urne, et on effectue des tirages avec
remise d’une boule au hasard jusqu’a obtenir la boule 0. On note X le nombre de tirages nécessaires.

1. (a) Quelle est la loi de N ?

(b) Soit n € N*. Déterminer la loi de X conditionnellement & I’événement [N = n|. En déduire
que E(X|[N = n]) existe et la déterminer.

(c) Montrer que X admet une espérance et la calculer.

(d) i. Ecrire une fonction Python d’en-téte def simulation(p) renvoyant une réalisation de
la variable X.

ii. Ecrire un script Python utilisant la fonction simulation et permettant d’obtenir une
estimation de E(X).

2. () Mémes questions, si les tirages dans l'urne ont lieu sans remise.

1. (a) Notons N la variable aléatoire égale au nombre de lancers de la piece jusqu’a obtenir
pile. Ona N — ¥ (p).

(b) Soit n € N*. Supposons [N = n] réalisé. L’urne contient alors n+ 1 boules numérotées
de 0 & n. Les tirages étant indépendants (car effectués avec remise), X est le temps
d’attente du premier succes (« obtenir la boule 0 ») lors de répétitions d’épreuves de
Bernoulli identiques et indépendantes. Donc la loi de X sachant ’événement [N = n]
est une loi géométrique ¥ (n%rl) En particulier, on a :

1
n+l

(¢) On va appliquer la formule de I'espérance totale.
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Rappel. Théoréme de ’espérance totale.

Soit (An)nen un systéme complet d’événements tel que P(A,,) # 0 pour tout n.

Une variable discrete X admet une espérance si et seulement si :
( ) Vn € N, E(X|A ) existe ;
ZP E(|X||Ay) converge (absolument).

Dans ce cas, on a alors :

ZP E(X|A,) Z > aPa, (X =x)P(Ay).

n=02eX(Q)

Par la formule de I'espérance totale appliquée au systéme complet d’événements {[N =

n],n € N*}, E(X) existe si et seulement si la série ZP(N = n)E(X|[N = n])
n>1

converge (car X > 0). Or on a pour tout n > 1 :

P(N =n)B(X|[N =n]) = (n+ 1)p(L —p)" " =p(n(l —p)" '+ (L —p)")

On reconnait la somme des termes généraux d’une série géométrique et d’une série
géométrique dérivée, toutes deux de raison (1 — p) €] — 1,1]. Elles convergent donc
toutes les deux. Ainsi F(X) existe et on a :

“+o00

z P(N =n)B(X|[N =n]) = > (p(n(1 = p)" "' + (1 = p)" 1))

n=1

=p Z Y lip Z car tout converge

1 1 1

“Paoa-pe Pisa-p p

(d) i. On peut procéder ainsi :

1 |def simulation(p):
2 N = rd.geometric(p)

3 X = rd.geometric(1/(N+1))
4 return X
ii. Considérons X1, ..., X,, des variables indépendantes et identiquement distribuées

de méme loi que X. Rappelons que par la loi faible des grands nombres (dont on
n’a pas vérifié toutes les hypotheéses car on n’a pas démontré que V(X)) existe...),
n

X, = %ZX;C converge en probabilité vers E(X). Utilisons ce résultat pour
k=1
obtenir une estimation de E(X).

1 [p = float(input('entrer p :'))
2 (8 =0 ; n = 10000

3 [for k in range(n):

4 S =S + simulation(p)

5 | print (S/n)
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2. Soit m € N*. On va chercher la loi de X sachant [N = n], les tirages se faisant a présent
sans remise. On a X ([N = n|) = [1,n + 1] car l'urne contient n + 1 boules numérotées
de 0 a n. Les tirages se faisant sans remise, on obtient la boule numéro 0 entre le premier
tirage et le (n + 1)-éme tirage.

Pour i > 1, notons A; ’évéenement « obtenir la boule 0 au i-éme tirage ». On a pour tout
1<k<n+1:
(X =k =A1NnAyN--NA,_1N A

Par la formule des probabilités composées (qu’on utilise car les événements ne sont pas
indépendants), on obtient :

P(IN =n]nA1NAyN---NAg_1NA)
P(N =n)

. P(N = n)P[N=n} (Ail)P[N:n]le(Ai?) ce P[N:n]ﬁ/TmunK(Ak)
P(N =n)

P[N:n](X = k) =

= P[N:n] (Ail)P[N:n]mAT(fT?) T P[Nzn]mATmnmm(Aw

n n—1 n— (k—2) 1 1

“ndl o n ndl—(k-2)(n+1)—(k—1) n+1

Ainsi la loi de X sachant [N = n] est une loi uniforme sur [1,n + 1]. En particulier, on a
1+(n+1) n+2
E(X|[N =n]) = = .

2 2

Par le théoreme de l'espérance totale appliquée avec le systéeme complet d’évenements
{[N = n],n € N*}, E(X) existe si et seulement si la série Z P(N = n)E(X|[N = n])
n>1
converge (car | X| = X puisque X > 0). Or on a pour tout n > 1 :
— _ _ n—17 +2 _ p n—1 n—1
P(N =n)B(X|[N =n]) = p(1 = p)" ' == = 5 (n(1 =p)" ") +-p(1 ~p)

On reconnait ici aussi une combinaison linéaire des termes généraux de séries géométriques
et géométriques dérivées, toutes deux convergentes car 1 —p €] — 1,1[. Ainsi E(X) existe
bien, et on a :

+00 +oo p
BOX) = 3 POV = BN =) = 3 (& (01— 97 ) #0010 - )
n=1

n=1
“+oo +oo
p n—1 n—1 p 1 1 1
= 3 n(l—p +p) (1—p =3 +p =—+1
D N N [ e i

n

Pour les simulations Python, seule la fonction simulation est & modifier comme suit :

1 |def simulation(p):

2 N = rd.geometric(p)
3 X = rd.randint (1, (N+1))
4 return X

Exercice 25.7 (% %)
Soit X une variable aléatoire suivant une loi binomiale Z(n, p). La valeur de cette variable est affichée
sur un compteur détraqué :

e lorsque X est non nul, le compteur affiche X ;
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e lorsque X = 0, le compteur affiche un nombre aléatoire compris entre 1 et n, tiré suivant une loi
uniforme % ([1, n]).

On note Y la variable aléatoire égale au numéro affiché par le compteur.
1. Montrer que Y admet une espérance et calculer cette espérance.

2. (a) Ecrire une fonction Python d’en-téte def simulation(n,p) renvoyant une réalisation de
la variable Y.

(b) Ecrire un script Python utilisant la fonction simulation et renvoyant une estimation de
E(Y).

1. Notons tout d’abord que Y (£2) = [1,n], et donc que Y admet bien une espérance. On
dispose du SCE ([X = 1i]);c[o,n]- Soit i € [0,n], déterminons la loi de Y sachant [X = i] :

o Sii# 0, alors la loi de Y sachant [X = i] est la loi de la variable certaine égale a 1.
En particulier E(Y|[X = i]) (existe et) vaut i.
e Sii=0,alorslaloide Y sachant [X = 0] est la loi uniforme % ([1,7]). En particulier,
1
E(Y|[X = 0]) (existe et) vaut nt .

On va appliquer le théoreme de ’espérance totale qu’on rappelle ici.

Rappel. Théoréme de 1’espérance totale.

Soit (Ap)nen un systéme complet d’événements tel que P(A,) # 0 pour tout n.

Une variable discrete X admet une espérance si et seulement si :

(1) Vn € N, E(X|A ) existe ;
(2) ZP E(]X||A;) converge (absolument).

Dans ce cas, on a alors :

+oo
ZP E(X|4,) =Y Y aPs,(X =z)P(Ay).

n=0zeX ()

Les conditions (1) et (2) sont immédiatement vérifiées pour la variable Y qui est finie, et

E<Y>—§P<X DE(Y|X = i]) = P(X = 0)B(Y|[X ]>+ii1P<X—z'>E<Y|[X—z'1>
- n+1+§":lz<n>p o (1—p) n+1+§”: ( ) (1 py
= (1 —p)"n—zH +n7:: (n . )p”l(l p)" =1 —p)”nTJrl +np(p+ (1 —p)"!
=(1- )”n;rlJrnp

2. (a) On peut procéder ainsi :

def simulation(n,p):
X = rd.binomial(n,p)
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3 if X ==
4 X = rd.randint (1,n+1)
5 return X
(b) Soient Y7,...,Y, des variables indépendantes et identiquement distribuées de méme

loi que Y. Par la loi faible des grands nombres (E(Y) et V(Y') puisque Y est finie),

n
Y, = % Z Y} converge en probabilité vers E(Y). Utilisons ce résultat pour obtenir
k=1
une estimation de E(Y).

1 [n = int(input('n :"))
2 [p = float(input('"p :"))
38 =0 ; m = 10000

1 |for k in range(m):
s S = S8 + simulation(n,p)
6 | print (S/n)

Exercice 25.8 (%% %)

Soit n € N*. On dispose de deux urnes. L’urne 1 contient n boules rouges, I'urne 2 contient n boules
blanches. On tire une boule de I'urne 1 que 'on place dans 'urne 2, puis on tire une boule de 'urne
2 que l'on place dans I'urne 1. On répéte ainsi indéfiniment ces tirages.

On pose Xg = n et, pour tout &k > 1, on note X} le nombre de boules rouges dans 'urne 1 aprés avoir
remis pour la k-ieme fois une boule dans 'urne 1.

1. Soit i € [0,n].

‘ 2i(n —1) +n
(a) Montrer que Pix, —;j(Xk11 = i) = T+l
2
‘ i
(b) Montrer que Pix,—;)(Xgr1 =1 —1) = nn+1)
. (n—1)°
() Montrer que Fix,=j(Xps1 =i +1) = -,
in=b+n

2. En déduire que E(Xj11|[ Xk =1]) = pour tout i € [0, n].

n+1
3. Exprimer F(Xj41) en fonction de E(X}). En déduire une expression de E(X}) en fonction de
k.

1. Pour tout k£ > 1, notons A, I’événement « tirer une boule rouge dans 'urne Uy lors du
k-eme allé-retour » et Bi ’évenement « tirer une boule rouge dans I'urne Us lors du k-eme
allé-retour ».

(a) Soit i € [0,n]. L’évenement [Xj = i] N [Xk4+1 = i correspond & avoir i boules rouges
dans l'urne U; apres k allés-retours et tirer une boule rouge dans I'urne U; et une
boule rouge dans I'urne Us ou tirer une boule blanche dans I'urne U; et une boule
blanche dans I'urne Us, ce qui se traduit ensemblistement par :

(X =)0 [Xisr =] = [Xe =] 0| (Aksr 1 Biy) U (i 0 i)

10
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Ona:

(*)  Pixp=q (X1 = 1) = Px, =i (Ak+1 N Biy1) U (Ag41 N Bitr))
= Pix,=i(Ak+1 N Bit1) + Pix; =i (Ak+1 N Biy1))

incomp.

= Px, =i (A1) Pix,=iinagss (Bia1) + Pix=i)(Ae+1) Py, — e (Bret1)

par la formule des probabilités composées (qu’on utilise puisque les événements ne sont
pas indépendants). Reste & noté que si [Xj = i] est réalisé, alors I'urne U; contient ¢
boules rouges et n — i boules blanches, et 'urne Us 'inverse. On obtient donc :

i n—i+1l n—ii+l di(n—i+1)+(n—i)(i+1)

Py o (Xpag =4) = = _
=) (X1 =) n nl L n+1 n(n+1)
~2in—d)+i+tn—i  2i(n—1i)+n
n(n+1)  n(n+1)

(b) Pour i € [1,n], 'événement [X; = 4] N [Xj4+1 = ¢ — 1] correspond a avoir ¢ boules
rouges dans 'urne U; apres k allés-retours et tirer une boule rouge dans 'urne U; et
une boule blanche dans 'urne Us. D’ou :

Pix,—i) (X1 =1 — 1) = Pix,—i)(Ag1 N Bry1) = Pixo—i) (Akr1) Pix,=ijnag,, (Brr1)
ioq @
nn+1 n(m+1)

Notons que cette formule est encore valable pour i = 0.

(c) Pour i € [0,n — 1], 'événement [Xj = i] N [Xi4+1 = i + 1] correspond & avoir i boules
rouges dans 'urne U; apres k allés-retours et tirer une boule blanche dans 'urne U;
et une boule rouge dans I'urne Us. D’ou :

Py =) (Xks1 = i = 1) = Py i) (g1 0 Biga) = Prx=i (A1) Py, o (Bre1)
(n—i)(n—1i) (n —1i)?
n n+l  nn+1)

Notons la aussi que cette formule est valable pour i = n.

2. Notons tout d’abord que Xj11(2) = [0,n], et donc que E(Xy41|[ Xk = i]) existe bien car
X1 est finie. Soit 7 € [0,n]. On a par définition de I'espérance conditionnelle :

E(Xp|[Xe =i]) = Y jPixpei)(Xpg1 = J)
=0

On a Px,—)(Xgy1 =7) =0sij ¢ {i—1,4,i+ 1} car la composition de I'urne Uy varie de

0 ou *+1 boule rouge en un allé-retour. On obtient :

E(Xp|[Xk =1]) = (1 = 1) Pix,= (X1 = i — 1) + iPx, = (Xp1 = 9) + (0 + 1) Px= (X1 =i + 1)
2= 1)+ 2% (n—1i) +ni+ (i + 1)(n —0)?

n(n+1)
i3 —i% +2i%n — 203 + ni +in® — 2i°n + 2 + n? — 2in + 2
- n(n+1)
i3 — %2 4+ 2i°n — 203 + ni +in® — 2i°n 4+ > + n?® — 2in + 2
- n(n+1)
in(ln—1)+n?> in—1)+n
- n(n+1) S

11
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3. On applique la formule de I'espérance totale avec le SCE ([ X} = i])i=0,...n. Notons qu’il
n’y a pas de probleme de convergence puisque X1 est une variable finie. On obtient :

n ‘ "i(n—1)+ .
E(Xpy1) = Y P(Xg = i) E(Xpq1|[ X, = i) Z I BT p(Xy =)

— —

lnln T -

= iIP( X, =1)+ P(X, =1

S+ S

n—1 n

= E(X

n+1(k) n+1

Notons u, = E(X}) pour tout k£ > 0. On a ug = E(Xp) = n et pour tout k >0 :

n—1 n n
U
n—i—lk n-+1

(1)

Uk+1 =

La suite (uy) est arithmético-géométrique. On cherche le point fixe :

n—1 n

! =
n—+1 +n—|—1

(2)

En résolvant (2), on obtient ¢ = g En effectuant (1) — (2), on obtient que pour tout k£ > 0

n—1

(Urpr =€) = = (ur = 0).
D’ou N
n—1
uk—ﬁ— (n+1) (U()—e)

soit encore :

Remarque. Lorsque kK — +oo, c’est-a-dire lorsque le nombre d’allé-retour tend vers
'infini, F(X}) tend vers 5, ce qui correspond a I'intuition : lorsqu’on a effectué beaucoup
d’allé-retour entre les deux urnes, on peut espérer que les boules rouges et blanches soient
réparties équitablement entre les deux urnes.

Exercice 25.9 (k%% - QSP ESCP 2016)

On utilise une piece de monnaie qui donne pile avec la probabilité p € |0, 1].

On commence par lancer la piéce jusqu’a obtenir une premiere fois pile, et on note N le nombre de
lancers nécessaires. Si le premier pile a été obtenu au n-éme lancer, on lance ensuite cette méme piece
n? fois et on note X le nombre de pile obtenus au cours de ces n? lancers.

1. Quelle est la loi suivie par N ? Donner ’espérance et la variance de V.

2. Soit n € N*. Déterminer la loi conditionnelle de X sachant I’événement [N = n].

3. En déduire 'existence et la valeur de ’espérance de X.

Couples de variables discretes

Exercice 25.10 (k%)

Une urne contient des boules rouges et des boules noires, la proportion de boules rouges étant notée
p(0<p<l).

12
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On effectue une infinité de tirages avec remise dans cette urne, et on note N (resp. R) le rang du
tirage ou, pour la premiére fois, on a obtenu une boule noire (resp. rouge).

1. Donner la loi de N et la loi de R. Les variables R et IV sont-elles indépendantes 7
2. Déterminer la loi conjointe du couple (N, R).

3. Calculer la covariance de N et R, puis le coefficient de corrélation linéaire.

1. R et N donnent le rang du premier succes lors d’une répétition d’épreuves de Bernoulli
identiques et indépendantes avec probabilité de succes respectivement p pour R et (1 — p)
pour N, elle suivent donc toutes deux une loi géométrique : ona R — ¥ (p) et N — ¢ (1—p).

Ces variables ne sont pas indépendantes puisque

P(R=1,N=1)=0#p(l—p)=PR=1)P(N =1).

Rappel. Indépendance de deux variables discrétes.

Les variables aléatoires discrétes X et Y sont indépendantes si et seulement si pour
tout (z,y) € X(2) x Y (Q), on a :

P([X =z]n[Y =y]) =P(X =2) x P(Y =y).

2. On a (N,R)(Q) c (N*)2. Soit (k,¢) € (N*)2. Ona P(N =k, R = /() = 0si k,{ > 2
puisque le premier tirage a nécessairement donné une boule noire ou une boule rouge.
Comme remarqué plus haut, on a aussi P(N = 1, R = 1) = 0 puisqu’'une seule couleur
peut correspondre au premier tirage. Supposons £ > 2 on a :

[NZl]ﬂ[RZE]:[NlﬂNzﬂ”~ﬂNg,1ﬂRg]

en notant N; I’évenement « obtenir la boule noire au i-éme tirage » et R; I'évenement
« obtenir la boule rouge au j-eme tirage ». Les tirages étant indépendants, on obtient :

P(N=1,R=10)=(1-p"p.
De maniere symétrique, on a pour tout k > 2 :

P(N=k R=1)=p"1(1-p).

3. Commencons par quelques rappels sur la covariance.

13
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Rappels. Covariance.

Si X et Y admettent une variance, on définit :
Cov(X,Y)=E(X —EX))(Y — E(Y)).
On a:

o Formule de Huygens : Cov(X,Y) = E(XY) - E(X)E(Y) ;
e Cov(X,X)=V(X);

¢ la covariance est bilinéaire et symétrique ;

« V(X+Y) = V(X)+V(Y)+200v(X,Y) = Cov(X,Y)= % V(X +Y)=V(X)=V(Y)).

Rappelons aussi que si X et Y sont indépendantes, alors Cov(X,Y) = 0. Mais la ré-
ciproque est fausse : si Cov(X,Y) = 0, alors X et Y sont linéairement indépendantes,
mais elles peuvent étre liées par une relation non linéaire. Ainsi si Cov(X,Y) =0, on
ne peut pas conclure sur 'indépendance des variables.

Notons que la covariance existe nécessairement puisque N et R admettent des moments
d’ordre 2. Par la formule de Huygens, on a :

Cov(N, R) = E(NR) — E(N)E(R).

De plus, par le théoréeme de transfert double, on a (1a aussi, tout converge puisque N et R
admettent une variance) :

E(NR)= >  kP(N=k R=1)

(k,£)eNXN
+00 400
=Y kP(N=k,R=1)+)» (P(N=1 R=/)
k=2 =2
Notons que [N = k] N [R = 1] = [N = k| puisque si on a obtenu la boule noire au k-éme

tirage pour la premiere fois, on a donc obtenu que des boules rouges auparavant. De méme
ona [N =1]N[R =/ =[R=/]. On obtient donc :

E(NR) = io kP(N = k) + ioep(R —0)
k=2 =2

— (B(N) = P(N = 1)) + (E(R) - P(R=1))

1 1
:T—(l—p)‘i‘*—}?
1 1
l—p p
1
= -1
p(1—p)
On obtient donc : 1 1
Cov(N,R)=—————1— —— =—1.
(&, ) p(1—p) (I-p)p
Notons que cette covariance étant non nulle, on retrouve bien que N et R ne sont pas

indépendantes.

14
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Rappels. Coefficient de corrélation linéaire.

Si X et Y admettent une variance non nulle, on définit :

Cov(X,Y)
VX)WV

XY =

On a (a l'aide de I'inégalité de Cauchy-Schwarz) :
o pxy €[-1,1];
e pxy =1&3(a,b) e RL xR, Y =aX +b;
e pxy =—-13(a,b) e R* xR, Y =aX +b.

Par définition du coefficient de corrélation linéaire, on a :

~ Cov(N,R)
N p(1—p).

Le coefficient de corrélation linéaire étant négatif, on en déduit que les variables N et R
évoluent en moyenne en sens inverse, ce qui est effectivement le cas puisque si N = 1 alors
R>1etsi R=1alors N > 1.

Exercice 25.11 (% %)

Soit n > 3 et soit p €]0, 1[. On lance n fois une piéce qui tombe sur pile avec probabilité p. Pour tout
i € [2,n], on note X; la variable aléatoire qui vaut 1 si le (¢ — 1)-éme lancer donne pile et le i-eme
donne face, et 0 sinon.

1.

2.

Déterminer la loi des X, leur espérance et leur variance.

Soient ¢ et j deux entiers tels que 2 < ¢ < j < m. Les variables aléatoires X; et X; sont-elles
indépendantes ? Déterminer Cov(X;, X;).

n

On pose a présent Y = Z X;. Que représente Y 7 Déterminer son espérance.

=2

. En utilisant la bilinéarité de la covariance, déterminer la variance de Y.

1. Soit 2 < i < n. X;(Q) = {0,1}, donc X; suit une loi de Bernoulli. Déterminons son

parametre. Notons pour cela P; I'évenement « le j-éme lancer donne pile ». :
[Xl = 1] =P 1 ﬂﬁi.

Les lancers étant indépendants, on obtient P(X; = 1) = P(P,_1)P(P;) = p(1 — p). Ainsi
X suit une loi de Bernoulli de parametre p(1 — p).

. Soient 2 < i< j<mn. Sii<j—1, les résultats des lancers i — 1 et 7 sont indépendants

de ceux des lancers j — 1 et j. Par lemme de coalition, on en déduit que X; et X; sont
indépendants dans ce cas. En particulier, on a Cov(X;, X;) =0

Supposons a présent que i = j — 1, et calculons Cov(X;_1,X;). On a par le formule
de Huygens (toutes les variables admettent une variances, donc il n’y a pas de probléme
d’existence) :

Cov(Xj-1,Xj) = E(X;1X;) — E(Xi)E(Xj).

Or X;_1X; est la variable constante égale a 0 car on ne peut avoir a la fois pile et face au

15
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lancer j — 1. Ainsi on a :
Cov(X,_1,X;) = —E(X;)E(X;) = —p*(1 — p)*.

En particulier, Cov(X;_1,X;) # 0 et les variables X;_1 et X; ne sont pas indépendantes
(elles sont linéairement corrélées).

n

3. Posons Y = ZXZ" Y compte le nombre de succession d’un pile puis d’un face lors des n
i=2
lancers de la piece. Par linéarité de I’espérance, on a :

=F (iXJ = zn:E(Xl) = zn:p(l —p)=(n—1)p(1—p).
=2 =2 =2
4. On a:
V(Y)=Cov(Y,Y) = Cov (i i >

=2

n n
= Z Z Cov(X;, X;) par bil. de la covariance
—_————

o
TS 0 si jAi- 101

n n—1

= > Cov(Xi, X;) + Y Cov(Xi, Xi11) +ZC0V X, Xi—1)
=2 cas j=1t =2 cas j=1+1 =3 cas j=t—1

= (n—1p(1—p)1—p(1—p)) — (n—2)p*(1—p)* - (n—2)p*(1 - p)°
=p(1—p)[(n=1)(1 —p(1 —p)) —2(n—2)p(1 —p)].

& Mise en garde.

Vous avez peut-étre utilisé que :

Attention, ceci est FAUX car les variables X; ne sont pas indépendantes !

Exercice 25.12 (% %)
Soit N > 2. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant la méme loi uniforme sur
[1,N]. On pose U = max(X,Y) et V =min(X,Y).

1.

2.

Déterminer la loi de U, puis celle de V. U et V sont-elles indépendantes 7
Justifier que U et V admettent une espérance et une variance, et les calculer.
Déterminer la variance de U + V', et en déduire Cov(U, V).

(%) Donner la loi de X + Y, puis celle de U + V.

1. Déterminons la loi de U. On a U(Q2) = [1, N]. Pour tout k£ € [1, N], on a :

U<k =[X<kn[Y <k.
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On obtient en prenant la probabilité :

PWU<k)=P(X <k)P(Y <k) parindépendance
= P(X <k)> car X et Y suivent la méme loi.

On calcule :
1

_k
N

P <H =Y P —)=> L
i=1

1:1
]{52
Dou P(U < k) = N2 pour tout k € [1, N], formule qui est aussi valable pour k = 0.

D’autre part, on a :
U<Ekl=[U<k-1U[U=k|.

Ces évenements étant incompatibles, on en déduit que :
PU<k)=PU<k—-1)+PU =k).
Ainsi on obtient pour tout k € 1, N] :

K (k-1 2k-—1
P(Uzk)=P(U<k)—P(U<k—1):NQ_( N2) - =

Déterminons a présent la loi de V. On a V(2) = [1, N], et pour tout k € [0, N —1], on a :
[V >kl=[X>knNY >Ek|.
On obtient en prenant la probabilité :

P(V>k)=P(X >k)P(Y > k) par indépendance
= P(X >k)*> car X et Y suivent la méme loi.

On calcule :
N
1 N-(k+1)+1 N-—k
P(X > k) Z PX=i)= )Y —= = ,
i=k+1 s Y N N
. (N —k)? . :
D’ou P(V > k) = ————— pour tout k € [0, N — 1], formule qui est aussi valable pour

N2
k = N. D’autre part, on a :

[V>k—-1]=[V>kU[V =k
Ces évenements étant incompatibles, on en déduit que :
PV>k—-1)=P(V >k)+ PV =k).
Ainsi on obtient pour tout k € [1, N] :

(N-k+1)* (N—-k?> 2N-2k+1

PV =k)=P(V>k-1)—P(V >k) = e =

Les variables U et V ne sont pas indépendantes, puisque par exemple :

PU=1,V=2)=0#PU=1)P(V =2).

17
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2. U et V sont des variables finies, elles admettent donc espérance et variance.

On cherche I'espérance de U :

E(U)_ik%—l_ 2 ikQ 1 i’f
k=1 N2 N2 k=1 N2 k=1

2 N(N+1)2N+1) 1 N(N+1)
N2 6 N2 2
_ (N+1D@N+1) N+1
- 3N - 2N
_(N+1)@AN-1)
B 6N

On calcule E(U?) :

E(U?) = ikﬂk*l _ 2 ik?’ ! ik@
k=1 N? N? k=1 N? k=1
2 N}N+1)2 1 N(N+1)(2N +1)
N2 4 - N? 6
(N+1)2 (N+1)(2N+1)
2 6N
(N + 1)[BN(N +1) — (2N + 1)]
6N
(N+1)(3N?2+ N —1)
6N

Et donc par la formule de Huygens, on obtient :

VW) = BO?) — By = WAUBN AN 1)  (N+1)*(4N —1)°

6N 36N2
_ (N+1)[6N(BN?+ N — 1) — (N + 1)(4N —1)?]
- 36.N2
(N +1)[18N3+6N? — 6N — (N +1)(16N? — 8N + 1)]
B 36 N2
(N +1)[18N3+6N? — 6N — 16N3 +8N? — N — 16N? + 8N — 1]
B 36 N2
_ (N+1)[2N3 —2N? + N — 1]
B 36 N2
_ (N+1)[2N*(N - 1) + (N - 1)]
B 36 N2
(N4 1)(N-1)(2N? +1)
B 36 N2

Des calculs similaires permettent d’obtenir E(V') et V(V'), on ne donne que les résultats :

(N+1)(2N +1)
6N ’

(N+1)(N2+ N +1)

BV) = 6N

E(WV? =

et

(N +1)(N —1)(2N? 4+ 1)
36N2

V(V) =

18
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3. Ona U+ V =max(X,Y) + min(X,Y) = X +Y, donc :

N2-1 N?2-1
V(U+V):V(X+Y)Xyidép.V(X)+V(Y):2 =

On en déduit la covariance Cov(U, V) a 'aide de la formule suivante :
1
Cov(U,V) = i(V(U +V)=-V(U)-V(V)).
On obtient apres calculs :

(N? —1)2
36?2

4. Posons Z = X +Y. Tout d’abord, Z(2) = [2,2N]). Pour tout k € [2,2N], on cherche &
déterminer P(Z = k). Les variables X et Y étant indépendantes a valeurs dans N, on va
utiliser un produit de convolution discret.

Cov(U,V) =

P(Z=k) = zk:P(X = )P(Y =k — i)
=0

On doit avoir k —i € Y(Q2) = [1, N], soit :
1<k—i<N &©1+4+i<k<N+i & k-N<i<k-1

D’autre part, on doit avoir aussi i € X (), soit 1 <14 < N. Ainsi, pour connaitre I'intervalle
d’entiers sur lequel il faut sommer, on cherche 'intersection [k — N,k — 1] N [1, N]. On
a deux cas possibles représentés ci-dessous (notons qu’on a nécessairement k — 1 > 1 et
k— N < N puisque 2 < k <2N) :

1

k— N
OO 0—0 OO0
\
S e ®, Cn®

o000 o0
k—N k—1

o Cas 1 (représenté en rouge et bleu) : si k — 1 < N, c’est-a-dire &k < N + 1, alors
[k— N,k—1]N[1,N] =[1,k — 1] et dans ce cas :

- R .
P(Z=k) =3 PX=0)PY =k—i)=3 +5="37"
=1 i=1

o Cas 2 (représenté en bleu et en vert) : si N < k — 1, c’est-a-dire N + 1 < k, alors
[k—N,k—1]N[1,N] = [k — N,N] et dans ce cas :

N N
> . oy 1 N-—(k—=N)+1 2N—-k+1
i=k—N i=k—N

On peut donc conclure que la loi de Z est donnée par Z(§2) = [2,2N] et par :
k—1

— Si2<k<N+1
P(Z=k)=1oN k41

7 si N+2<k<2N

Puisqu’enfin Z = X +Y = U + V, on obtient donc aussi la loi de U + V.
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Exercice 25.13 (%)

Soient X; et Xo deux variables aléatoires indépendantes définies sur un méme espace probabilisé
(Q, 7, P) suivant la méme loi géométrique de parameétre p. On pose ¢ = 1 —p, U = X7 + Xo,
T=X,— Xo.

1. Déterminer la loi de U.
2. (%) Déterminer la loi de 7.

3. Calculer Cov(U,T). Les variables U et T sont-elles indépendantes ?

Exercice 25.14 (%% % - Oral ESCP 2016)

Toutes les variables aléatoires considérées dans cet exercice sont définies sur un espace probabilisé
(Q, o, P).

Soient A et p deux réels tels que A >0et 0 < p < 1.

On consideére le couple de variables aléatoires (X,Y) a valeurs dans N2, de loi définie par :

e—)\)\npk(l _ p)n—k
V(k,n) €N? P(X =nY =k) = El(n —k)!

0 sinon.

si0<k<n

1. Vérifier que la relation ci-dessus définit bien une loi de probabilité sur N2.

2. Déterminer la loi marginale de la variable aléatoire X, puis celle de la variable aléatoire Y. Les
variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes ?

3. Déterminer la loi conditionnelle de la variable aléatoire Y, sachant que [X = n] est réalisé.
4. Soit Z la variable aléatoire définie par Z = X — Y. Déterminer la loi de la variable aléatoire Z.

5. Les variables aléatoires Y et Z sont-elles indépendantes ?

efAAnpk(l _ p)nfk
1. Notons py, = El(n — k)!
0 sinon.

sio<k<n

pour tout (k,n) € N2. Pour montrer

qu’on définit ici une loi de probabilité sur N2, il faut montrer que :

(1) prn > 0 pour tout (k,n) € N2,

(2) la famille (pg,) est sommable et sa somme vaut 1.

Le premier point est clairement satisfait. Pour montrer que (py ) est sommable, on dispose
du théoréeme de sommation par paquets, et plus particulierement de deux conséquences de
ce résultat : le théoréme de Fubini et le théoreme de sommation suivant les diagonales. Et
ici c’est Fubini qui se préte le mieux a notre situation, les variables k et n étant « séparées »
dans ’expression de py, et faisant apparaitre des sommes de séries usuelles. Rappelons
son énonceé.
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Rappel. Théoréme de Fubini.

Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) La famille (u;;)(; jyen> est sommable.

(i

+o00
11 our tout 7 € , la Sserie u; 4] converge et la serie ;.4 converge.
if) Pour tout i € N, la séri J t la séri J
7>0 >0 \j=0

+oo
(iii) Pour tout j € N, la série Z |ui j| converge et la série Z (Z |u”|> converge.
i>0 7>0 \i=0

Dans ce cas, on a alors :
400 [ +oo 400 /+0o
D wig =3 | D] =2 (Z u)
(i,j)€N2 =0 \j=0 7=0

toutes les sommes intervenant dans cette égalité étant des sommes de séries conver-
gentes.

On choisit de commencer par sommer suivant k (car ¢a fait apparaitre une formule du
bin6éme).

e Pour tout n € N fixés, la série Z |Dkn| = Zpk,n est en fait finie (car py, = 0 si
k>0 k>0
k > n), donc converge. De plus on a :

N n!

= A k k AA"
> Pem=¢" prl—p)" " =e"
= n! = kl(n — k)!

gt = e

n!’

n
e La série E e —' converge, car on reconnait une série exponentielle de parametre A.
n!
n>0

Par théoreme de Fubini, on obtient que (py ) est sommable, et on a :

AT
Z pkn—zei)\ =

(k,n)eEN?
D’ou le résultat.

2. Déterminons la loi marginale de X. On a X(Q2) C N, et pour tout n € N :

400 n A\ .k n—k n
_ _ =N (L =)t AT
_kz_:OP(X_n,Y_k)_Z Hn ol = e

k=0

Donc X suit une loi Z(\).

De méme, on a Y (2) C N, et pour tout k € N :

+00 e—/\)\npk:(l _ )n—k +00 e—A)\i—l—kpk(l _ p)i

400
p
:EOP(XZ”’Y:’“)ZE Kl — k)| :§ il
oA (Ap)* JFXO:O (A1 =p)" e-AMem—p) —)\p()‘p) .

k! il - k! k!

=0
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Donc Y suit une loi Z(\p).

Les variables aléatoires X et Y ne sont pas indépendantes, car pour tout n > 0, P(X =
n) x P(Y =n+1)#0, alors que P(X =n,Y =n+1) =0.

3. Soit (k,n) € N2. On a :

n! & L _
o (L =p)" 0<k<

0 sinon.

On reconnait une loi #(n,p), donc la loi de Y sachant [X = n] est une loi binomiale
A(n, p).

4. Notons qu'on a X >Y presque stirement, et donc Z(2) C N. Soit £ € N, on a :

P(ZZE):P(X:YM):iop(xzkw, Y = k)
k=0

B +o0 e—)\)\l—&-kpk(l _ p)(€+k)—k _ 6_/\ )\6(1 _ p)é +o0 )\kpk
R+ k) — ) o =R
1— l 1— l
_ e—AO\( . p)) M (DA (A( = p))

Donc Z suit une loi Z((1 — p)A).
5. Pour tout (k,¢) € N? on a :

e—A)\Z—i—kpk (1 _ p)Z

PY =k Z=0=P(Y =k, X=k+/() =

k0!
D’autre part, on a :
A k A1 — ¢ —A)\K—i—k’kl_ Y4
P =) P(Z = 0) = e 2L - AL =p)" € PP piy Z gz =),
k! 1l k0!
Donc les variables aléatoires Y et Z sont indépendantes.
Exercice 25.15 (k%% - Oral ESCP 2017)
Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2. On dispose d’un paquet de n cartes C1,Co, ..., C), que
I'on distribue intégralement, les unes apres les autres entre n joueurs Ji, Jo, . .., J, selon le protocole

suivant :
e la premiere carte Cy est donnée a Ji ;
¢ la deuxieme carte Cy est distribuée de facon équiprobable entre .J; et Js ;
e la troisieme carte C3 est distribuée de fagon équiprobable entre Jyi, Jo et J3 ;

e et ainsi de suite, jusqu’a la derniere carte C,, qui est donc distribuée de fagon équiprobable entre
I LY

On suppose Iexpérience modélisée par un espace probabilisé fini (€2, P). On note X, la variable
aléatoire égale au nombre de joueurs qui n’ont regu aucune carte a la fin de la distribution.

1. Déterminer X,,(Q2) et calculer P(X,, =0) et P(X,, =n —1).

2. Pour tout i de [1,n], on note B; la variable aléatoire qui vaut 1 si .J; n’a recu aucune carte et 0
sinon. Déterminer la loi de B;.
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3. Exprimer la variable aléatoire X, en fonction des variables aléatoires B;, et en déduire ’espérance
de X,,.

4. Donner la loi de Xy.

5. Montrer que pour tout i et j dans [1,n] tels que i < j :

P(Bi =1 [B; = 1) = L= DU =2)

n(n—1)
En déduire la covariance Cov(B;, Bj) des variables aléatoires B; et B;.
1
6. Montrer que V(X,,) = nl—; .

1. A la suite du protocole, le joueur J; a nécessairement au moins une carte, la carte Cy, de
sorte que X,, < n —1. D’autre part, dans le meilleur des cas, tous les joueurs ont une carte
a la fin de la distribution et X,, = 0. Et toutes les valeurs intermédiaires peuvent bien étre
prises. D’ou X,,(2) = [0,n — 1].

L’évenement [X,, = 0] se réalise si, et seulement si, tous les joueurs ont exactement une
carte a la fin de la distribution. Plus précisément, si le joueur J, recoit une carte, c’est
nécessairement la carte C,,. Dans ce cas, si le joueur J,_1 a une carte, c’est nécessairement
lors de la distribution de la carte C),—1. Et ainsi de suite. Ainsi pour tout i € [1,n], si on
note A; I’événement « la carte C; a été distribuée au joueur J; », on obtient :

[Xn,=0=A1NAN...NA,.

La distribution de chaque carte étant indépendante de la précédente, les événements A;
sont indépendants. D’ou :

P(X,=0)=PA1NAN...NA,)
= P(A))P(4y)... P(Ay)
11 1

1_
127 n

nl’

Calculons a présent P(X, = n—1). L’événement [X,, = n—1] est réalisé si, et seulement si,
toutes les cartes ont été données au joueur Jj. En procédant de méme que précédemment,
on obtient : )
P(X,=0)= ot
2. Soit ¢ € [1,n]. Puisque B;(2) = {0,1}, B; suit une loi de Bernoulli de parameétre p; =
P(B; =1). L’événement [B; = 1] se réalise si, et seulement si, J; n’a re¢u aucune des cartes
Ci,...,Cy (il ne peut pas de toute fagon recevoir les cartes les cartes C1,...,C;—1 d’apres
le protocole). Pour tout j € [i,n], si on note A; ; 'événement « le joueur J; regoit la carte
C; », on obtient :

[BZ = 1] = Eﬂ'ﬂ Ai,i+1 Nn...N Ai,n~

Ces évenements étant indépendants, il suit que :

P(BZ = 1) :Pr}iﬂAi,iJrlm---ﬂAi,n)

= P(Aii)P(Aiiv1) ... P(Ain)
i—1 i  n-1_ i-1

i i+1°777 n  n
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Ainsi, B; suit la loi de Bernoulli de paramétre p; = =L,

Par définition de X,, et des variables B;,

Pour tout ¢ € [1,n], la variable B; admet pour espérance p; = % en tant que variable de

Bernoulli. D’ou par linéarité de I'espérance :

- -1 1% -1
E(X,) = — — Z j= .
i=1 =1 =0 2
3. On sait déja que X4(©2) = [0, 3] et que :

ce qui donne :

3 3 33
P(Xy=1)4+2P(Xy=2) = TR
Apres résolution, on obtient P(Xy = 1) = P(Xy =2) = 3.

4. Soient i et j dans [1,n] tels que ¢ < j. L’éveénement [B; = 1] N [B; = 1] est réalisé si,
et seulement si, le joueur J; ne regoit aucune des cartes Cj,...,Cj_1 et les joueurs J; et
J; ne recoivent aucune des cartes Cj,...,Cy. Avec les notations qui ont été introduites
précédemment, cela se traduit par 1’égalité :

[Bi=1]N[B;=1] = (]h Ak) N (ﬁf“i»fﬂf“ﬂ) '
k=i l=j

Pour tout ¢ € [j,n], P(4;,NA;,) = 2.

Chaque carte étant distribuée indépendamment des précédentes, on obtient :

x [] P(Aie N Ap)
=j

j—1
P8 = 1018, = 1) = [T P
1 nl—2
_IIJEE’

_i-1 G-90-1) _(-1G-2)

j—1 (n—1)n (n—1)n

par télescopage.
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Par la formule de Huygens,
COV(Bi,Bj) == E(BZB]) - E(Bl)E(B])

Par la formule de transfert,

1 1
B(BiB;) = 3. S kP([B: = KN [Bj = 1)

k=0 /(=0
= P((B; = 1N (B, =1))

G-1G-2)
(n—1)n

On obtient finalement :

(i-DG-2) i-1j-1_ (-Dn-j+1)

Cov(Bi, By) = (n—1)n n o n n?(n —1)

5. Commencons par un rappel.

Rappel. Variance d’une somme.

Rappelons que pour deux variables aléatoires X et Y :
VIX+Y)=V(X)+2Cov(X,Y)+ V(Y).

Cette égalité se généralise pour n variables aléatoires By, ..., B, de la fagon suivante
(en utilisant la bilinéarité de la covariance et sa symétrie) :

V(iBJ ZV i) +2 Y Cov(By,B)).
=1

1<i<j<n

Calculons :

w-v ()

V(B))+2 >  Cov(B;Bj)
1 1<i<j<n

I
M:

-
Il

Soit 1 <7 < n. Puisque 32 B;, on obtient par la formule de Huygens :

V(B;) = E(B}) — E(B))* = E(B;) — E(B;)”
i-1 (-1?% (i—-1)(n—i+1)

n n2 n2

On obtient :

1 & 2
ViXp)== ) i—1)n—i+1)— —— (t—1)(n—j+1)
n? ; n?(n —1) 19.%;;”
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n

=1

k=1i-1.
n—1
B _(n=1n* (n—1)n(2n-—1)
S1=> kin—k)= 5 — c
k=0
(n—1n(n+1)
= c )
Pour S = >  (i—1)(n—j+1):
1<i<j<n
n—1 n—1i

i=1 k=1
:"Zl(i_l)(n—i)(g—inLl)
i=1
On obtient en développant :
1%, 0 9 .
Sy = 5; (z —2(n+1)i"+ (n +3n—|—1)z—n(n+1))
= (n—1)"n” _81)2n2 —(n+1) (n - 1)%(271 ) +(n*+3n+1)

_ (n—1)n(n+1)(n —2)
24

Finalement,

V(Xn) = %Sl - 712(712_1)
(n—=1)(m+1) (n—-2)(n+1)
6n 12n
n+1

12

Sa

Lycée Louis Pergaud

Calculons S = Z(z —1)(n — 7+ 1), en commengant par effectuer le glissement d’indice

Sy=>» (i—1)> k (changement d’indice k =n — j + 1)

(n—1)n

2
= S (3(n = Dn = 4(n+1)(2n — 1) +6(n? + 3n + 1) — 12(n + 1))

Variables a densité

Exercice 25.16 (%) 1
Soit X une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur ]0, 1[, et soit ¥ = —.

Montrer que Y est une variable a densité et en déterminer une densité.

Etape 1. Ensemble image Y ().

donc :
Fy(z)=P(Y <z)=0.

Etape 2. Calcul de Fy.

1
Puisque X est & valeurs dans ]0,1[, Y = bd est & valeurs dans |1, +oo[. Pour tout x < 1, on a
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Supposons a présent x > 1. On a :

1 1
E =P|=< = PlX>-
V() (X = w) ( ~
1 1 . o
:1—P<X<): —P<X§> car X a densité
x x
= Py(l/a) =1— 2
= — €Tr) = _
X x
car 1/x €]0, 1] et que Fx(u) = u pour tout u €]0,1[. Finalement :

.
1—— six>1,
z

0 six <1.

Ve e R, Fy(x)=

Etape 3. Y a densité ?
Pour montrer que Y est a densité, on étudie les points suivants :

o Fy est continue sur R : elle est clairement continue sur | — oo, 1] et ]1, +00[ comme somme
et quotient de fonctions continues dont le dénominateur ne s’annule pas. Et en 1, on a :

lim Fy(z) =0=Fy(1) = lim Fy(z).

r—1— z— 1+

Donc Fy est bien continue sur R :

e Fy est €' sur R sauf éventuellement en un nombre fini de points : c’est bien le cas
puisqu’elle est de classe ¢ sur | — oo, 1] et |1, +00[ comme somme et quotient de fonctions
¢! dont le dénominateur ne s’annule pas.

Ainsi Y est une variable & densité.

Etape 4. Détermination d’une densité de Y.
Pour tout x # 1 :

1 .
F{/(ac): ) Slﬂ:‘>1'
0 siz <1
Une densité de Y est donc : .
fy iz ) siz>1
0 siz <1
en fixant une valeur arbitraire (positive) en 1.
Exercice 25.17 (% %)
Soit X une variable aléatoire qui suit la loi exponentielle de parametre 1. On pose
Y =In(eX —1).
1. Déterminer la fonction de répartition de Y.

Ot = W N

. Montrer que Y est une variable a densité, et en déterminer une densité fy.
. Montrer que fy est paire.
. Montrer que E(Y) existe et vaut 0.

(a) Ecrire une fonction Python d’en-téte def simulation(n) prenant en entrée un entier na-
turel n non nul, et renvoyant n réalisations de la variable Y.

(b) A Tlaide de la fonction simulation, écrire une commande renvoyant une estimation de

E(Y).
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1. Etape 1. Ensemble image Y (Q).
Comme X — &(1), une densité de X est :

et sit>0,

f:teR— ]
0 sit<O0.

Ainsi X () =]0, +oo[, (X —1)(Q) =]0, +00] également, et Y (Q2) = R.

Etape 2. Calcul de Fy.

Soit a présent x € R, on a (par croissance stricte des fonctions exponentielle et logarithme)

Fy(z)=P(Y <z)=P(n(e® —1)<2)=P(eX <e”+1)

= P(X <lIn(e” + 1)) = 1 — ¢~ In(e"+1)
In(ex+1)>0
B e
e*+1 er41°

xT

Ainsi la fonction de répartition de Y est Fy : z — — T
e

2. Commencons par un rappel.

Rappel. Variable a densité.

Soit X une variable aléatoire réelle sur (2,7, P). On dit que X est une wvariable
aléatoire a densité (ou variable aléatoire continue) si sa fonction de répartition Fy est
de plus :

e continue sur R ;

o de classe €' sur R éventuellement privé d’un nombre fini de points.

Ici Fy est de classe €' sur R comme quotient de fonctions qui le sont et dont le dénomina-
teur ne s’annule pas (c’est donc encore plus fort que ce que demande la définition). Donc
Y est une variable a densité.

Rappel. Lien fonction de répartition et densité de probabilité.

o f(z) = F%(x) pour tout = appartenant & R éventuellement privé d'un nombre
fini de points.

« Pour tout z € R, Fy(z) = P(X < z) — / Fx(t)dt.

b
e Va,b€R, Pla< X <b) — / Fr(b)dt.

Fy est de classe €' sur R. Une densité de Y s’obtient en dérivant :

ef(e*+1)—e®(e* +1) e’
rz€R— =
fria (e® +1)2 (e +1)2
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3. fy est définie sur R qui est un intervalle symétrique par rapport a 0, et on a pour tout
reR:

e~ 621’ e~ e®

fy(=z) = e rd12 B lerri)E (1t f(x).

Donc f est bien une fonction paire.

+oo
4. E(Y) existe si et seulement si / tfy (t)dt converge absolument. Comme ¢ — |t fy (t)]
- +o00 400 et
est paire, ceci est équivalent & la convergence de / [tfy ()] dt = / t——— dt.
0 0 (et +1)

t

e

La fonction ¢ — tm est continue sur [0, +o00[, donc l'intégrale est généralisée en +oo.
e

Faisons un théoréme de comparaison en 400 :

t367t t3e—t =3¢t — 0 en +00. Ainsi on a teit =0 <1>
(el +1)2 totoo 2t ' (et +1)2 " \#2)

1
. t—220pourtoutt>0.

oo dit
. / o) converge en tant qu’intégrale de Riemann en +oo d’exposant 2 > 1.
1
400 et
Par théoréeme de comparaison, I'intégrale / tm dt est donc convergente, et E(Y")
0 e

existe bien.

+oo
Enfin, la fonction ¢ € R — ¢ fy(¢) est impaire. Donc on a E(Y) = / tfy(t)dt =0.

— 00

5. (a) On part de I'expression Y = In(eX — 1), en simulant n réalisations de la variable X &
I’aide de la commande rd.exponential(1/1,n), ce qui donne :

1 |def simulation(n):

2 x = rd.exponential(1/1,n) # vecteur de taille n

3 y = np.log(np.exp(x)—l) # s'applique sur chaque
composantes du vecteur

4 return y

(b) On peut procéder ainsi :

1 [E = np.mean(simulation(10000))
2 [print (E)

Exercice 25.18 (%% - @D)
Soit X une variable aléatoire admettant une densité f nulle sur | — oo, 0] et continue sur [0, +oo[. On
note S la fonction définie par S(t) = P(X > t).

1. A laide d’une intégration par parties, montrer que pour tout A > 0 :

A A
/ S(t)dt = AS(A) + / tf(t)dt.
0 0

+00
2. Montrer que si X admet une espérance, alors : VA > 0, AS(A) < / tf(t)dt.
A

+oo
En déduire que l'intégrale / S(t)dt est convergente et qu’elle est égale & E(X).
0
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+oo
3. Inversement, montrer que si / S(t)dt est convergente, alors X admet une espérance et que
0

E(X) = /0 " St

1. Tout d’abord, notons que S(t) =1 — Fx(t), de sorte que S est continue sur R et de classe
" sur [0, +oo[ (puisque f est continue sur [0, +oo]) et telle que S’(t) = —f(t) pour tout
t>0.

On effectue une intégration par parties sur le segment [0, A].

+ ] S 1
N\
e L

Les fonctions S et ¢ + ¢ sont de classe € sur [0, A]. On obtient par intégration par parties

A A
/ S(t)dt = AS(A) + / tf(1)at.
0 0

—+00
2. Supposons que X admette une espérance, c’est a dire que l'intégrale / tf(t)dt =
—00

+o0
/ tf(t)dt converge absolument, donc converge puisque la fonction intégrée est posi-
0

tive. On a pour tout A > 0 :

+oo +oo
/ tf(t)dt > Af(t)dt car f positive
A

! +o00 A
> A/A Ft)ydt = A (1 - [ £ dt) — A(1 - F(A)) = AS(A)

On obtient donc pour tout A > 0, I’encadrement suivant :

+o0
0 < AS(A) < /A £F (1) dt.

+oo +oo
L’intégrale / tf(t) dt étant convergente, on en déduit que lim / tf(t)dt = 0. Par
0 A—+oo /A

théoreme des gendarmes, on en déduit que AliIJ{l AS(A) = 0. En reprenant 'égalité de
—+00
A
la question 1., on obtient donc que Ahrf AS(A) + / tf(t)dt existe et vaut E(X). Ainsi
— 400 0

400
'intégrale / S(t)dt est convergente et est égale a E(X).

0

+o00
3. On suppose inversement que / S(t) dt converge. Pour tout t € R, S(t) = P(X >t) >0
0

de sorte qu’on a :

/{:Oo S(t)dt > /A S(t)dt = AS(A) + /OA £f(6)dt > /OA LF(£)dt.

0
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A
La fonction A — / tf(t)dt est donc croissante (car ¢t — tf(t) est positive sur Ry) et
0

+oo
majorée. Elle admet donc une limite finie en +00. Donc 'intégrale tf(t)dt converge

0
absolument (car la fonction intégrée est positive). Ainsi F(X) existe.

On peut enfin appliqué le résultat prouvé a la question précédente, de sorte qu’on a bien

BE(X) = /0 " sty at.

Exercice 25.19 (k%% - QSP HEC 2009)

Soit U une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (2, o7, P), de loi uniforme sur |0, 1], et
soit g €]0, 1].

InU
1. Déterminer la loi de la variable aléatoire X =1+ LHJ , ou | x| désigne la partie entiére de x.
ng

2. A laide de la fonction rd.random(), écrire une fonction d’en-téte def simulation(p) prenant
en parametre d’entrée un réel p €]0, 1[ et renvoyant une réalisation d’une variable Y < ¥(p).

In(U)
In(q)

discrete. Soit donc k € N*. On a :

it - (oo 3] -0) (|32 -4

InU
=P (k —-1< ln— < k) par définition de la fonction partie entiere
ngq

=P (kln(¢g) <InU < (k—1)Iln(q)) car In(q) <O
=P (ekln(q) < U< e(k_l)ln(Q)> car exp croissante

= Fy(etF=Dm@)) _ [, (kn(9)

1. Tout d’abord, notons que

> 0, donc X(§2) C N* et X est une variable aléatoire

Enfin puisque In(g) < 0, on a eF12(9) k=11n(a) ¢ [0 1] et donc :
P(X — k) — e(kfl)ln(q)) - ekln(q) — qkfl o qk — qkfl(l - Q)-
Ainsi X suit une loi géométrique de parametre 1 — q.
2. En utilisant la question précédente, on peut utiliser la fonction suivante :

1 [def simulation(p):

2 u = rd.random()
3 x = 1 + np.floor(np.log(u)/np.log(1l-p))
4 return x

Exercice 25.20 (k%% % - QSP HEC 2018)
Toutes les variables aléatoires de 'exercice sont supposées définies sur le méme espace probabilisé
(Q, 7, P). Dans cet exercice, X est une variable qui suit la loi exponentielle de parametre A > 0.

1. Soit N la variable aléatoire prenant pour valeur le plus petit entier n tel que [X < n] est réalisé,
c’est-a-dire que : Yw € Q, N(w) = min{n € N, X(w) < n}. Déterminer la loi de N.
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2. Soit M la variable aléatoire prenant pour valeur le plus grand entier n tel que [X > n] est réalisé.
Montrer que N et M 4+ 1 sont de méme loi.

3. Donner une simulation en Python de la variable aléatoire M pour une valeur de A entrée par
I'utilisateur.

1. Puisque X — &(A), on a X > 0 et donc N(2) C N*. Pour tout & € N*, on a :
[IN=kl=[X<KNX<k-1=X<kNX>k-1=k-1<X <kl

On obtient donc :

3
=
I

=
I

Pk—1<X<k)=P(X<k)—P(X<k—-1)=(1—e ™) —(1—e D)
_ ef)\(kfl) . 67/\]6 — (ef)\)kfl(l o ef)\)

Ainsi N suit une loi géométrique de parametre (1 —e™?).
2. On pose T'= M + 1. Puisque X > 0, on a M () C N et donc 7" C N*. Soit k € N*, on a :

M=k=[X>kNX>k+1=[X>kN[X<k+1l]=[k<X<k+1]

P(T=k)=PM=k—-1)=Pk—-1<X <k)
=Pk—-1<X<k) carX adensité
=Fx(k)—Fx(k—1)=(1—e ™) = (1 —e D)) = (M) 11—

Ainsi M + 1 suit aussi une loi géométrique de paramétre (1 — e™), et est donc de méme
loi que N.

3. Rappelons que pour simuler une loi &'(\), on utilise la fonction rd. exponential (1/1bd), les
deux premiers parameétres correspondant a la taille de la matrice a simuler (ot les coefficients

sont des réalisations indépendantes de la loi), et le dernier parametre est 'espérance de la

1
loi —.
of 1

Pour rechercher le plus grand entier M tel que M < X, on fait une boucle « tant que » en
testant si k < X et en augmentant k de 1 a chaque étape. Lorsque la boucle s’arréte, on a
donc :

k—1 < X < k.

la (k — 1)-iéme_boucle a eu lieu la k-iéme boucle n’a pas eu lieu

On renvoie donc M =k — 1.

On propose donc le code suivant :

1 [def simulation(lbd):

2 X = rd.exponential(1/1bd)
3 k=0

4 while k <= X :

5 k=k+1

6 return(k-1)
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Couples de variables a densité

Exercice 25.21 (k%)

1. On dit que Z suit la loi exponentielle bilatérale si une densité de Z est la fonction f définie par :

Vx € R, f(a:):%

e~ 1l

(a) Vérifier que f est bien une densité de probabilité.
(b) Déterminer la fonction de répartition de Z.
(c) () Soit Z; et Zy deux variables aléatoires indépendantes, suivant la loi exponentielle

bilatérale, déterminer une densité de V = Z; 4+ Zs.

2. Dans cette question X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes suivant toutes deux la
loi &£(1). On pose W =X —Y.

(a) Déterminer une densité de —Y

(b) Déterminer une densité de W et vérifier que W suit une loi exponentielle bilatérale.

(c) Déterminer I'espérance de W.
)

(d) Ecrire une fonction Python simulant n réalisations d’une loi exponentielle bilatére.

Vérifier numériquement la valeur de ’espérance obtenue a la question précédente.

(e) On pose T'= |WW|. Déterminer la fonction de répartition de T et vérifier que T suit une loi
exponentielle dont on donnera le parameétre.

1. (a) La fonction f est bien positive sur R, et continue sur R comme composée de fonctions

“+o0o
continues sur R. De plus f est paire. Ainsi / f(t) dt converge si et seulement si
+oo -
/ =3 / et dt converge. Et c’est bien le cas puisqu’on reconnait ici la
0

densité de la loi &(1). Ainsi / f(t)dt converge et vaut :

—00

/J:Of(t)dt:2/0+oof(t)dt:/0+ooe—tdt:1

Donc f est bien une densité de probabilité.
(b) Soit z € R, on a deux cas a distinguer :

e x < 0. Dans ce cas, on a :

/ f(t) / el dt = Agmoo ; [et]z

= 1 — —
Aalmoo 2 (6 €

e x > 0. Dans ce cas, on obtient :

0=/ 1w :/ fde+ [ rwar
-

calcul_préc.

:%—F%[—e*tr:l—e

N | —
[\
=)
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Ainsi on a :

¢ siz <0
Fy:x— 2 .

1
(c) Z1 et Z sont indépendantes, et fz, (ou fz,) est bornée (par 5) Donc la variable

V =7, + Zs est & densité, de densité (continue sur R) égale a :

VeeR, h@) = [ J)fe—t)dt= i / 0 ot la—tl gy

—00

Il faut pour calculer cette intégrale, pouvoir se « débarrasser » des valeurs absolues.
On a pour cela deux cas a distinguer :

e siz>0,ona:
0 +o00
e :/ ot o=zt dH/ ot o=zt dt+/ o ltlo—lz—t] g
— 0o

0
:/ ele—(@=t) dt—l—/ e te= (@) dt—l—/ e te@=t gt
—00 0
0
:e_x/ thdt—i—e_x/ 1dt + € / e 2t dt
—00 0 x
B

1
—eﬂ
2° ],

1
=e % x lim |:€2t
As—c0 | 2

+ze 4+ x lim
A B—+o0co

1 1
= 56_1 +ze T+ €x§6_2$ =ge T4+ "

e sizx<0,ona:
4h(z) = / e ltlg=lo=tl qf 4 / e ltlg=lo=tl qp 4 / elo=tl g

—+o00
_/ xt&+/ t@t&+/ dt
:e_x/‘ Etdt + e* /11dt+e /‘ e 2t dt
—00 0

1,,1° 1 B
—e®x lim |=e?| —ze®+e*x lim |——e 2%
A——o0 |2 A B——+o0 0

1
= 5696 — ze” —i—e“’é = —ge” +¢e"

On obtient donc finalement que pour tout x € R :

1
—|—m€_$ stz >0 14 g
My =1 1, _ Lol
1 e’ siz <0 4

2. (a) Posons U = —Y. Pour tout z € R, on a :
Fy(x)=P(U <z)=P(-Y <z)=PY > —x)
=1-PY <—-2)=1-P(Y <—z) carY a densité

CJ1-(1—=¢") siz<0 [e¥ siz <0
RS siz>0 |1 siz>0
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()

(d)

Fy est continue sur R sauf éventuellement en 0 ot on a :

lim Fy(z) =1= Fy(0) = lim Fy(z).

z—0t z—0~

Donc Fyr est continue sur R. Elle est de classe €' sur R sauf éventuellement en 0.
Donc U est une variable a densité. On a pour tout x # 0 :

er six<0
Fl(z) =
v() {O siz>0

Une densité de U = —Y est donc :

e six <0
0 siz>0
Puisque X et Y sont indépendantes, X et —Y le sont par le lemme de coalitions. De

plus fx (ou f_y) est bornée. Donc W = X — Y est a densité, de densité (continue
sur R) égale a :

+o0
na) = [ ax Oy @t
On a f_y(z —t) # 0 si et seulement si x —t < 0, soit si et seulement si z < ¢.

fx(t) #0

o

8 @m--

- [ov(e—1) 0

On a deux cas a considérer.

e Six<0,alors fx(t)f_y(x —t) # 0 si et seulement si ¢ > 0. On obtient :

h(z) = / e fe”tdt = e”“"/ e 2dt=e® lim |———| =S
0 0 B—+00 2 0

par les calculs déja effectués.
o Siz>0,alors fx(t)f-y(z —t) # 0 si et seulement si ¢t > z. On obtient :

+o0 +o0 218 oo
h(z) = / e et dt = e” / e 2 dt =e* lim |——| =——.
z T B—+o00 2 . 2

Une densité de W est donc donnée par :

Ainsi W suit une loi exponentielle bilatere.

Par linéarité, W admet une espérance et on a :

On utilise le code suivant :
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1 |def simulation(n):

2 X = rd.exponential(1l/1,n)
3 Y = rd.exponential(1/1,n)
4 return(X-Y)

Pour vérifier numériquement la valeur de I'espérance, on peut utiliser la commande :
--> np.mean(simulation(100000))

On obtient 0.0033696 comme résultat, ce qui confirme bien la valeur de ’espérance
obtenue.

(e) Soit T'=|W|et x € R. On a Fp(x) = P(|W| <z) =0si z < 0. Supposons z > 0.
Ona:

Fr(z)=P([W|<z)=P(—z<W<zx)=PW <z)—P(W< —x)
=PW<z)—P(W< —x) car W a densité

Donc T suit une loi exponentielle de parametre 1.

Exercice 25.22 (k% %)

Pour tout a > 0, on définit la fonction f, sur R par f,(t) = { to!
0 sinon.

sit>1

1. Montrer que f, est une densité de probabilité.

2. Soient a,b deux réels distincts strictement positifs, et soient X et Y deux variables aléatoires
indépendantes de densités respectives f, et f3.

(a) Déterminer les lois de In(X) et In(Y).
(b) Déterminer une densité de In(X) + In(Y).

(c) Soit Z = XY . Montrer que Z est une variable a densité, et en donner une densité.

1. La fonction f est bien positive sur R et continue sauf éventuellement en 1. On étudie la
“+o0o “+oo a
convergence et le calcul de / fa(t)dt = / prasy dt. f, étant continue sur [1,+o0],
e} 1

Iintégrale est généralisée en +00. Soit A > 1,ona:

A
A t= 1
/ at ™ tdt = la—| =1-—.
1 —a 1 Ae

“+oo

1
Comme a > 0,ona lim 1- —— =1. Donc l'intégrale / fa(t)dt converge et vaut 1.
(e.¢]

A—+oo A _
On peut donc conclure que f, est une densité de probabilité.

2. (a) Posons U = In(X). X est a valeurs dans [1, +o00[, donc U est a valeurs dans [0, +o0],
de sorte que :
P(U <xz)=0 pour tout z < 0.

Supposons x > 0. On a :

Fy(z)=PU <z)=P(In(X)<z) = P(X <e")=Fx(e).

- exp. Croiss.
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On obtient donc :

Fx(e* ixz>0
FyoxeRe | IXE) mE=r
0 siz <0

X étant & densité, F est continue sur R et de classe €' sur R, sauf peut-étre en 1
(car f, est discontinue en 1). Par composition, Fy; est continue sur R et de classe ¢
sauf peut-étre en 0 (car e = 1 et Fx est €' sauf peut-étre en 1), et on a pour tout
z>0: a

Fi(@) = e Fi(e") = e = ae™.

Ainsi une densité de U est donc (avec un choix arbitraire de la valeur en 0) :

ae” ™™ six >0

0 sinon

Donc U = In(X) suit une loi &(a). De méme, on montre que V' = In(Y") suit une loi

&(b).

Remarque. On pouvait aussi déterminer la fonction de répartition de X a partir de
la densité. On obtient (apres calcul) :

1
1—-— ixz>1
Fx:2eR— x® S =

0 sia;<1'

D’ou en substituant, on obtient pour tout z € R :

Fp(x) = Fy(e®) = ) sie? >1 _ {

0 sief <1

1—e ™™ six>0

0 siz<0’

On reconnait ici la fonction de répartition d’une loi &(a), et on retrouve ainsi que

U< &(a).

Par lemme de coalition, on a que U et V sont indépendantes puisque X et Y le sont.
De plus fy (ou fy) est bornée. On peut donc conclure du cours que U + V' est une
variable & densité, et qu'une densité de U + V est donnée par la fonction (continue
sur R) :

woy = [ fuOsvie -t

—0o0

Fixons x € R. Pour tout t € R, on a :

0 sit<O0

ae”®  §it>0

0 sizx—t<0
be b=t sz —t>0

fU(t) = { et fv(l’ — t) = {

En particulier on a fi7(t) # 0 si et seulement si ¢t > 0 et fy(x —t) # 0 si et seulement
si x —t > 0, soit encore t < x.

fu(t) #0

N W)

37



ECG2 - Maths approfondies Lycée Louis Pergaud

Siz <0, ona fy(t)fv(z —t) = 0 pour tout ¢ € R (c’est la situation représentée
ci-dessus) et donc h(z) = 0.

fu(t) #0

e el O

1
1
1
®
xr —

Siz > 0. Alors fy(t)fy(z —t) #0sit € [0,z]. Ainsion a :

h(z) = / fu®) fv(x —t)dt = ab/ e ettt = abe_bx/ e~ (@bt q¢
0 0 0
—(a—b)t‘| z ab b

_ efax)

_a—b(e

— b*bx _6 _
aoe l a—b

0

Finalement, on obtient que :

Ve e R, h(z)=

b
a b(e_bz —e ) six >0
a— )
0 sixz <0

Z est & valeurs dans [1, +oo[ puisque X et Y le sont, de sorte que pour tout z < 1,
Fz(z)=P(Z<z)=0.Soit x> 1,0ona:

Fz(z)=P(Z<z) = PnXY)<In(z))=PU+V <ln(z)) = Fyiv(ln(z))

In croiss.

Or on a montré a la question précédente que U + V est a densité. Donc Fyyy est
continue sur R, et de classe ! sur R sauf éventuellement en 0 (car h est continue sauf
éventuellement en 0). Par composition, Fz est continue sur [1,4o00[ et sur | — oo, 1[.
De plusen 1, on a :

0
lim Fz(z) =0 et lim Fy(z) = Fyiv(0) = / h(t) dt = 0.
0

T—1— z—1+

Donc Fy est continue sur R. Elle est de plus de classe €' sur R, sauf éventuellement
en 1. Donc Z est une variable & densité. De plus pour tout z > 1, on a :

Fye) = 1 By (i) = — (o) — o) 20 (5 D)

xb ze
B ab 1 1
T a—b \abtl  gatl -

Ainsi une densité de Z est (en prenant la valeur 0 arbitrairement en 1) :

- = siz>1
fz x> oz—b(fl”thl zet .
0 sinon

Exercice 25.23 (k% %% - Oral HEC 2015)
1. Soient a, b, v trois réels strictement positifs vérifiant 0 < o < a? < b2.

, @/ a b
Etablir 1 de Dintégral — — 1) —=——= —1]) dt. Cette intégrale est
(a) Etablir la convergence de lintégrale /0 ( 7 ) ( N ) ette intégrale es

notée I, ().

(b) Calculer I, ,(c) & l'aide du changement de variable t = a cos?(u).
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Dans le plan rapporté & un repere orthonormé, on place deux points M et N tels que leurs abscisses
respectives X s et X suivent la loi uniforme sur 0, a[ et leurs ordonnées Yj; et Yy suivent la loi
uniforme sur |0,b[. On suppose que les quatre variables aléatoires Xys, Xy, Yas et Yy sont définies
sur un espace probabilisé (2,.o7, P) et sont indépendantes.

On note D la variable aléatoire égale & la longueur du segment [M, N]: D? = (Xp—Xn)?+(Yar—Yn)2.

2. (a) Quelle est la loi suivie par —X; 7
(b) On pose Z, = (Xny — Xpr) et Zp = Yy — Y. Déterminer les lois de probabilité de Z, et

Zp, respectivement.

1 < a 1> si0 <z <a?

= (— - i r<a

(c) Montrer qu'une densité f2 de 7?2 est donnée par fz2(z) = a? \Jzx .
0 sinon

(d) Soit # < a. Calculer P(D < 0).

Vecteurs aléatoires

Exercice 25.24 (%)

Soient X7, ..., X, n variables indépendantes sur (2, &7, P) suivant la méme loi géométrique de parametre
p €]0,1[. On note Z = min(Xy,...,X,).

Déterminer la loi de Z ainsi que son espérance si elle existe.

Commengons par un rappel.

Rappel. Loi d’un minimum.
Soient X1,...,X, des variables aléatoires définies sur (Q2, <7, P).
Posons Z = min(X1,...,X,). On a pour tout z € R :

n
Z>x:ﬂX > x].

De plus, si Xq,..., X, sont mutuellement indépendantes, alors :

-

1—Fyz(x) = (1 - Fx,(x)).

=1

Pour une variable discréte X a valeur dans Z, on a pour tout k € Z :

P(X=k)=P(X>k—1)—P(X > k).

Notons pour commencer que Z(2) = N* et donc que Z est une variable discréete. Pour tout
ke N* ona:

P(Z>k)=P(X1>k,...., X, >k)=P(X; >k)...P(X, >k) par indépendance

= P(X; > k)" car les variables sont de méme loi
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Or on a%:
= = —1 k k
P(Xy>k)= P(X1=1i)=p 1—-p)~"=p (1-p —— = (1-p)~.
Xi>h= 3 PXi=)=p 3 (19 (-p g =)

premier terme

En substituant, on obtient :
P(Z>k)=(1-p"™

Notons que cette égalité est aussi valable pour k = 0, car alors P(Z > 0) = 1.

Reste & obtenir les probabilités ponctuelles. Pour tout £ € N*, on a :
P(Z=k)=P(Z>k-1)=P(Z>k)=1-p"* V- (1-p)™ =(1-p)"*D(1-(1-p")=(1-9g"

en posant ¢ =1 — (1 — p)”. Ainsi Z suit une loi géométrique ¥(q). En particulier Z admet une
espérance (et une variance aussi) et on a :

?On aurait pu obtenir ce résultat d’une autre maniére : [X; > k| correspond & obtenir le premier succeés dans
une succession d’épreuves de Bernoulli au rang £+ 1 ou plus, et donc a obtenir k& échecs sur les k& premiéres épreuves
de Bernoulli. Or la probabilité d’un tel événement est (1 — p)*.

Exercice 25.25 (%% - Loi de Weibull)

. s . o . . 0 six <0
Soient a et b deux réels strictement positifs. Soit la fonction F : z —

1—e ()" siz>0

1. Montrer que F est la fonction de répartition d’une variable aléatoire a densité X, et donner une
densité f de X.

On dit alors que X suit la loi de Weibull de paramétres a et b, et on note X — # (a,b).
2. Sia=1, quelle est la loi de X 7

3. Déterminer la loi de X*©.

k
4. Soit k € N*. Montrer que X admet un moment d’ordre k et que E(X*) = b*T (1 + )
a

T a
On pourra utiliser le changement de variable t = (b> .
En déduire I'espérance et la variance de X.

5. Soient X1,..., X, des variables aléatoires i.i.d. suivant la loi # (a,b), et soit ¥;, = min(X7,..., X,).

Montrer que Y, suit encore une loi de Weibull dont un précisera les parametres.

1. Notons ici qu’on ne sait rien sur la fonction F' : on ne sait pas si ¢’est une fonction de
répartition d’une variable réelle. On a donc cing points a vérifier.
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Rappel. Fonction de répartition d’une variable réelle.

F: R — R est la fonction de répartition d’une variable aléatoire réelle X si et seule-
ment si elle satisfait les points suivants :

(i) F est croissante sur R ;
(ii) F est continue a droite en tout point de R ;
(iii) mggloo F(z)=0et mll}I_{loo F(z)=1.
F est la fonction de répartition d’une variable & densité X si de plus :

(iv) F est continue sur R ;

(v) F est de classe ¢! sur R éventuellement privé d'un nombre fini de points.
Pour vérifier ces cinq points, on aura besoin de quelques rappels sur les fonctions puissances.

Rappel. Fonctions puissances.

Soit a € R. On appelle fonction puissance d’exposant o la fonction p, définie sur R

par :

pa(ﬂj) - 6aln(r)'

e Soit a € R*. La fonction puissance d’exposant « est continue et dérivable sur
R% , et pour tout z € R} on a :

Ph() = aa® .

e Si a > 0, la fonction p, peut étre prolongée par continuité en 0 en posant
Pa(0) = 0.

e Si0 < a<1,p,n’est pas dérivable en 0, et sa courbe représentative admet une
tangente verticale en 0.

o Sia>1,p, est de classe €1 sur R avec pl,(0) = 0.

On retiendra les différentes allures de la courbe représentative de p, selon la valeur

de a.
a>1
Yy
a=1
—0<a<l1
> a=20
\

T — a<0

x

Montrons donc que F est la fonction de répartition d’une variable & densité :
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(ii) et (iv) F est continue sur R* en tant que composée de fonctions qui le sont. De plus, on a
(puisque a > 0) :

lim 1—e(3)" =1-1=0=F(0) = lim F(z).

z—0t z—0—

Donc F' est continue sur R.

(iii) On a EIEI F(z)=0et lim F(z)=1 (car a,b>0).

T—+400
(v) F est de classe ! sur R sauf éventuellement en 0, et on a :

Vo <0, F'(x)=0

et

SHE

1 a—1 a
Vo >0, F’(x)—axb<:£) x e (3)".

(i) Comme F’'(z) > 0 sur R* et que F est continue, F' est bien croissante sur R.

Ainsi I est bien la fonction de répartition d’une variable aléatoire X & densité. De plus,
une densité de X est (en choisissant une valeur arbitraire en 0) :

t(l*l a
FiteReo Z() xef(%) sit>0
0 sit <0

2. Sia =1, on reconnait la fonction de répartition d’une loi & (%) X suit donc une loi & (%)

3. Posons Y = X? Comme f # 0 sur |0,+o00[, on a X(Q2) =]0,+o00[. En particulier, Y est
bien définie et on a également Y (2) =0, +o0c[. En particulier, on a :

Ve <0, Fy(x)=0.
Supposons a présent x > 0. On a :

a 1 . 1
Fy(x) = P(X®<z)=P(X <za par croiss. de > za

On reconnait ici la fonction de répartition de la loi & (%) Donc X suit la loi & (b%)

+oo
4. Soit k € N*. X admet un moment d’ordre k si et seulement si I'intégrale / thF(t)dt =

oo g /t\¢ ! -
T (
/0 b <b> ¢

positive.

a
)" at converge absolument, donc converge car la fonction intégrée est

o+

a
Effectuons le changement de variables u = <b) , ce qui se réécrit t = bus. La fonction

t a
p:teR) — (b) est de classe €1 sur R% comme composée de fonctions qui le sont, et

est strictement croissante car a,b > 0. Le changement de variables est donc licite. De plus,

a—1
onadu:z<b) dt. Lorsque t: 0 — +o0, on a u: 0 — +oc.
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+0o0 a
Par le théoreme de changement de variables, les intégrales / the=(G)" At et
0
LR S k(T (1)1 - . .
/ b uae du =0b / U\a e~ “du sont de méme nature. Or on reconnait pour la
0 0
k k
deuxiéme l'intégrale I’ ( + 1) qui converge car — + 1 > 0.
a a

Ainsi E(X*) existe et on a :
k
E(X®) =b*r ( + 1) .
a

En particulier, on a pour k =1et k =2 :
EX)=0"{-+1 et E(X*)=0bT(-+1
a a

et donc par la formule de Huygens :
2 2 2 2 1 2
VIX)=E(X*)—EX)"=bv*[(T|({-+1)-T(-+1 .
a a

5. Notons tout d’abord que Y;,(2) =]0, +o0], de sorte que :
V<0, Fy, (z)=0.
Soit x > 0, on a :
PlY,>x)=PX)>z,...,X, >x)=P(X; >x)" carles X; sont i.i.d.

de sorte que :

- Py, (2) = (1- F(2)" = e ")
>0
Ainsion a :

Fy, :x—<l—e (b/"‘ll> siz>0.
0 sixzx <0

On reconnait ici la fonction de répartition d’une loi # (a, 1).
na

Exercice 25.26 (%% %)
Soient N > 2 et n € N*. Un sac contient N boules numérotées de 1 a N. On effectue n tirages avec
remise d’une boule, et on note Z,, le plus grand des numéros obtenus.

1. Déterminer la loi de Z,.

N=1 /1 \n
2. Mont E(Z,) =N — — ] .
ontrer que E(Z,) ;; <N>

nN

3. Montrer que E(Z,) N 1
—+oo N

1. On a déja Z,(Q2) = [1, N]. On a pour tout k € [1, N] :
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Cette formule est encore valable pour k£ = 0. D’ou :

P(Zy = k) = P(Zy < k) — P(Zy <k —1) = <§)n - (T)n

2. L’espérance existe car la variable est finie. On a :

BE(Z,) = %k (;)n —k (k;]l)” _ ik (;)n— (k—1) (k]:fl)”_ (k;;ly

k=1 k=1
N N -1
kn-i-l k_1n+1 E—1\" E\™
- Z Nno ( Nr? - Z ( N ) =N - <N)
k=1 k=1 k=1

On reconnait la somme de Riemann de f(z) = 2™ sur [0,1]. Comme f est continue, on
obtient que :

N-1
1 EN" 1 n
im 1-—> (=) =1- -
NS0 N%(N) n+l n+tl

D’ou le résultat voulu.

Exercice 25.27 (k%% - Oral ESCP 2018)

Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur un espace probabilisé (2, o7, P).

Soit (U;)ien une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes suivant chacune une loi de
Bernoulli de parametre p €0, 1].

Soit N une variable aléatoire a valeurs dans N indépendante des U; et X et Y les variables aléatoires
définies par:
N(w)
VweQ, X(w)= Z Ui(w) e Y=N-X

=1

1. Vérifier que pour tout (k,£) € N2, P([X =k|N[Y ={]) = (k Z g)pk(l —p)'P(N =k+1).

2. On suppose que N suit la loi de Poisson de parameétre A > 0. Montrer que les variables aléatoires
X et Y sont indépendantes.

3. On suppose que X et Y sont indépendantes et que N prend ses valeurs dans N.
On suppose également que pour tout k € N, P(X = k) # 0 et que pour tout £ € N, P(Y = /¢) # 0.

(a) Vérifier que pour tout (k, /) € N?, on a:

(k+1)P(X =k+1)P(Y = £)(1 —p) = ({ + YP(X = k)P(Y = £ + 1)p
(b) En déduire la loi suivie par X puis celle suivie par Y.

(c) Justifier que N suit une loi de Poisson. Préciser son parameétre.
1. L’événement [X = k] N [Y = (] est égal & 'événement [X = k] N[N = k + ¢|. En utilisant
les probabilités conditionnelles, on a:

PIX=kN[Y =0)=P(X =kN[N=k+{)=P(X =k|N =k+())P(N =k +0)
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Or lorsque N = k + ¢, X suit la loi binomiale B(k + ¢, p). Ainsi:

k+¢

P([X:k:mY:E]):( .

)pk(l —p)'P(N =k+10)

2. Si N <= P()), il vient :

AN
Lo

ko

k+4
P(X=kNY ={)) = <k2£>pk(1 —p)ee_A(,::e)! =p"(1-p)

La loi marginale de X se calcule par :

+oo
PX=k) =) P(X=kNY =1{])
=0
)\k +00 )\f
k_—A l
=pie 5 ) (1—p)
k! = 1

AOD)F G (Ap)*

=e e — P

B k! k!

Ainsi X < P(Ap). On montre de la méme fagon que Y — P((1 — p)A).

3. (a) Notons py = P(X =k) et ¢y = P(Y = /). On sait que :

k+0+1
pk+1qe=P([X=k+1]ﬂ[Y=f])=( k1 )p’““(l—p)‘P(N:kJrHl)

E+0+1

pwu1=P@X:kMWY:g+H):< .

)pk(l —p)HP(N=k+(+1)

E+0+1 E+0+1
On termine cette question en remarquant que: (k—i—l)( Z+1— ) = ((+1) < +I<: + )

(b) On prend ¢ = 0 dans la relation précédente. Il vient:

PE+1 = = P b =« Pk
T E+1(1-p)go k+1
Donc, pour tout k£ € N, on a: p; = ak@ avec o = &.
k! (1-p)qo
+o0
Or,1= Zpk = po =e *. Ainsi X suit la loi de Poisson P(«).
k=0

De facon symétrique, en prenant £ = 0 dans la relation, il vient:

pi(l—p) P(Y =1{)
Pop {+1

P(Y =(+1) =

p1(1—p)
Pop

+oo
Donc, pour tout k € N, avec 8 = ,ona: q = ﬂg%. Or, 1= Zq@ =qo =
' £=0
e P

Ainsi Y suit la loi de Poisson P(f3).
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(c) Par stabilité de la loi de Poisson pour deux variables indépendantes, N suit la loi de
| Poisson P(a + f3).

Exercice 25.28 (k%% - QSP HEC)
Soient X1,...,X,, des variables aléatoires indépendantes suivant toutes la loi uniforme sur [0, 1].

1. Déterminer une densité de —max(Xj, ..., Xx) pour tout k € [1, n].

2. En déduire P([X, > X1]N[Xn > Xo] N+ N [Xn > Xn)).

1. Pour k € [[1,n], posons Yy = max(Xi,..., Xx).

Commencons par déterminer la fonction de répartition de Y. On a Y (Q2) = [0, 1], donc en
particulier :
Fy,(x)=0 si <0 et Fy(z)=1 s z>1.

Pour z € [0,1], on a :

P(Y;, <z)=P(X; <z)® car les variables sont i.i.d.

= 2"
Ainsi on a :
0 siz <0
Fy, :x e R— ¢ osio<z<1.
1 six>1

Cette fonction (qui est une fonction de répartition d’une variable aléatoire, on le sait !) est
continue sur R, méme en 1 et en 0 comme on le vérifie facilement. Elle est de plus €' sur R
sauf éventuellement en 0 et 1. Donc Y}, est une variable a densité, une densité de Y} étant
(en prenant des valeurs arbitraires en 0 et 1) :

0 sit<0
feiteR—= Rtk sio<t<1.
0 sit>1
Posons a présent Zy = —Yj. Zr = aY;+b (avec a = —1 et b = 0) est une variable & densité
en tant que transformation affine d’une variable a densité, et une densité g de Zj est pour
tout t e R :
1 t—b
)= —fi | — | = fu(—t
k(1) |a|fk< - > fu(=t)
0 si (—t) <0
= k(=)L sio< (—t) <1
0 si(—t)>1
0 sit> 00
=k(-t)F 1 si —1<t<0
0 sit< —1
2. On a :
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Par le lemme de coalition, les variables X, et Z,,_1 = —max(X1,..., X,_1) sont indépen-
1 site]0,1]
0 sinon

On sait par le cours que T' = X,, + Z,,_1 est a densité, de densité h définie et continue sur
R donnée par :

dantes. De plus, la densité f : t — { est bornée (de méme que gy d’ailleurs).

400
Ve € R, h(z)= / FO)gnor(z — 1) dt.
On a f(t) # 0 sur [0, 1] et pour = € R fixé :

gn-1(z—1t)#0 & —-1<zx—-t<0 & t—-1<zx<t & z<t<z+l.

On a différents cas a considérer :

e siz+ 1 <0, soit si z < —1, on est dans la situation suivante :

-1 0 [f(t)#0 1

o ° °
] ] ] ]
] ] ] ]
] ] ] ]
® ® ¢ ¢

— T — r+1
gi(x— 1) £ 0
+o00
Dans ce cas, on a h(z) = / 0dt =0.

e si0<z+1<1,soit si —1 <x <0, alors f(t)gn—1(x —t) # 0 sur [0,z + 1]

QPeom—=@P —

On a dans ce cas :

h(z) = /()x+1(n (- ay 2= -] =1

o si0<az<1,alors f(t)g(x —t) # 0 sur [z,1].

~1 0 f)#£0 1
¢ T " t 1
: - ;
—xr— r+1
gn-1(z — 1) #0
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On a alors :

h(z) = /:(n ~ D) 2de= [ -2 = ey

T

o siz>1, f(t)gn—1(x —t) =0 et donc h(xz) = 0.

= F(t) #0

¢---¢ O
¢---@ —

8 @m--

On peut a présent conclure :

Remarque. Ce résultat est plutdt intuitif : chacune des n variables X1, ..., X, a la méme
probabilité d’étre plus grande que les autres.

Exercice 25.29 (%% %% - Inspiré de QSP HEC 2021)

Un joueur lance simultanément N dés équilibrés. Puis, il effectue un deuxiéme tirage en ne relancant
que les dés qui n’ont pas donné 6. Il continue ainsi, en ne relancant a chaque tirage que les dés n’ayant
jamais donné 6.

On note, pour n € N*| 5, le nombre de 6 obtenus lors des n premiers lancers.

1. Déterminer la loi de S1, puis celle de Ss.
2. Quelle est la loi de S, 7 son espérance ?
+oo
3. Montrer que P (U [Sn = N}) =1.

n=1

On introduit la variable aléatoire ' = min{n > 1, S,, = N}.

4. Calculer P(T < n) pour tout n € N*. En déduire la loi de T'.

5. (a) Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N. En étudiant la sommabilité de la famille
(P(X = k))@mer avec I = {(k,n) € N?, k > n}, montrer que X admet une espérance si,
et seulement si, la série Z P(X > n) converge, et qu’alors :

+o0
E(X)=> P(X >n).

n=0

(b) En déduire que T' admet une espérance finie et donner une formule exprimant celle-ci.
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Exercice 25.30 (k%) k

Soient k > 2 et p1,...,pr des réels strictement positifs tels que Zpi =1.
i=1
Soit X un vecteur aléatoire de .#, 1(R) ayant pour composantes X1, ..., X tel que :

Vie [Lk], P(X =e)=p,
ou (e1,...,ex) est la base canonique de ., 1 (R).

1. Pour i € [1, k], montrer que X; suit la loi de Bernoulli de parameétre p;.

2. Quelle est la loi de X7 + X5 ? En déduire Cov(X, Xo).

On note £(X) la matrice colonne de .}, 1 (R) dont toutes les composantes sont les espérances E(X1), ..., E(X}),
et V(X) la matrice carrée d’ordre k dont le coefficient a la ligne i et a la colonne j est Cov(X;, X;)
pour tout (4,7) € [1, k]>.

3. Expliciter les matrices £(X) et V(X).
P1 1
4. Onpose C=|: |, U=[:]et M=Cx'U.
) 1
Vérifier que I, — M est la matrice d’un projecteur, et que V(X) et I — M ont le méme rang.
En déduire le rang de V(X)) ainsi que son noyau Ker(V(X)).
5. On munit .# 1 (R) de son produit scalaire canonique (-, -), et on note F' = Vect(U)+. Montrer
que P([X —&(X) € F]) = 1.
Un sous-espace vectoriel de .}, 1 (R) satisfaisant cette propriété est appelé support vectoriel de
X.
6. Montrer que si GG est un support vectoriel de X, alors H = F'N G 'est aussi.
Montrer que H+ C F1. En déduire que F C G.

Convergence des variables aléatoires

Exercice 25.31 (%)
Soit (X)) une suite de variables aléatoires admettant une espérance telle que lirf E(|X,|) = 0.
n—-—+0o0

Montrer que X, Zo.

Commencons par quelques rappels.
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Rappel. Convergence en probabilité.

On dit qu’une suite de variables (X,,)nen converge en probabilité vers X lorsqu’on a :

Ve>0, lim P(|X,—X|>¢e)=0.

n—-+o0o
Pour montrer la convergence en probabilité, on pourra selon les cas :

e commencer par s’assurer que ce n’est pas directement une conséquence de la loi faible
des grands nombres ;

o essayer d’utiliser I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev : si E(X,,) existe et est constante

égale a m, et si V(X,,) existe et tend vers 0, alors on montre que X, Em ;

o essayer d’utiliser I'inégalité de Markov : si E(X),,) existe et converge vers une constante

P
m € R, alors on peut essayer de montrer que X,, = m ;

o si aucune de ces méthodes ne fonctionne, il faudra calculer directement P(|X,, — X| >
€), puis passer a la limite.

Ici, cela ne reléve clairement pas de la loi faible des grands nombres. L’hypothése sur I’espérance
devrait vous donner envie d’essayer I'inégalité de Markov, qu’on rappelle aussi.

Rappel. Inégalité de Markov.

Si X est une variable aléatoire positive admettant une espérance, alors on a :

E(X)

Va >0, P(X >a)<
a

On l'applique ici : |X,| est une variable aléatoire positive, admettant une espérance. D’olt pour
tout € > 0, on a :

E(X
0< P(| X, >e) < M.
€
E(|X
Puisque lim E(1Xa) = 0, on obtient par théoréme des gendarmes que lim P(|X,|>¢)=0.
n—-+o0o g n—-+o0o

Ce qui signifie, par définition, que X, Eo.

Exercice 25.32 (%%)
Soit A un réel strictement positif, et soit, pour tout entier n, X,, une variable aléatoire suivant la loi

X,—n
de Poisson de parameétre n). Montrer que Y, = —~—— converge en probabilité vers 0 lorsque n
n

tend vers +oo.

La aussi, cela ne releve pas de la loi faible des grands nombres. Calculons 'espérance et la
variance de Y, pour voir si on pourrait conclure par une inégalité de concentration :

1 1
E(Yn) lin,:de E ;E(Xn) A= ﬁ(nA) —A=0
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et (en utilisant que V(aX +b) = a®V (X)) :

V(¥a) = 5V(X) = 5 (nh) =

A

n
Notons que E(Y;,) est constante indépendante de n, et que V(Y;,) tend vers 0 lorsque n — o0,
ce qui suggere d’utiliser 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.

Rappel. Inégalité de Bienaymé-Tchebychev.

Soit X une variable aléatoire admettant une variance. Alors on a :

V(X
Ve >0, P(X-FEX) >¢) < 22 ).
On en déduit ici que pour tout € > 0 :
0<P(]Y,—0]>¢) < V¥a) _ .
- - g2 ne?

Comme lim — =0, on obtient par le théoreme des gendarmes que lim P(|Y,—0] > ¢) =0,
n—+o0o0 NE n——+oo

et donc que Y, converge en probabilité vers 0.

Exercice 25.33 (%)
Soit N > 2, et soit (X,,) une suite de variables aléatoires indépendantes suivant la loi uniforme sur
[1,N]. On pose Y,, = min(Xy,..., X,,).

1. Montrer que la suite (Y},) converge en loi vers une variable que l'on précisera.

2. Montrer qu’il s’agit également d’une convergence en probabilité.

1. Pour tout n € N*, on a X;(Q2) = [1, N] pour tout 1 < k < n, de sorte que Y, (2) = [1, N].
Rappelons comment étudier la convergence en loi dans ce cas.

Rappel. Convergence en loi pour les variables a valeurs dans Z.
Pour étudier la convergence en loi d’une suite (X,,) de variables aléatoires discrétes
toutes a valeurs dans Z, on procedera comme suit :

(i) déterminer pour tout n € Net k € Z, p,, = P(X,, = k) ;

(ii) pour tout k € Z fixé, étudier la convergence en n de la suite de réels (p, ). On
note pi sa limite si elle existe ;

(iii) vérifier si (pg)rez définie une loi de probabilité, c’est a dire :

e VkeZ,pr >0 ; sa somme vaut 1.
o la famille (pg)rez est sommable® et

Si ces conditions sont bien vérifiées, alors (X,,) converge en loi vers toute variable
aléatoire discréte X de loi P(X = k) = py pour tout k € Z.

“Dans le cas de variables & valeurs dans N, cela correspond & montrer la convergence (absolue) de

la série E pr et que sa somme vaut 1.
k>0
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On commence donc par déterminer la loi de Y. Soit pour cela k € [1, N], on a :
PY,>k)=P(X1>k,...,Xn, >k)=P(X1 > k)"

N -k

car les variables sont i.i.d.. Comme P(X; > k) = — v on obtient donc :

P@g>m:<N§kYZ

formule qui est encore valable pour k£ = 0. On en déduit la probabilité ponctuelle :
N —k+1\" N —k\"

On étudie a présent la convergence de (py, k)nen+ pour tout k € [1, N] :
_(N—k—i—l)" (N—k:)” . 1-0 sik=1
Pk =\""N N ) novo |0-0 si2<k<N

—k
car pour tout 1 <k < N,ona —1< < 1. Notons donc :

1 sik=1
Vk € [L,N], pp= .
[LNL o {0 §i2<k<N

Vérifions & présent que (pg)rei,n] définit bien une loi de probabilités :

e on a bien px > 0 pour tout k € [1, N] ;

. Z pr converge (c’est une somme finie) et sa somme vaut 1.
1<k<N

On peut donc conclure que (Y;,) converge en loi vers une variable Y satisfaisant :
« Y(Q)=[1,N];

1 sik=1

e VEE[L,N], P(X = k) = p =
[LN]. P(X = k) =py {0 o ken

Ainsi Y est la variable aléatoire certaine égale a 1.

2. On va tenter de montrer que Y,, LS| (si elle converge en probabilité, c’est nécessairement
vers 1 puisqu’elle converge déja en loi vers 1).

Cela ne releve clairement pas de la loi faible des grands nombres, ni des inégalités de
Bienaymé-Tchebychev ou de Markov (ou il faudrait calculer I’espérance et la variance, ce
qui n’a pas été demandé au préalable...). On tente donc de revenir a la définition en
montrant que :
Ve > 0, lim P(|Y, -1 >¢)=0.
n—-+00

Fixons donc e > 0. On a :

|Yn—1|Z5Y4:;1Yn—125<:>yn21+€:>Yn>1-
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Ainsi on a [|Y,, — 1| > €] C [Y,, > 1], d’ou par croissance d’une probabilité :

N —1\"
OgP(Yn1|zs)§P(Yn>1):<N) .

N —1\"

Comme lim =0 car €] —1,1], on obtient par théoreme des gendarmes

n——+00 N
que lir}g P(]Y, — 1| > ¢) existe et vaut 0. D’out la convergence en probabilité de (Y;,) vers
n—-+00

1.

Exercice 25.34 (% %)
Soit (U,,) une suite de variables aléatoires indépendantes suivant toutes la loi uniforme sur [0, 1]. On
note M, et X,, les variables aléatoires définies par :

M, = max(Uy,...,U,) et X,, =n(1l — M,).

Etudier la convergence en loi de la suite de variables aléatoires (X,,).

On considére la fonction f définie sur R par: Vit € R, f(t) =

Exercice 25.35 (%% - Extrait de EML 2017) { 0 sit<0
it>0
ey si

1. Montrer que f est une densité.
2. On considere une variable aléatoire X a densité, de densité f.

(a) Déterminer la fonction de répartition Fx de X.

(b) La variable X admet-elle une espérance ? une variance ?

3. On consideére une suite de variables aléatoires réelles (X, )nen+ a densité, a valeurs strictement
positives, mutuellement indépendantes, dont chacune a pour densité f.

n
On définit, pour tout n € N*| les variables aléatoires M,, = max(X1q,---,X,) et Z, = U

n
(a) Déterminer, pour tout n de N*, la fonction de répartition Fy, de M,.

1
(b) Justifier que : Yu €]0; 00|, Arctan(u) + Arctan (u) = g et que Arctan(u) ~o U

2 n
(c) Montrer alors, pour tout n de N* : Vz €]0; 400, P(Z, <z)=1-— (1 — —Arctan <m>> .
s n
(d) En déduire que la suite de variables aléatoires (Z,),en+ converge en loi vers une variable

aléatoire a densité dont on reconnaltra la loi.

1. f est définie sur R, elle y est positive, elle est continue sur R* et sur [0, +oo[. Montrons
+o00 +oo
que / ft)dt = / f(t)dt converge. f étant continue sur [0,+oo[, U'intégrale est
0

—00
généralisée en +00. Prenons A > 0, on a :

A
/0 ft)dt = % [arctan(t)] = 2 arctan(A)

s

2 oo
Comme lim —arctan(A) =1, on en déduit que / f(t)dt converge et vaut 1.
A—+oco T — 00

Ainsi, f est bien une densité de probabilité.

Profitons de cet exercice pour faire quelques rappels sur la fonction arctangente.
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Rappel. Fonction arctangente.

La fonction arctangente est définie comme étant la bijection réciproque de la fonction

tangente restreinte a lintervalle |—%, Z[. Elle réalise donc une bijection de R dans

]—g, 5 [, elle est impaire, de classe €, et satisfait en particulier :

1
Vz €R, arctan’(z) = ——,
x arctan’ () 22
. T . T s
xgrfw arctan(x) = 5 xgglw arctan(x) = —5 arctan(1l) = 1

En voici le graphe (obtenu a partir de celui de tangente par symétrie par rapport a la
premiére bissectrice du plan) :

z
Y %tan

’ (garctan

Son principal intérét pour nous réside dans I’obtention de primitives :

dt
/m = arctan(t) + c.

dt 1 t
/ = — arctan () +ec. (a>0)
a a

t2 4 a?

2. On considere une variable aléatoire X a densité, de densité f.

(a) Rappelons le lien entre fonction de répartition et densité :
€T
Ve €R, Fy(z)= / £(t)dt.
—0o0
Comme f # 0 sur [0, +oo[, on a X (Q2) = [0, 4o0[, de sorte que Fx(z) = 0 pour tout

z < 0.
Pour z > 0, on a :

Fx(z) = /0 @) dt = %arctan(x).
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Ainsi la fonction de répartition de X est :

2
— arctan(x)

siz>0
Fx :z—<n tr= .
0 sinon
X 1 1 1 I d e 2 d
a une espérance si et seulement si l'intégrale tf(t)dt = / —dt
b sale [ “efar= [ g

converge absolument, donc converge puisque la fonction intégrée est positive. Comme
elle est de plus continue sur [0, +00[, cette intégrale est généralisée en +00. On a :

2t

* T+ Yoo T

. %20pourtoutt>0;

+oo |
o lintégrale / n dt diverge (intégrale de Riemann en +oo avec a =1 < 1).
1

+00 2t
Par théoreme de comparaison, / ( dt diverge donc, et X n’a pas d’espérance.
0o 7

1+ t2)
En conséquence, X n’admet pas de moment d’ordre p > 1, donc pas de variance non
plus.

Soit z € R. On a :
[M,, < z] = [max(Xq, -+ ,X,) < x]
Par indépendance mutuelle des X}, on obtient :
n
Fu, () = P (M, < 2) = [ P(X), < 2) = (Fx(2))"
k=1

car les variables suivent la méme loi. Notons en particulier que Fyy, est continue sur
R et de classe ¢! sauf peut-étre en 0 (car f est continue sur R sauf éventuellement en
0), de sorte que M,, est une variable & densité.

Considérons la fonction g : u €]0, +-00[— arctan(u) + arctan (%) . La fonction inverse
est dérivable sur |0;+o0o] et arctan est dérivable sur R. Donc par composition v
arctan (%) est dérivable sur |0; +oo[. Par somme, g est donc dérivable sur ]0; +00] et,

pour tout u €]0; +00[, on a :

1 +< 1 ) arctan’ (1) 1 +( 1 ) y 1 1 1
= ——+|—— |xarctan’ (= | = — =+ —— = —

1+ u? u? u 14 u? u?) 1+ (1/u)?  1+u? 1+u?
Donc la fonction g est constante sur l'intervalle ]0;4+oo[. Comme de plus g(1)

2arctan(1l) = 7, on obtient finalement que :

g'(u) =0.

1
Vu €]0; +o00], arctan(u) + arctan () =

T
u 2"

Pour obtenir ’équivalent de arctan en 0, on va déterminer sont développement limité
a l'aide de la formule de Taylor Young qu’on rappelle.
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Rappel. Formule de Taylor Young a l’ordre n.

Soit f une fonction de classe €™ sur un intervalle 1.
Alors pour tout (a,z) € I?, on a :

. f(a) .
flx)=>" u (z —a)k +mga((:n —a)").
k=0
1
On a arctan(0) = 0 et [arctan]’(0) = 1102 = 1 # 0. Comme on cherche un équiva-

lent, on va conserver le premier terme non nul du DL. On applique donc la formule
de Taylor Young a 'ordre n = 1 en 0 pour la fonction arctan :
t = ~ U.
arctan(u) = u + o(u) s
(c) Soit n € N*. Notons que M, > 0 presque siirement, et que Z, est bien définie et

positif presque strement. En particulier, on a P(Z,, < x) = 0 pour tout < 0. Pour
z>0,ona:

n n n
P(Z,<x)=P|—<z|=P|—-<M,)=1-P (M, < —
= (5 <0) = (5 20m) =1 p (<)

P

I
—_

M, < > car M, est & densité
T

1—(Fx(n/x))"=1- <72r arctan(n/w))n
=1- (1 — iarctan(m/n))n d’apres 3.(b).

D’ou le résultat.

(d) Commengons par quelques rappels sur la convergence en loi.
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Rappels. Convergence en loi pour des variables qui ne sont pas a
valeurs dans Z.
Commencons par rappeler qu'une suite de variables aléatoires (X, ),cn converge

en loi vers un varible X, ce qu’on note X,, — X, si pour tout x € R en lequel
Fx est continue, on a :

lim Fx, (x) = Fx(x).

n——+o0o

Pour étudier la convergence en loi d’une suite (X,,) de variables aléatoires qui
ne sont pas a valeurs dans Z, il faut :
(i) déterminer les fonctions de répartitions Fx, des X, ;

(ii) fixer x € R, et étudier la convergence de la suite de réels (F, (z))nen. On
note F'(x) sa limite.

(iii) Vérifier si F' est bien la fonction de répartition d’une variable aléatoire, c’est-

a-dire :
— lim F(z)=0; — F est croissante ;
T—r—00
— F' est continue & droite en tout
- xllffoo F(z)=1; point.

La valeur aux points de discontinuité de F' pourra pour cela étre rediscutée.

Si ces conditions sont bien vérifiées, alors X,, converge en loi vers toute variable
aléatoire de fonction de répartition F'.

Pour tout n de N* et « €]0; +-00[, ona 0 < arctan (£) < Z. Ainsi 0 < 2 arctan (£) < 1,

et donc 0 < 1 — Zarctan (%) < 1. On peut donc écrire :

o (2] o o1~ 2 (2)

arctan (£) e 0, on obtient (en utilisant que In(1 — u) o —u) :

2 T 2 x 2z
In{1— —arctan | — ~ ——arctan | — ~ ——
™ n n—+4oo T n/ n—+oo TN

car - — 0etarctan(v) ~ wv. On obtient donc que :
n——+00 v—0

2

Puisque =

2 T 2z 2z
nln(1— —arctan | — ~N L —— = ——
s n n—+o00 T n—+oo ™

2 x 2x

Ainsi, on a lim nln (1 — —arctan <>) — ——. Par composition de cette
n——+oo T n n—-+oo T

limite par la fonction exponentielle qui est continue en —27””, on en déduit donc que :

2 z\\" 2
1 — —arctan | — — e .
s n n—-+00
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& Mise en garde.

Attention encore une fois : on peut composer les limites par des fonctions con-
tinues. Mais on ne compose pas des équivalents !!

Finalement, on obtient :

siz>0

n—+00 sixSO'

2
1—e ="
P(Z,<z) — F(x) ou F::L’ER#—){O ¢

On reconnait la fonction de répartition d’une loi exponentielle de parameétre %

On peut donc conclure que (Z,,),en+ converge en loi vers une variable suivant une loi
exponentielle de parameétre %

Exercice 25.36 (%% - QSP ESCP 2021)
Soit (Xk)k>1 une suite de variables aléatoires indépendantes suivant toutes la loi .47(0,1). On pose,
pour tout entier naturel n non nul :

1 n
Y, ==Y VEXy.
=1

Montrer que la suite (Y,)n>1 converge en loi vers une variable aléatoire a densité dont on précisera
une densité.

Exercice 25.37 (%%)
Soit (X,) une suite de variables aléatoires indépendantes, définies sur le méme espace probabilisé

n
(Q, o7, P) suivant toutes la loi #(1/2). On pose, pour tout n € N*, S, = ZXi‘
i=1

Montrer que lim P ( — =< ) existe et déterminer sa valeur.

Exercice 25.38 (k%% - QSP ESCP 2021)

Déterminer lim 7/ " eV dr.
n—+oo (n — 1)! Jug/m

Exercice 25.39 (k%% - QSP ESCP 2009)
Soit a > 0. Pour tout entier n > a, on considére X,, une variable aléatoire suivant la loi géométrique

de parametre . Etudier la convergence en loi de la suite (Y;,) définie par Y, = —~.
n

N

Les Y, sont des variables aléatoires discretes, mais elles ne sont pas a valeurs dans N. On
passe donc par la fonction de répartition de Y,,. On a X,,(©2) = N* et donc :

Y, (Q) = {: ke N*}.
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Pour z <0, on a Fy, (z) = 0. Supposons z > 0. On a :

Fy, () —P()Z” < x) =P(X,<nz) = P(X,<|nz])=> P(X,=k)
vz 1 a k_la_a1_<1_z>tmj_1 1 a)\ ]
Y (-n) a0

=1—exp <Lnxj In (1 - Z))

qui est bien définie pour n suffisamment grand, ce qu’on supposera dans la suite, car alors
a

1——>0.0Ona:
n

lnx| <nx < |nz|]+1

ce qui se réécrit :
nr—1< |nx| <nx.

a
Puisque In (1 — ) < 0, on obtient par produit :
n

(nz)In <1— a> < |nz] < (nz—1)ln (1 - a>‘

n n
On a
(nz—1)In (1 - a) ~  nr X <_a) = —azx.
n/ n—+oo n
Donc lim (nz —1)ln (1 — %) = —az. On obtient de méme que lim nxln (1 — a) = —ax.
n—-+4oo n n—-+oo n

Par théoreme des gendarmes, on en déduit :

n——+o00

lim |nz|ln (1 - a) = —axz.
n

Par composition par I'exponentielle (continue), on obtient :

Ve >0, lim Fy, (xr)=1—e .

n—-4o0o

On reconnait ici la fonction de répartition de la loi &(a). Ainsi (Y;,) converge en loi vers une
variable suivant la loi &(a).

Exercice 25.40 (%% %% - Oral HEC 2022)

Soient n € N*, z € [0,1] et S;, une variable aléatoire suivant une loi binomiale de parametres n et x.

On pose X,, = 2z,

n

1. Montrer que :

2. Soit f :]0,1] — R une fonction continue. On introduit Y;, = f (X,,) et on pose alors B, (f)(x) =
E (Y,,). On définit ainsi une fonction B, (f) : [0,1] — R.

(a) Justifier que pour tout n € N, B, (f) est une fonction polynomiale en x.
(b) Onpose Py:z+ 1,P :x— x et Py: x> 2.
Déterminer, pour n € N* B,, (Py), By, (P1) et By, (P2).
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3. Justifier qu’il existe M € R tel que, pour tout = € [0,1], | f(x)| < M.

4. Soit maintenant € > 0 fixé. On admet le résultat suivant :
>0, Y(z,y) €017 |z—yl<a = |f(x)— fly)|<e.

(a) Avec les notations précédentes, montrer que :

et que :

ke[o,n]

|n—e|<a

(b) Conclure qu’il existe un entier ny > 1 tel que, pour tout n > nyg :
Ve €[0,1]  [Ba(f)(z) — fz)] < 2e.

Commenter le résultat obtenu et illustrer par un dessin.

Estimation ponctuelle et par intervalle de confiance

Exercice 25.41 (%% - Estimation du paramétre d’une loi de Gompertz)
Soit @ > 0. On note f(z) = ae*~%".

1. Montrer que f est une densité de probabilité.

2. Soit X une variable aléatoire réelle qui admet f pour densité (X suit une loi de Gompertz de
parameétre a). Quelle est la loi de la variable aléatoire eX ?

3. On veut estimer le parameétre a d’une loi de Gompertz a I’aide d’un échantillon (X1, Xo,..., Xy)
de variables aléatoires mutuellement indépendantes suivant cette loi.

On pose Y, = eX1 +eX2 ... 4 eXn,
(a) Quelle est la loi de Y;, ?

n
(b) La variable Z, = — est-elle un estimateur sans biais et convergent de a ?
n

1. La fonction f est bien positive sur R (car exp lest et a > 0) et continue sur R comme
composée de fonctions continues sur R. Pour tout A < B, on a :

B B . B . 1B
/ f(t)de :/ ae'™ dt :/ aele™ dt = [—efae}
A A A A

— efaeA - efaeB
“+oo
Ona lim e =1et lim e %" =0. Ainsi lintégrale / f(t)dt converge et vaut
A——o00 B—+4o00 —c0

1.
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2. En reprenant le calcul précédent, on obtient la fonction de répartition de X :

—x

Vz € R, Fx(m):/x F)dt = 1— ¢

Posons Z = eX. Comme X (2) = R, on a Z(2) = R, de sorte que Fz(z) = 0 pour tout
x < 0. Soit x >0, on a :

Fy(z) = P(eX <2)=P(X <In(z)) par croissance de In

=Fx(n(z))=1—e"%

In(x) —1_ eiax

On reconnait la fonction de répartition de la loi &(a). Ainsi on a Z — &(a).
3. (a) On aici a faire & la somme de variables aléatoires suivant toutes une loi exponentielle.

Rappelons le point de cours a ce sujet.

Rappel. Somme de variables suivant une loi exponentielle.

Soient X1,..., X, n variables aléatoires mutuellement indépendantes suivant la
loi &(A). Pour déterminer la loi de la somme Y = X; + -+ + X, de lois expo-
nentielles, on procedera comme suit :

1
(i) On écrit Y sous la forme Y = X()\Xl + -+ AX,).
(ii) En se servant de 1’équivalence

X—=EN & AN <=E01),

on en déduit que AX; — &(1) pour tout i.

(iii) Comme de plus les AX; sont mutuellement indépendants (d’apres le lemme
des coalitions), et suivent toutes la loi &(1) = (1), on en déduit que :

AXi+ -+ 22X, =AY = y(n).

(iv) On détermine finalement une densité de Y.

Ici, on a :
aY, = ae™ + -+ ae®n

Les variables X; étant indépendantes, les ae™ le sont également par le lemme de
coalition. De plus, on a aeXi — &(1) = v(1). Par stabilité de la loi gamma par
somme, on en déduit que 7T}, = aY,, suit une loi y(n), de densité :

1 . .
— " le® &iz>0 — " leT §ix >0

fr, sz S T(n) ={ (n—=1)!
0 sinon 0 sinon

On en déduit une densité de Y,, grace au rappel suivant.

Rappel. Transformation affine d’une variable a densité.

Soit X une variable aléatoire continue, et f une densité de X. Alors la variable
Y =aX + b, avec a # 0, est aussi une variable & densité, de densité :

g:mERH1f<xb>.

lal a
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1
En effet, Y,, = —T,, est une variable a densité par transformation affine d’une variable
a

a densité et on a :

n—1 ax : 0
weR fro)=f(gn) ={@-n T
! |1/al 1/a 0 sinon

(b) La aussi, un petit rappel s’impose.

Rappel. Biais d’un estimateur.
Soit T}, un estimateur de g(6) admettant une espérance Ey(T,,) pour tout 6 € ©.
e On appelle biais de T,, en g(6) le réel

bB(Tn) = E@(Tn) - 9(9)
e On dit que T;, est un estimateur sans biais de g(6) lorsque pour tout 6 € O,
bo(T,) =0 ou encore Ey(T),) = g(6).

Dans le cas contraire, on dit que T}, est un estimateur biaisé.

e On dit que T, est asymptotiquement sans biais si pour tout 6 € © :

lim by(7),) = 0.

n—-+00

Posons Z, = . Calculons Iespérance de Z,, (afin d’en déduire le biais). Par le

n
théoréme de transfert, F/(Z,) existe si et seulement si

Feo n _ Feo n a" n—1 _—at

converge absolument, donc converge puisque la fonction intégrée est positive. Effec-
tuons le changement de variable u = at affine donc licite (pour se ramener & une
intégrale gamma). On a du = adt et lorsque ¢t : 0 — +o00, ona u : 0 — +oo car a > 0.
L’intégrale précédente est donc de méme nature que :

t©na  a® n—1 —u du . +oo 1 n—2_—u
/0 W o) 7_”“/0 - ¢

On reconnait l'expression de 'intégrale I'(n — 1) qui converge. Ainsi l'intégrale de
départ converge, et donc E(Z,,) existe bien, et vaut :

na

On en déduit que Z, est un estimateur biaisé de a, et asymptotiquement sans biais,

puisque :
bo(Zn) = —4 —a=—2" 5 0.

n—1 n—1n—+oo

On étudie maintenant si Z,, est un estimateur convergent de a.
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Rappel. Estimateurs convergents.

On dit que la suite (7,)nen+ d’estimateurs de g(6) est convergente (ou plus
simplement que 7, est un estimateur convergent de g(#)) lorsque pour tout § € O,
ona:
Py
Tn — 9(0)

n—-+00
soit encore :
Ve >0, Py(|T, —g(0)]>2) — 0.

n—-+o0o

Comme toute convergence en probabilité, commencons par regarder si cela ne releverait
pas de la loi faible des grands nombres. On a :

n Y, 1 ,
Ly = — avec—n:—ZeXZ.
Y, n n =

X

Les variables et sont indépendantes et suivent toutes la loi &(a). Elles admettent

. . 1 . . 1
donc toutes une espérance qui vaut — et une variance (qui vaut —2) On va donc
a

a
pouvoir appliquer la loi faible des grands nombres qu’on rappelle.

Rappel. Loi faible des grands nombres.

o (X, )nen+ est une suite de variables mutuellement indépendantes.

Hypotheéses : . R , R .
yp e Les variables X,, admettent la méme espérance m et la méme variance.

1 & —
Pour tout n € N*, on pose X,, = — Z Xk. Alors X, converge en probabilité
n
k=1
vers la variable aléatoire constante égale a m, soit encore :

P
X, —m.

Y, 1
Par la loi faible des grands nombres, —* converge donc en probabilité vers —. En
n a

composant par la fonction f : z — — qui est continue en a > 0, on obtient que Z,

x
converge en probabilité vers a. C’est donc un estimateur convergent de a.

( N\
Le saviez-vous ?

La loi de Gompertz, due au mathématicien britannique Benjamin Gompertz (1779 - 1865), décrit
la dynamique de la mortalité dans une population. Elle suppose que la force de mortalité, fonc-
tion décrivant 1’évolution du risque de déces par age au sein d’une population, augmente de facon
exponentielle.
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Force de mortalité en France
Hommes en 2010
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age

Ce modele a surtout été utilisée pour représenter la croissance d’une population régulée, comme par
exemple la croissance des tumeurs, qui sont des populations de cellules dans un espace confiné ou

la disponibilité des éléments nutritifs est limitée.
- J

Exercice 25.42 (%)
Pour R > 0, on pose :
2t
Falt) i si0<t<R
R pr—

0 sinon.

1. Montrer que fgr est une densité de probabilité.
2. Soit X une variable aléatoire de densité fr. Déterminer la fonction de répartition de X.

3. Montrer 'existence et calculer E(X) et V(X)

4. Soient T7i,...,T, des variables aléatoires i.i.d. de densité fr ou R est inconnu. On pose :
3 n
X,=—)> T,
= 2T

(a) Montrer que X,, est un estimateur sans biais de R.
(b) Déterminer V(X,,). X, est-il convergent de R ?

5. On pose a présent M,, = max(T1,...,T,).

(a) Montrer que M,, est une variable a densité, et en déterminer une densité.

(b) M, est-il un estimateur sans biais de R ? Construire a partir de M,, un estimateur M},
sans biais de R.

(c) Calculer V(M]). M] est-il convergent de R ?
6. Comparer les estimateurs X,, et M.

7. A Daide de X,,, construire un intervalle de confiance asymptotique de R au niveau de confiance
1—-a.

+oo
1. fgr est continue sur R sauf éventuellement en 0 et R, et positive sur R. De plus / fr(t)dt

—0o0
R 2t
— dt converge en tant qu’intégrale d’une fonction continue sur un segment, et elle vaut

0o R?
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R ot 2"
o R R?|,

2. Comme fr # 0 sur [0, R], on a X(2) = [0, R] de sorte que Fx(z) =0siz <0et Fx(z) =1
si x > R. Pour tout x € [0, R], on a :

2
R 0

/;fR(t)dt: Zdt = 5

z 9t 21" 22
_ o R?

La fonction de répartition de X est donc :

0 six <0
2
Fx:zeR—

1 sir>R

“+o0o R 942
3. E(X) existe si et seulement si 'intégrale / tfr(t)dt = / =2 dt converge absolument,
—0o0 0
ce qui est bien le cas puisque c’est ici 'intégrale d’une fonction continue (positive) sur un

segment. Donc F(X) existe et vaut :

R 92 231" op
BX)= [ L= |2 | 22
(X =] Z [3R2L 3

400 R
Par le théoréme de transfert, F(X?) existe si et seulement si / t2fr(t)dt = / 2 fr(t)dt
—00 0
converge absolument, ce qui est effectivement le cas puisque c’est I'intégrale d’une fonction

continue sur un segment. Ainsi F(X?) existe et vaut :

R
E(X?) :/ORt2fR(t)dt: ORthdt: [j}i]o = Bj.
Par la formule de Huygens, Vy(X) existe et vaut :
Vo(x) = (%) - B = 0T
4. (a) Par linéarité de 'espérance, E(X,,) existe et vaut :
BX)= 23S Bm =2« n g
2n — 2n 3

Ainsi bg(X,) = Ep(X,) — R =0, et X, est un estimateur sans biais de R.

(b) Commengons par quelques rappels sur le risque quadratique.
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Rappel. Risque quadratique.

Soit T}, un estimateur de ¢g(#) admettant un moment d’ordre 2 pour tout 6 € ©.
On appelle risque quadratique de T;, le réel défini pour tout 6 € © par :

ro(Tn) = Eo((Tn — 9(6))*).

o Décomposition biais-variance.  74(T},) = by(T},)? + Vy(T3,). En particulier,
si T,, est sans biais, on a r¢(T},) = Vp(T),).
o Condition suffisante de convergence. Si pour tout # € ©, on a :

lim ry(T,) =0,

n—-+o0o

alors T, est un estimateur convergent de g(f).

On va utiliser la décomposition biais-variance du risque quadratique. Pour cela, cal-
culons Vp(X,,). Par indépendance des T;, Vy(X,,) existe et vaut :

9 & 9 R* R?
Xn = _— j—jl = —Nn— = —.
VolXn) 1 miep. T2 l;v;)( )= 0" 18 "
Ainsi on a (puisque by(X,,) =0) :
RQ
Xn) =Vo(Xp) = —.
ro(Xn) = Vo(Xn) = o~

Enfin, on a lim 7r9(X,) = 0. L’estimateur X,, est bien convergent.
n—+00

Remarque. On pouvait aussi obtenir la convergence de X,, a I’aide de la loi faible des

grands nombres. En effet, les T; sont indépendants, admettent une méme espérance
n

— et une méme variance. Par la loi faible des grands nombres, on obtient que — Z T,
n
i=1
s 2R o . 3 .
converge en probabilité vers —. Par composition avec la fonction x — ix qui est

continue, on obtient bien la convergence en probabilité de X,, vers R.

Pour tout z € R, on a :
Fur, (x) = P(M,, <z) = Fx(z)" carles T; sont i.i.d.

Or Fy est une fonction continue sur R et de classe €' sur R sauf éventuellement en 0
et en R (car fr est continue sur R sauf éventuellement en 0 et en R). Par composition,
on en déduit que c’est également le cas pour Fjy,. Donc M, est une variable a densité.
De plus on a pour tout x € R distinct de 0 et R :

0 siz <0
Fy (®) =S nfp(z)Fx(z)" ! si0<z <R
0 siz >R
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Une densité de M, est donc (en prenant une valeur arbitraire en 0 et R) :

0 sit<0
-1
2t [21]"
0 siz>R
, : i oo R one?"
(b) M,, admet une espérance si et seulement l'intégrale / tgn(t) dt = e dt con-

—00
verge absolument, ce qui est encore le cas car c’est 'intégrale d’une fonction continue
sur un segment. Et on a :

R ont?n
Ey(M,) = /0 Wdt =

ong2ntl 17 _ 2nR
2n+1)R*™ | 2n+1

Le biais de M, est donc :

2nR R
bo (M) = Eg(Mn) — R = il T Tt

M, est donc un estimateur biaisé de R, et asymptotiquement sans biais car lirf bo(M,,) =
n—-+0oo
0.

Pour obtenir un estimateur sans biais a partir de M, il faudrait trouver A\ € R
(indépendant de R puisqu’on cherche a estimer R !) tel que M) = MM, soit sans

2nR
biais, c’est-a-dire satisfaisant R = E(M]) = AE(M,) = A 5 n+ T Prenons donc
n
2n+1 2n +1
= 2+ , et M) = + M,, est un estimateur sans biais de R.
n
(c) En reprenant les calculs effectués plus haut, on montre de méme que Fy(M?) existe
et vaut :

R 2 t2n+1 9 RQ R2
EQ(M,%):/ M qp= o
o R n+2 n+1

Et donc par la formule de Huygens, Vy(M,) existe et vaut :

nR? 4n2R? nR?
Vo(My) = - 2 2"
n+1 (2n+1) (n+1)(2n+1)
D’ou : ( )2 )
2n+1 R
Vo(M!)) = —2Vy(M,) = ————.
o(My) gz V(M) dn(n +1)

Comme M), est non biaisé, on obtient finalement le risque quadratique de M), :

R2

ro(My) = I+ 1)’

Comme il tend vers 0 lorsque n — 400, M), est donc un estimateur convergent de R.

6. Un petit rappel pour commencer.
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Rappel. Comparaison d’estimateurs.

Pour comparer deux estimateurs T,, et U,, de g(f), on calculera leur risque quadratique.
Siona:

Vo €O, 1y(Ty) <re(Un),

alors T, est un meilleur estimateur de g(#) que U,.

Dans notre situation on a (au moins pour n assez grand) :

R? R?
M)=—"— <« — X,).
ro(My) dn(n+1) < 8n To(Xn)

Donc M) est un meilleur estimateur de R que X, (il commet en moyenne moins d’erreurs).

7. Commengons par quelques rappels.

Rappel. Obtention d’un intervalle de confiance asymptotique.

Pour déterminer un intervalle de confiance asymptotique d’un parametre g(#), on peut
procéder en trois étapes :

fitape 1 : Disposer d’une convergence en loi Y, £ Y. Elle résultera souvent du
Théoreme Limite Central ou d’une application du théoreme de Slutsky. Il
faudra dans ce cas I’énoncer (avec les hypotheses !).

f'tape 2 : Fixer le niveau de confiance. Pour tout a < b, on a :

lim Pla<Y,<b)=Pla<Y <b)=Fy(b) — Fy(a).

n—-+00

On choisit a et b de telle sorte que Fy (b) — Fy(a) =1 — a.

f'tape 3 : Expliciter I’intervalle de confiance. On résout l'inéquation a < Y, < b
afin d’isoler ¢g(6), et d’obtenir ainsi I'intervalle de confiance.

Etape 1. On dispose ici d’une convergence en loi donnée par le théoréme central limite. On a :

1 <-/3

i=1

3
Or les variables §TZ sont indépendantes (lemme de coalition) et identiquement dis-

2

9
tribuées, d’espérance R et de variance Z‘/Q(Tl) =5 D’ou :

R2
B(Xp) =R et Vo(Xp) = .

Par le théoreme central limite, la variable :

X, — E(X;) X,—R X,
X = - B WoT
n V(X,) e ”( R >

n

converge en loi vers une variable X suivant une loi .47(0,1).
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Etape 2. Sion note t,, I'unique réel tel que ®(t,) = 1 — 5 (ou ® désigne la fonction de répartition
de la loi .4#7(0,1)), on a donc :

lim PH(_ta < X;; < ta) - (I)(ta)_(b(_ta) = (I)(ta)_(l_q)(ta)) - 2(1)(75&)_1 =1l-a.

n—-+00o

Etape 3. On résout l'inéquation :

2/2n ‘R ~ 2v2n
X, X,
1 ta S R < 1 to
+ ovon ~ Non

en prenant l'inverse lors de la derniére équivalence (ce qui change le sens des inégalités
car toutes les quantités en jeu sont positives... au moins pour n suffisamment grand).

Concl. Un intervalle de confiance asymptotique de R au niveau de confiance 1 — « est donc
(en fermant l'intervalle & droite pour satisfaire la définition du cours) :

Xn Xy
o 71 _ _ta
o 1o
Exercice 25.43 (%% %)
Soit (X1, ..., X,) un échantillon d'une loi admettant une espérance m et une variance o2 > 0.

On considere A = (A1,...,A,) € R™ et la variable T,, = Z AiX;. On cherche dans cet exercice A tel
i=1
que T}, soit le meilleur estimateur de m possible. On note pour cela f(\) = V(T},) + (E(T,) — m)?.

1. Exprimer f()\) en fonction des \;, m et o2
2. Dans cette question, on cherche A réalisant le minimum de f.
(a) Montrer que f admet un unique point critique A* que 1’on déterminera.
(b) Notons gy la forme quadratique associée a la hessienne de f en A € R™. Montrer que

VAER™, VheR", qy(h) > 0.

(¢) En déduire le meilleur choix possible de A pour que f soit minimal. Quel est le biais dans
ce cas 7

Indication. Utiliser la formule de Taylor avec reste intégral pour déterminer la nature du
point critique \*.

3. On cherche a présent le meilleur estimateur de la forme 7T, qui soit sans biais.

(a) Donner une condition nécessaire et suffisante sur A\ pour que 7,, soit un estimateur sans
biais de m.

(b) On suppose que T, est sans biais. Comment choisir les coefficients A1, ..., \, pour que f
soit minimal 7

Exercice 25.44 (%)

On suppose que la probabilité qu’un individu contagieux transmette un virus a un individu sain est
p €]0, 1] inconnu, et que 'on cherche & estimer.

Soit (Y, )nen+ une suite de variables indépendantes et identiquement distribuées suivant la loi de
Bernoulli de parameétre p.

[
O te Y, = — Y;.
n note Y, n;l
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N — /5 — /5
1. A laide de l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, montrer que [Yn —\/ =Y, + ] est un in-
n n
tervalle de confiance de p au niveau de confiance 0.95.

2. Prenons n = 1000 et choisissons p de maniére uniforme sur [0, 1] a laide de la commande p =
rd.random().

Ecrire un programme qui calcule le niveau de confiance réel de l'intervalle de confiance obtenu
a la question précédente.

1. Rappelons comment procéder pour obtenir un intervalle de confiance a ’aide de I'inégalité
de Bienaymé-Tchebychev.

Rappel. Intervalle de confiance par I’inégalité de Bienaymé-Tchebychev.

Supposons qu’on dispose d’un estimateur 7, sans biais de g(f) dont on connait
(un majorant de) la variance® qui ne fait pas intervenir g(¢). Pour déterminer un
intervalle de confiance de g(#) a I'aide de I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, on peut
procéder comme suit :

fitape 1 : Appliquer ’inégalité de Bienaymé-Tchebychev.
On calcule E(T},) et V(T,) et on applique I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev
aT,.

Fitape 2 : Fixer le niveau de confiance.

V(Tn)
22
g(0). On cherche ensuite € afin que ce majorant soit égal a .

On majore si nécessaire par une quantité qui ne fait pas intervenir

Fitape 3 : Expliciter I’intervalle de confiance.
On résout 'inéquation |T,, — g(0)| < e afin d’isoler g(f), et d’obtenir ainsi
I'intervalle de confiance.

“C’est le cas pour la moyenne X,, en tant qu’estimateur de p pour la loi mére Z(p).

On a :
__ 1
E = = ) =
(Yn) lin. de E N “ E(Y;> <
=1 =1

et

n

S V)= 53 w1 - =22 o

— 1 1
i=1 i=1 n 4n

VY, = —
(Yn indép. des X; n2
car p(1 — p) < - puisque p € [0, 1] (inégalité classique qu’on peut retrouver en étudiant la
fonction x — z(1 — z)).

Par I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, on a :

P(¥r—pl 2 )< V0n) 1

On choisit € de sorte que :

1 1 ) /5
< 0. —_ < — < e.
4n52_005 < 4><0.05><n_E < n_E
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/D
On obtient donc pour € = {/— que :
n

— 5
P<|Yn—p|g,/>:0.95
n
5 — [5
PV~ o <p<Vaty/ | =095

— /5 — 5
Un intervalle de confiance de p au niveau de confiance de 0.95 est donc lYn —/ =Y, 4+ /.
n n

soit encore

2. Pour cela, commencons par générer un échantillon observé de grande taille m de la variable
Y,,. Prenons par exemple m = 100000, et utilisons la commande :

e = grand(l,m,’bin’,n,p)/n

Parcourons a présent 1’échantillon observé, en utilisant une boucle for k=1:m. Pour chaque
réalisation de I'intervalle de confiance, on teste si p est bien contenu dans cet intervalle, a
I’aide par exemple de la commande if abs(e(k)-p) <= sqrt(5/n). Si cette condition est
réalisée, on augmente notre compteur c de 1, et on renvoie enfin la fréquence c/n. Par la
loi faible des grands nombres (on utilise ici une méthode de Monte Carlo), cette fréquence
devrait étre approximativement le niveau de risque réel de I'intervalle de confiance.

On propose donc le code suivant :

1 [n = 1000

2 [p = rd.random()

3 |m = 100000

4 |e = rd.binomial(n,p,m)
5

6|c =0

7 |for k in range(m):

8 if np.abs(elk]-p)<= np.sqrt(5/n):
9 c = c+l

10 | print (p)

1 | print(c/n)

Apres avoir exécuté le programme plusieurs fois, voici les résultats obtenus :

Valeur de p | Niveau de confiance réel
0.2113249 100
0.7560439 100
0.0002211 100
0.3303271 100
0.6653811 100

Les résultats obtenus montrent que le niveau réel de I'intervalle de confiance de la question
1 est en fait de 100%, et non de 95% comme on le voulait. Rappelons que cela n’est pas
étonnant, 'inégalité de Bienaymé Tchebychev qu’on utilise pour obtenir cet intervalle ne
donnant qu’une majoration tres grossiere de la probabilité.
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Exercice 25.45 (k% %)
Soit (X, )nen+ une suite de variables aléatoires i.i.d. suivant la loi exponentielle de parametre A
inconnu. Pour tout n € N*, on pose U,, = max(Xy,...,X,).

1. Déterminer la fonction de répartition de U,.

2. Montrer que (AU,, —In(n)) converge en loi vers une variable & densité X dont on précisera une
densité.

3. Soit a €]0, 1[.
(a) Déterminer deux réels a,b tels que P(X <a)=P(X >b) = iy

(b) En déduire un intervalle de confiance asymptotique de A, de niveau de confiance 1 — «,
construit a ’aide de U,

1. Pour tout z € R, on a :
Fy,(z) = P(U, <z)=P(X; <z)" carles X; sont i.i.d.

On en déduit que :

(1 — e”‘x)n siz>0
FUn X .
0 sinon.

2. Posons V,, = \U,, —In(n), et déterminons la fonction de répartition de V;,. On a pour tout
rzeR:

Fy, (z)=P(V, <z)=P (Un < 1’+§\n(”)>

B (1 - e‘x_ln(”)>n siz > —1In(n)

0 sinon.
e~ \" .
_ (1_n> 51332—111(71)'
0 sinon.

Soit = € R fixé. Pour n assez grand, on a z > —In(n) et donc :

e~ \" e *
Fy (x) = (1— ) = exp (nln (1—)).
n n
—T —T
nln (1_e> ~ X (_e) = —e % = —e "
n n—+00 n

Par composition d’une limite par la fonction exponentielle (continue), on en déduit que :

Or on a:

. _ —e_z
nEIJIrloo Fy, (IL’) =€

Posons F': z € R — e~ ¢ *. Montrons que F est la fonction de répartition d’une variable &
densité X :

e F est continue sur R en tant que composée de fonctions qui le sont.
e lim F(zr)=0et lim F(z)=1.
T—+00

T—r—00

e F est de classe €' sur R comme composée de fonctions qui le sont.
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e Pour tout x € R, on a :

T

Fl(z)=e"e™® >0.
Donc F' est croissante sur R.

On en déduit que F est la fonction de répartition d’une variable & densité X, de densité :

fiteR— et

3. (a) Ona:

PX<a)=F e =5 e = (Z) :_m(—m(‘;‘))

et en notant que P(X >b) =1—P(X <b) =1— P(X <b) car X continue :

P(X > ) = Q@b—_ln( ( ))

(b) Reprenons les étapes pour obtenir un intervalle de confiance asymptotique.
Etape 1 : Disposer d’une convergence en loi. On I'a établi & la question 2., en montrant
que V,, converge en loi vers X.

Etape 2 : Fixer le niveau de confiance. On a avec les réels obtenus a la question précé-
dente que :

Pla<V,<b) — Pla<X<b)

n—-+00
et

Pla<X<b)=PX<b)-PX<a)=1-PX>b)—-P(X<a)
= 1-PX>b)—-PX<a)=1-a.

X cont.
Etape 3 : Expliciter I'intervalle de confiance. On résout l'inéquation :

a+1In(n) <)< b+ 1In(n)

a<Vp,<bsa+Inn) < AU, <b+In(n) < i =7

Concl. Un intervalle de confiance asymptotique de A au niveau de confiance 1 — « est
donc (en fermant l'intervalle) :

a+1In(n) b+ In(n)
U, = U,

Exercice 25.46 (%% % - Oral HEC 2021)
Soit a un réel de ]0, 1] qu’on suppose inconnu. Soit X une variable aléatoire réelle telle que :

1

o P([X <a])= 3

« la loi conditionnelle de X sachant [X < a] est la loi uniforme sur [0, a.

o la loi conditionnelle de X sachant [X > a] est la loi uniforme sur [a, 1].
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1. Montrer que la variable aléatoire X est A densité, dont une densité fx est donnée par :

1
—_ si0<zx<a
2a
VeeR, fx(z)=¢ 1 sia<x<1
2(1—a) B
0 sinon

2. Montrer que X admet une espérance et une variance et les calculer en fonction de a.
, . 1 1
3. Etablir que 'on a 2 <V[X] < g

4. On considére (X;);>1 une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes, toutes de
méme loi que X.

1
On note pour tout n > 1, X,, = — Z X,
" k=1

(a) Déterminer deux réels 3 et v (3 # 0) tels que T}, = BX,, + 7 soit un estimateur sans biais
de a.

(b) Montrer que T), est un estimateur convergent de a.

1 1
(c) Soit a € ]0,1[. Montrer que {Tn — ——,T,, + —=| est un intervalle de confiance de a
V2na V2na
au niveau de confiance 1 — a.
o

(d) On pose pour tout a €]0,1[, uy = &~ (1 — ) ot ® désigne la fonction de répartition de
la loi normale centrée réduite.

1
Monter que l'intervalle [T = U, Tr + ua} est un intervalle de confiance asymp-

1
V2n v2n

totique de a au niveau de confiance 1 — a.
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