Complément 4
F Preuve du théoreéme de transfert

Théoréme 1 (de transfert)

Soit X une variable aléatoire admettant une densité fx nulle en dehors de |]a,b[
(a,b € RU{*o0}), et soit ¢ :]a,b[— R une fonction continue sauf éventuellement en un nombre
fini de points.

b
E(p(X)) existe si et seulement si / o(x) fx (x)dx converge absolument. Et en cas de convergence

absolue, on a :

b
E(p(X)) = / () (2)dx.

Preuve. On se limite ici au cas o X(Q2) = R (c’est a dire @ = —o0,b = +00), ¢ est de classe €
sur R, p(R) =R et ¢’ > 0 sur R.

Remarquons tout d’abord que ¢ est continue et strictement croissante sur R donc elle réalise une bijection de
R sur p(R) = R et sa bijection réciproque ¢~! est strictement croissante sur R. De plus, comme ¢ est de classe
¢! sur R et que ¢’ ne s’annule pas sur R alors ¢! est de classe €' sur R.

Comme ¢ est une fonction continue sur R, ¢(X) est une variable aléatoire réelle.

Déterminons sa fonction de répartition.
Soit x € R. On a [p(X) < z] = [X < ¢~ !(z)] car ¢! est croissante sur R.
En notant Fx la fonction de répartition de X et F,(x) la fonction de répartition de ¢(X), on a alors :

Fox)(x) = Fx (¢! (2)).

Montrons que ¢(X) est & densité.

Comme X est une variable aléatoire & densité, Fx est continue sur R et elle est de classe €' sur R sauf
éventuellement en un nombre fini de points.

Comme ¢~ ! est de classe €' sur R, on en déduit que F,(x) est continue sur R et de classe ¢! sur R sauf
éventuellement en un nombre fini de points donc ¢(X) est une variable aléatoire & densité.

On en détermine alors sa densité : pour tout réel x en lequel Fx est dérivable, on a F[, v\ (z) = Fle(p™(z)) x

(p~1)(x) donc la variable aléatoire ¢(X) admet pour densité la fonction
z e fle7H (@) x (971 (2).

On étudie maintenant ’existence et expression de E(p(X)).
+

o0
©(X) admet une espérance si et seulement si / zf(p 1 (x)) x (¢~ 1) (z)dx converge ou encore si et seulement

— 00

+oo +oo
si / 2 f (o~ (@) x (9~ VY (2)|da = / 2 £~ () x (o~})'(x)de converge.

Or, par le changement de variable 2 = (t) (possible car ¢ est de classe ¢!, strictement croissante sur R et
(') “+oo
réalise une bijection de R sur R), les intégrales / lz| £ (o™ (2)) x (1) (z)dx et / lo(t)] f(t)dt sont de

méme nature.
—+o00

Ainsi, (X)) admet une espérance si et seulement si 'intégrale / o(t) f(t)dt converge absolument, et on a
— 00

dans ce cas (toujours par théoréme de changement de variable) :
+oo

+oo
E(<P(X)):/ zf (9~ (2)) x (sfl)/(x)dx:/ p(t)f(t)dt.
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