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DS9

Correction du devoir surveillé

Exercice 1 (Edhec 2013)
1. Montrons que f est une densité de probabilité.
e f est positive sur R.
o f est continue sur R\ {—1,1}.
o [ est paire, et pour tout A € [1,+00[, on a :

A A 114 1 1 1

t)dt = —dt=|—| == — — -

/0 f®) 1 22 [Qx 1 2 2A A-doo 2
—+o0

+oo
Comme f est paire, on en déduit que I'intégrale / f(t)dt converge et vaut 2 / f(t)ydt =
0

—00
1.

‘ f est donc bien une densité de probabilité. ‘

T

2. Soit z € R,on a F(zx) = P(X; <z) = / f(t)dt. On a alors trois cas a considérer :
— 00
e siz<—1,ona:
1 11* 1
F = 7dt = _— = ——.
(@) /_Oo 22 [ Qt] I
e si —1 <z <1, ona (par relation de Chasles) :

F(x)—/_:f(t)dtJr/_mlf(t)dt—/_oo 2t2dt+/j0dt—;.

e sixz > 1, on a (toujours par relation de Chasles) :

F(x):/_lf(t)dt+/ll f(t)dt+/1zf(t)dt:/: 212dt+/xl oaw/j ;?dt
z 1

o
~lio4 { 1} =1
2 2], 21
! iz < —1
o six <
Finalement on obtient pour fonction de répartition | F': x € R — {1/2 si —1<z<1.
1
1—— ix>1
5y Si%Z
3. SoitneNetxzeR. On a:
Gn(z) =P, <z)=P(S,<nzx)=P ﬂ Xk < nz]
1<k<n
n
= P(Xy < = F "
X} indép. H ( k= n.fU) méme loi (n.T)
k=1
On obtient donc que pour tout n € N*, Y;, a pour fonction de répartition :
1 \" ( 1 >” o 1
_ ; _ — stz < ——
< 2nw> sinr < —1 It _1 o 1
Gp:ze€R— 2% si —1<nzx<1= 2% si ——<x<-—
1 n 1 n nl n
1—— i >1 _ ; -
( 27133) = ( 2n:E> sio 2 n
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Soit x < 0. Puisque G,, est une fonction de répartition, elle est en particulier croissante,
de sorte que :

D’ou le résultat.

1
Soit > 0. Puisque lim — = 0, il existe (par définition de la limite d’une suite avec
n—+oo n

1
e = z) un rang ng € N* tel que pour tout n > ng, on ait x > —.

n
N - . . .. 1
On peut méme expliciter un tel entier ng : il suffit de le choisir tel que ng > —. On peut
T
1
prendre par exemple ng = L%J + 1. On a alors bien que pour tout n > ng > — > 0, on a
x
1
x> —.
n
. 1
Pour tout n > ng, on a ainsi x > —, et donc :
n
1 n
Gplz)=(1— —
D’ou le résultat demandé.
On a deux cas a considérer :
e Sixz <0, alors on a vu que pour tout n € N :
1
Puisque lim — = 0, on en déduit par théoréme des gendarmes que lim G, (x)
n—-+oo 2N n—-+00
existe et vaut 0.
e Sixz >0, alors on a vu qu’il existe ng € N* tel que :
n > ng, r)=|1—— ) =exp|(nn{l——]]).
=0 " 2nx P 2nx
1 1 1 1
Onanln (1 - ) ~ oot ——,etdonc lim nln (1 — ) = ——. Par
2nx ) n=+oc  2nx 2x n—r400 2nx 2x

composition de la limite par 'exponentielle (qui est continue), on obtient :

: 1
nll}rfoo Gn(z) =€ 2.

& Mise en garde.

Attention & ne pas dire, ou ne serait ce que laisser entendre ou imaginer, que vous
composez des équivalents par la fonction exponentielle, ce qui on le sait est faux
en général !
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On obtient donc que :

0 sizx <0

1 . .
e 22 siz>0

Ve eR, G(z)= {

(b) Notons qu’on ne sait rien sur la fonction G : on ne sait pas si cette fonction est une
fonction de répartition d’une variable, et encore moins si la variable qui lui correspondrait
est a densité. On a donc les cing points du chapitre 10a a vérifier. On vérifie donc que la
fonction G ainsi obtenue est :

o continue sur ]0,4o00| et sur | — 0o, 0] comme composée de fonctions continues, et elle
est continue en 0 car : )
lim e 22 =0 = G(0).

z—07t
e de classe ¢! sur ]0, +oo] et sur | — oo, 0] comme composées de fonctions qui le sont, et
ona: .
1
G'(z)=0siz<0 et G'(x)= ﬁe_ﬂ siz > 0.
x

o En particulier G'(x) > 0 pour z # 0, et G est croissante sur R.
e Enfin lim G(z)=0et lim G(z)=1.
T——00 r——+00

Donc G est la fonction de répartition d’une variable aléatoire a densité Y.

(c) On a donc montré que pour tout = € R, G, (x) converge vers G(x) quand n — +oo. Par
définition de la convergence en loi, on peut donc conclure que (Y;,) converge en loi vers une
variable aléatoire Y dont la fonction de répartition est G.

1
6. Considérons la variable aléatoire Z = —, et I’z sa fonction de répartition. On a pour tout z < 0,
1
Fz(x):P(ng):P<Y§x> =0.

En effet, |+ < z| C [Y < 0] et P(Y <0) =0.

Supposons maintenant > 0. On a :

—_
[a—

Fz(x) = P( s:c)zP(Yz—)zl—P(Y<l) = 1-P(Y < )zl—exp(—%x),

x

==
8
8
~!
Q
(<]
g

1
Ainsi Fz est la fonction de répartition de la loi exponentielle de parametre 1/2, et v &(1/2).

Exercice 2 (Edhec 2009).+1
1. Soit P € E, P(X) = Z apX* = a1 X2 + a0, X 4+ -+ a1 X + ag. Alors on a :

k=0
2 1 Int1 1 2n+1 1 2m 1
f(P)=X n+lp <X> = Xx°nt <a2n+1 (X) + agp (X> + - 4a (X) + ao)
2n+1
= agni1 + azn X'+ A+ e X2 4 X = Y g x Ptk
k=0

Ainsi f(P) appartient bien & E.



ECS2 Lycée Louis Pergaud

Pour tout P,Q € E, pour tout \,u € R, on a :

FOP +1@) = x> (3P4 Q) (1))

1 1
=t oe(z) e (x))
x) TR\
1 1
— >\X2n+1P <> X2TL+1 <>
x) TR
=AM (P) + puf(Q)
Ainsi f est un endomorphisme de FE.

2. (a) On a pour tout P € F :

fo (P = 1sP) = £ (x1p (4 )

1
_ 2n+1
=X <X2n+1

P(X)) = P(X)

On a donc bien fo f = Id.

(b) D’aprés la question précédente, X2 — 1 est un polynéme annulateur de f. Les valeurs
propres possibles de f se trouvent parmi les racines de X2 — 1. Ainsi, les deux valeurs
propres possibles de f sont 1 et —1.

2n+1
3. Soit P = Z ar X" un polynoéme quelconque de Ker(f — Id).
k=0

(a) On a f(P) = P, soit encore :

2n+1 2n+1 2n+1 )
SR (I SR ST S PR
k=0 k=0 j=0

Puisque la famille (1, X, ..., X?"*1) est libre, on en déduit que :

Vk €{0,1,...,n}, ax = aspi1—k-

(b) On obtient donc :

2n+1 n 2n+1
PX)=Y apX*" =Y apx"+ Y apx*
k=0 k=0 k=n+1
3.(a) n N 2n+1 . n 3 n ot
= ZakX + Z Aopt1-kX"W = ZakX —|—2an n+1—j
k=0 k=n+1 k=0 j=0
n
_ Z ap (Xk + X??’H-l—j)
k=0
On en déduit (k4 x2eti=d) famille génératrice d —Id
que + . est une famille génératrice de Ker(f — Id).

Comme c’est de plus une famille libre car échelonnée en degrés, on conclut que c’est une
base de Ker(f — Id).

4. Soit de méme P € Ker(f + Id). On a :

2n+1 2n+1 2n+1
k _ 2n+1—k __ j
E ap X" = — E arpX = — E aon41—; X’
k=0 k=0 7=0
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Puisque la famille (1, X, ..., X?"*1) est libre, on en déduit que :
Vk €{0,1,...,n}, ar = —agni1—k-

On en déduit :

2n+1 2n+1

P(X)= )Y apX"= Z ap X+ Y apxF
k=0 k=n+1
2n+1 n )
= Zaka + Z a2n+1,k)Xk = Zaka + Zaj(—XQ"“’])
k=n-+1 k=0 7=0

_ k _ y2n+l-k
g::nak(x Xx2n )

On en déduit que (X kX Q"H*k) est une famille génératrice de Ker(f + Id), et libre

—
car échelonnée en degrés. C’est donc une base de Ker(f + Id).

5. (a) Montrons que ¢ est un produit scalaire sur E :

2n+1 2n+1 2n+1
« Bilinéarité. Soient P = > @, X", Q= Y X" et R= ) X" et \,p€R. On
k=0 k=0 k=0
2n+1
a AP+ u@ = Z (Aay, + pbr)X*. On obtient :
k=0
2n+1 2n+1 2n+1
O(AP + pQ,R) = > (Aag + pbp)ee = A D axcr + 1 Y beck = Ap(P, R) + p(Q, R)
k=0 k=0 k=0
2n+1 2n+1
e Symétrie : Soient P = Z ar X et Q = Z bpX*. Ona:
k=0 k=0
2n+1 2n+1
(P,Q) =Y arbp = Y brap = 0(Q, P).
k=0 k=0
2n+1
e positivité : Soit P = Z apX®. Ona:
k=0
2n—+1
= Z az > 0.
k=0
2n+1
e définie positive : Soit P = Z apX*. On a :
k=0

2n+1

= Z az = 0.
k=0

Comme tous les termes de cette somme sont positifs, et que cette somme vaut 0, on en
déduit que :
VkE=0,...,2n+1, az = 0, soit encore a; = 0.

On en déduit donc que P = 0.

Donc ¢ est un produit scalaire.
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2n+1 2n+1 2n+1
(b) Soient P = Z ap X et Q = Z bpX*. On a f(P) = Z agnﬂ,ka et f(Q) =
k=0 k=0 k=0
2n+1
Z b2n+1_ka. On a alors :
k=0
2n+1
(f(P),Q) =Y agni1-kbk
k=0
2n+1
=Y ajbanij = (P, f(Q))
§=0

Ainsi f est un endomorphisme symétrique.

(c) On a vu que f admettait deux valeurs propres 1 et —1 et on a déterminé une base des
sous-espaces propres Ker(f — Id) et Ker(f + Id). En particulier on a montré que :

dim(Ker(f —Id) =n+1, dim(Ker(f +1d) =n+1,
donc dim(Ker(f — Id) + dim(Ker(f + Id) = 2n + 2 = dim(F). On a donc :
E = Ker(f —1d)® Ker(f + Id).

De plus f est symétrique, donc ces sous-espaces propres sont orthogonaux.
Finalement, Ker(f — Id) et Ker(f + Id) sont supplémentaires orthogonaux dans E.

Exercice 3 (Edhec 2007)
1. Les X; sont indépendants et suivent tous une loi &(1) = ~(1). Par stabilité de la loi gamma par

somme, on a | S, <= y(n) | On en déduit que :

E(S,)=n| et |V(Sy) =n|

2. Les variables X; sont indépendantes et identiquement distribuées. Elles admettent toutes une
espérance (qui vaut 1) et une variance (qui vaut 1 également). Par le théoréme central limite,
on sait que :

Sn,—n

Toovn

On en déduit en particulier que :

2, S H#(0,1).

DN =

n n——+oo -

P(Sngn):P(Sn—n§0)2P<S"\;n§0> — P(X <0)=%(0)|=

ou ® désigne la fonction de répartition de la loi .47(0,1).

3. Comme S, suit une loi y(n), une densité de S,, est donnée par :

0 sit<0 0 sit<O0
teER— ¢ ] = n—l :
/ — et &sit>0 — et §it>0
'(n) (n—1)!

Pour tout n > 1, on a donc :

n—1

P(S, <n)= /_ZO f(t)dt = /On (nt_l)!etdt.

Avec la question précédente, on peut donc conclure que :

n n—1

1
. —t _ 4+
n—>h+oo 0o (n— 1)!6 dt = 2°
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4. (a) Les bornes de 'intégrale ainsi que le terme dans I’exponentielle nous incite a faire le change-
ment de variables t = nz. Ce changement de variable est affine, donc licite, et on a :

dt=ndz, 2z:0—1 lorsque t:0— n.

n tnfl 1 (nz)nfl
Par le théoréme de changement de variables, les intégrales / — e tdtet / —t——e
o (n—1)! o (n—1)

sont de méme nature, c’est-a-dire convergente car la premiere converge, et on a :

n tn—l nn 1
/ — e ldt= 7/ 2" leTm% .
o (n—1)! (n—1)!Jo

Par la question précédente, on a :

1 n n—1 1
g [y
(n_l)' 0 0 (n—l)' n—+oo 2

On en déduit par opération sur les équivalents (quotient en I'occurrence) que :

1
anlefnzdz ~ (n_ 1)' _ n!
0 n—+oo  2n" 2nn+l’

n

(b) En utilisant que n! ~ v/27wnn"e™", on obtient :

n! V2mnne " T _p

_— ~ _—_— = —e
2nntl nstoo  2pntl 2n

On obtient donc le nouvel équivalent suivant :

1
1 T
/ le™dy ~ —e ",
0 n—+oo \ 2n

Probléme (Edhec 2018)

Partie I : simulations de S, et T},.

1. Etant donné la structure du programme (tant que ¢ < k, n = n+1), on observe que n correspond
au nombre de lancers de la piéce, et que c représente le nombre de piles obtenus lors de ces n
lancers. On choisit d’augmenter ¢ de 1 lorsqu’on obtient un pile, ce qui survient avec une
probabilité p. On peut simuler cet événement (n-iéme lancer d’une piece) a 1’aide de I'instruction
rand ()<p. En effet rand () renvoie une réalisation d’une variable suivant une loi % ([0, 1]). Cette
réalisation est donc < p avec une probabilité p, ce qui correspond a la probabilité d’obtenir un
pile au n-iéme lancer.

Le « tant que » s’arréte alors lorsque le compteur c est égal a k, c’est a dire lorsqu’on a obtenu les
k piles. On doit alors renvoyer la valeur prise par 5, : il s’agit du nombre de lancers nécessaires
pour obtenir les k piles, c’est a dire n.

On obtient donc le code suivant :

1 |k = input('donnez une valeur pour k :')
2 |p = input('donnez une valeur pour p :')
3 |n =

4|c =

5 |while c<k

6 n=n+

7 if rand()<p then c = c+

8 end

9 |end

10 disp(n)
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2. De méme, n représente le nombre de lancers. Mais ici, la variable ¢ doit contenir le nombre
de piles consécutifs, et on s’arréte lorsqu’on a obtenu k piles consécutifs, c’est a dire lorsque
¢ = k, pour renvoyer n encore. On doit donc augmenter ¢ de 1 lorsqu’on obtient un pile, ce
qu’on simulera encore par rand () <p. Si par contre on obtient face, ce qui correspondra au cas ou
rand () <p n’est pas réalisée, alors on remet le compteur ¢ & 0. On obtient donc le code suivant :

1 ‘ if rand()<p then c = c+1, else c=

Partie 2 : calcul de ’espérance 9.

3. S1 correspond au rang du premier pile dans une succession de lancers. C’est donc le rang du
premier succes (« obtenir pile »), avec probabilité de succes p, dans une succession d’épreuves de
Bernoulli identiques et indépendantes. Ainsi S suit une loi ¢(p). En particulier E(S) existe

1
et vaut E(S;) = —.
p

4. (a) Puisque X,,_; est égale au nombre de piles obtenus lors des n — 1 premiers lancers, il s’agit
du nombre de succes lors de n — 1 épreuves de Bernoulli identiques et indépendantes avec
probabilité de succes p. Donc X,,—; suit une loi B(n — 1,p).

(b) Sk est le rang d’apparition du k-éme pile. Pour cela, on doit donc avoir lancer au moins
k fois la piece. Ainsi Sy > k. De plus pour tout n > k, I’événement [Sy = n| est bien
réalisable puisqu’on peut obtenir n — k « faces » suivis de k « piles ». Ainsi on a Sg(2) =
[k, +oo[={n € N, n > k}.

L’éveénement [S, = n] est réalisé si et seulement si on obtient le k-éme « pile » au n-éme
lancer, soit si et seulement si on a obtenu k£ — 1 « pile » parmi des n — 1 premiers lancers
et pile lors du n-éme lancer. Ainsi on a :

[Se =n] = [Xn_1 =k —1]() Pa

(c) Les évenements [X,,—1 = k — 1] et P, étant indépendants, puisque les lancers le sont, on a :

P(Sg = n) = P([Xp-1 = k=1](P) = P(Xu—1 = k=1)P(P,) = ((Z: Dpk—l(l _p)n—1—<k—1>> )

car X,,—1 < A(n —1,p). On obtient donc que :

n—1
Vn >k, P(Sy =n) = P r,
k—1
5. (a) Z; représente le nombre de lancers nécessaires a I'obtention du i-éme « pile » aprés 'obtention
du ¢ — 1-eme « pile ». Il s’agit donc du nombre de lancers nécessaires a ’obtention d’un
pile. Les lancers étant indépendants, Z; suit donc une loi 4 (p).

Cette justification conviendrait tres bien lors du concours. En détails, au cas ou 'argument
précédent ne vous convainc pas totalement, on peut aussi le retrouver par le calcul suiv-
ant : on applique la formule des probabilités totales au systéme complet d’évenements
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([Si=1 = n])n=i—1,i,.... On obtient pour tout k > 1 :

P(Z;=k) = Z P(Zi=k, Si_1=n)
n=i—1
+oo
= Z P(Si:k—i-n, Si—1=n)
n=i—1
+oo
= > P([Sici=n]NFu1 NN Fuyr1 0 Poyy)

n=i—1

= Z P(Si—1 =n)P(Fyy1) ... P(Fyik—1)P(Po4x) par indépendance des lancers

n=1—1

:ZP =n)(1—p)*p

n=1—1

=(1-p* pZP 1=n)=(1-p)'p

n=i—1

On retrouve bien que Z; — ¥(p).
(b) On a:

Sk = (Sk — Sk=1) + (Sk=1 — Sk—2) + -+ (S2 = S1)+S1 =2 + Zp—1 +--- + S2+ S1.

(¢) Puisque pour tout 1 < i

< k, Z; possede une espérance qui vaut ;1), on en déduit par
linéarité de 'espérance que F(Sk)

1) existe aussi et vaut :

k k
E(Sk) =Y E(Zy)=-—.

i=1

6. (a) Les Z; admettent toutes une méme espérance — et une méme variance. De plus elles sont
indépendantes (admis dans 1’énoncé). Par la loi faible des grands nombres, on peut donc

conclure que Z, converge en probabilité vers —.
p

1 1
(b) Prenons f: 2 € R} — 7 [ est continue sur R% , et on a ]; € R%. Par la propriété admise

1 k
dans I’énoncé (qui généralise I'une des propriétés du cours), on obtient que =3 Lt p.
k k
— est donc un estimateur convergent de p.
k
+00
(c) Puisque {[Skx—1 =j], 7 > k—1} est un SCE, on a Z P(Sk_1 = j) converge et vaut 1.
j=k—1
Par le théoreme de transfert, la variable aléatoire - admet une espérance si et seule-
e —
k—1 k—1(7—-1 :
ment si la série Z ,71P(Sk =j) = Z 1<‘; 1) pkquk converge absolument.
jese(@) ) k) TP

Puisque cette série est a termes positifs, on étudie sa convergence. On a (en utilisant la
formule de Pascal et le fait que k& > 2) :

k—1(j—1 . j— 2 . =2\ k1 (D) —(k—
j—1<i—1>pkq] k _ <£_2>pkq] k p<IJ€ 2)pk 1q(g D—(k—1)

=pP(Sp-1=7—1)
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Il s’agit du terme général d’une série convergente, donc admet bien une espérance

S —1
et on a :
k‘—l —+o00o —+oo
E(g ) =p X PSia=i-1D=p 3 P(Si1=i)=»
Sk —1 =k j=k—1

D’ou le résultat souhaité.

On a:
#(5) = (5) - (6) - (P

—k
Oron a Sy > k, donc T, = ngl) > 0. De plus par le calcul précédent, T}, admet une
k(O —
espérance, et par le théoreme de transfert :
+00 +oo
n—=k n—k (n—1
E(Ty) =) ———~P(Sy=n)= — Fgh > 0.
)= ¥ o= = ¥ (123 )reso

Ainsi le biais de 35 comme estimateur de p est strictement positif, et 5 est un estimateur
k k
biaisé de p.

Partie 3 : calcul de ’espérance de Tj.

7. Sp désigne le rang d’apparition du premier « pile », alors que T} désigne le dernier « pile » de la
premiere série de 1 « pile ». Ainsi on a S = T17.

8. (a)

Pour tout 1 < j <k,ona:
PlﬂPQQ-"ﬂijlﬂFj:[W:j]

et
PN---NP NP, =[W2>k+1].

Or {[W =j],1 <j<k}U{[W >k + 1]} est un systéme complet d’événements puisque
W () = N* (W suit une loi (1 — p)).

Rappelons que T}, est le rang d’apparition du dernier pile de la premiere série de k piles
consécutifs. Supposons qu’on a fait « face » au premier lancer. Ce lancer ne contribue pas
a une série de « pile ». Ainsi pour obtenir pour la premiere fois une série de k « pile »
consécutifs au n-éme lancer, il faudra donc obtenir cette série pour la premiere fois au
bout de n — 1 lancers (entre le deuxiéme lancer et le n-éme lancer). Or la probabilité

d’obtenir k « pile » consécutifs pour la premiere fois au (n — 1)-éme lancer est précisément
P(Ty, =n—1). On a donc :

VnZk, PFl(Tk:TL):P(Tk:n—l).

On admet que T admet une espérance, de sorte que toutes les espérances conditionnelles
considérées existent bien aussi. Notons de plus que Ty (€2) = [k, +oc] (méme argument que

10
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pour Si(€2)). On a :

+o0

E(Ty|Fy) = nPp (Tp = n)
n=~k
400
= ZnP(Tk:n—l)
n=~k
400
=P(Ty=k—-1)+ > nP(T,=n-1)
T n=ktl
+oo
=Y (n+1)P(Ty =n)
n=~k
+oo +o00
= Z nP(Ty, =n) + Z P(Ty =n) car toutes les séries convergent
n=~k n=k
=FE(Ty) +1

car {[T = n], n > k} est un SCE. D’ou le résultat voulu.

(c) Soit i € [2,k]. De la méme fagons, si Py N---N Pi_1 N F; est réalisé, les i-premiers lancers
ne contribuent pas a la constitution d’une série de k-lancers. Ainsi la probabilité d’obtenir
pour la premiere fois k « piles » consécutifs au n-éme lancer sachant Py N--- N P_1 N F;
réalisé est égal a la probabilité d’obtenir pour la premiere fois k « piles » consécutifs en
exactement n — i lancers (du (7 + 1)-éme lancer au n-éme). Ainsi on a :

Vn Z ]C, PP1ﬂ'"r‘IPi71ﬂFi (Tk == TL) == P(Tk =n — Z)

Notons d’ailleurs que P(T; =n —1i) =0 si n —i < k. On obtient alors :

+oo
E(Tk|P1 Nn---NE_1N Fl) = Z nPPlﬁn-ﬂPi,lﬂFi(Tk = n)

n=~k
+o0

= ZnP(Tk:n—z‘)
n=k

+oo

= Z nP(T, =n —1i)
n=k+i
+oo

=S )P(T = )
n=~k
+o0o +o00

= Z nP(T, =n)+i Z P(T, =n) car toutes les séries convergent
n=~k n=~k

= E(T,) +1i.

Ainsi on a E(Ti|PyN---N P,y N F;) = E(T,,) + i pour tout i € [2, k].

(d) Si 'événement P N --- N Py est réalisé, alors on a obtenu une succession de k « pile »
consécutifs lors des k premiers lancers, et donc T, = k. Ainsi la loi conditionnelle de T},
sachant ’événement P; N --- N Py est la loi certaine égale a k. On obtient donc que :

E(Tk‘PlﬂﬂPk) :E(]{|P1 ﬂﬁpk) =k.

9. (a) D’apres la formule de P'espérance totale appliquée au systéeme complet d’événements de la

11
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question 8.(a), on a (en admettant que E(T}) existe) :

k
E(Tk) = (Z E(Tk|P1 N---NFE_1N Fl)P(Pl N---NFE_1N FZ)>
i=1
+E(Tk|P1ﬁ'”ﬂpk)P(Plﬂ”'ﬁPk)

k
= (Z(E(Tk) Hp' (1 - )) + kp"

=1

k

_ETkZ +Zzp +k:p
1=
k—

Z q+ZJ+ —p) + kp"*

D’ou le résultat voulu.

(b) On a (somme des termes d’une progression géométrique de raison p # 1) :

k—1 k
> Pla=q——=1-p"
=0

p
k—1 ‘
Il faut a présent calculer Z(] + 1)p?. On reconnait ici la « dérivée » de la somme d’une
§=0

suite géométrique. Soit donc x €] — 1,1, on a :

Zx 1—=x

1—x

k+1

D’ou en dérivant par rapport a x (possible car tout est dérivable), on a :

zk:ixi_l =kt D)aFA—z)+ Q=2 1 — (k4 1)aF + kaF !

(1—=)? B (1)
D’ou pour z = p, on a :
k—1 k41
1— E+1)p" +k

On obtient alors en substituant dans I’expression de la question précédente :

1— (k+ 1)pF 4 kpht!
(1-p)

1— (k + 1)pk + kkarl 4 kpk _ k.pk+1
(1-p)

E(Ty) = E(Ty)(1 — p*) + + kp®

soit encore :

E(Ty,)p" =

D’ou finalement le résultat voulu :
1-— pk

k

BE(Ty) = ”

10. 11 est évident que lorsque la premiere série de k « piles » consécutifs s’acheéve, alors on a déja
obtenu au minimum k « piles ». Et donc Si < Ty. Par croissance de 'espérance, on a donc
E(Sy) < E(Ty). Soit encore, pour tout k € N* et tout p €]0, 1], on a :

1 — k
kelop
p qp

D’ou le résultat.

& kQ-pprtt<1—pF o kpfl-kpf <1-pF o k-1 < kpF—pF = (k—1)p"
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