ECS2 Lycée Louis Pergaud

TDI11
Produit scalaire et espaces euclidiens

Produit scalaire et norme euclidienne

Exercice 11.1 (%)
On considere le plan vectoriel R? et on pose pour z = (71, 22) et y = (y1,y2) :

(T, y) = 22191 + T1Y2 + T2y1 + 222Yo.
1. Montrer que pour tout z = (z1,22) € R?, (z,2) = 2(zy + %)% 4 3a3.
2. Montrer que (-, -) définit un produit scalaire sur R2.

3. Montrer que les vecteurs (1,0) et (1, —2) sont orthogonaux pour ce produit scalaire et calculer leur norme.
Les vecteurs (1,0) et (0, 1) sont-ils orthogonaux ?

Exercice 11.2 (% - EML 2007)
Soit n € N*. Montrer qu’on définit bien un produit scalaire sur R, [X] en posant

(P.Q) = / POQON - )it

Exercice 11.3 (% %) n "
Soit n € N*, soient z1,...,z, € RY tels que le = 1. Montrer que Z — >n2
i=1 im1 i

Etudier le cas d’égalité.

Commengons par quelques rappels.

Inégalité de Cauchy-Schwarz.
Dans le cas général d’un espace (F, (-, -)) préhilbertien réel, on a :

Vazyek, [yl <]yl

De plus, on a I’'égalité si et seulement si x et y sont colinéaires.

L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne dans E' = R™ muni du produit scalaire canonique :

<

n
g LilYi
i=1

pour tout x = (x1,...,Zpn), ¥y = (Y1,---,Yn) € R™.

En essayant de coller avec la formule a obtenir, on propose d’appliquer I'inégalité de Cauchy-Schwarz avec
= (/T1,...,\/Tn) et y = (\/%,..., \/%) On obtient :

D’ou en élevant au carré :

On a de plus égalité si et seulement si x et y sont colinéaires. Comme x # Og», il existe donc o € R tel
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que y = az, ce qui donne :
1
Vi

En sommant ces inégalités entre 1 et n, on obtient :

n
n:ag T; = a.
i=1

V1 <i<n,

=ay/x; = 1=ax;.

On en déduit donc que pour tout ¢ =1,...,n, on a :
1
T; = —.
n
. sr o qers s . 1
Ainsi, on a ’égalité si et seulement si 1 =--- =z, = —.
n
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Exercice 11.4 (%)
On considere l'espace E = ¢1(]0,1],R) et on pose :

Vige B, (f.g)=F(1)g(l)+ / (g (t)dt.

1. Montrer que (-,-) définit un produit scalaire sur E.
i} 1 2 1
2. Etablir que Vf € E, (f(l) —|—/ f/(t)dt) <2 (f(l)2 +/ f'(t)gdt) :
0 0

1. Montrons que (-,-) définit un produit scalaire sur FE :

e Linéarité a gauche. Soient f1, fo,g € E et A;,Ao € R. On a:

1
Awfr 4 Aafarg) = i+ Aafo)(Dg(1) + / (ufi + Aafa) (B)g/ (1) dt

a ( / 1) ) a (fz(l)g(l)

= M (f1,9) + A2(f2,9)

D’ou la linéarité a gauche.

e Symétrie. Soient f,g € E, on a :

(0. 1) = g F(1) + / J (O (t)dt

/ 16 Wt = (£,3).

D’ou la symétrie, et donc également la linéarité a droite.
o Positif. On a pour tout f € E :

(£, )= /f 24t >0

par positivité de U'intégrale.

1 1
= M fi(Dg(1) + Aafo(Dg(1) + Ay / F(#)g(t) dt + Ao / fH6)g (¢

4 / f(0)g/ (D)t

=M fi(Dg(1) + A2 f2(1)g(1) + /0 (ALfI(t) + A2 f5(t)g'(¢)dt (lin. de la dérivation)

) dt (lin. de l'intégral

)
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o Défini positif. On a pour tout f € E :

——
>0

1
() =0= f(1)2+ / £t =0
- >0

S f(1)2 =0 et /1 F(0?dt =0
0

Or c’est I'intégrale d’une fonction continue et positive. Elle est nulle si et seulement si f(¢) = 0
pour tout ¢ € [0,1]. Ainsi f est constante sur [0,1], égale & f(1) = 0. Donc on a bien f = 0.

2. On reconnait ici la norme || f||? & droite de I'inégalité. On pense & I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
On doit donc identifier g € E tel que pour tout f € F, on ait :

F(1)g(1) + / F(g ()t = (f.g) = F(1) + / F(t)dt.

On note que la fonction g : x — x convient, et on a :

1
|\gu2:g<1>2+/ ldt=141=2
0

Par I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on obtient donc que pour tout f € E :
1 2 1

(r+ [ rwa) <2(sap+ [ rera).
0 0

Exercice 11.5 (k% - Produit scalaire canonique de .#, (R) - £7)
On consideére l'espace E = .#,(R) et on pose :

(A, B) = Tr(*AB)

1. Montrer que pour tout A = (a; ), B = (b;;),ona: (A, B) = Z Zai,jbi,j

i=1 j=1

2. Montrer que (-, -) définit un produit scalaire sur E.

1 ... 1
3. Déterminer la norme du vecteur J = | : :
1 ... 1
n 2 n n
4. Etablir que VA € E, (Z ai,i> < nZZaij.
i=1 i=1j=1

5. Montrer que les sous-espaces .7, (R) des matrices symétriques réelles et 7, (R) des matrices antisymétriques
réelles sont orthogonaux.

Exercice 11.6 (%)
Soit E un espace vectoriel réel muni d’un produit scalaire (-,-). On note ||| la norme euclidienne associée.

1. Montrer ’égalité suivante (appelée identité du parallélogramme) :
2 2 2 2
Ve,y € B, lz+yll” + [lz —yll” = 20" + lyl°).
Interpréter géométriquement ce résultat.

2. En déduire 1’égalité suivante (appelée égalité de la médiane) :

T4y 1 2 2 2
+ 2] = VRl + 1ol e =,

Interpréter géométriquement ce résultat.

Ve,y € F,
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Exercice 11.7 (k%% - QSP HEC 2007)
Soit E un espace euclidien de dimension n. On note (-, ) le produit scalaire et ||-|| la norme associée.
Soit f un endomorphisme de E qui vérifie la propriété suivante :

V(z,y) € B>, (z,y)=0 = (f(x),f(y) =0.

Montrer qu’il existe k € RT tel que pour tout x € E, ||f(2)|| = k ||=]|.

Indication. On pourra utiliser, aprés l'avoir justifié, que si x et y sont deuzr vecteurs de méme norme, alors
(x —y) et (x+y) sont orthogonau.

Il faut partir de la remarque suivante : si x et y sont deux vecteurs de méme norme, alors z —y et x +y
sont des vecteurs orthogonaux. En effet, on a :

(@ —y,x+y) = (.2)+(@,y) — 2) — @y = |z]* - ly]* =

Soit alors « € F unitaire, et notons k = || f(x)||. Montrons que pour tout y € E unitaire, on a || f(y)|| = k.
D’apres la remarque précédente, x — y et x + y sont donc orthogonaux. D’ol par hypothese :

(fle=y), flz+y) =0.
Or f est linéaire, et on a par bilinéarité :
0=(f(z) = f(v), F(@) + @) = | F@)|* = IFW)I?

Ainsi on obtient || f(y)||*> = ||f(z)]|* = k2, et donc || f(y)|| = k.
Soit enfin y € E quelconque. Siy = 0g, alors on a f(y) = 0g et donc || f(y)|| =0 = k||y||. Siy # 0g,

alors z = —— est un vecteur unitaire. On déduit de ce qu’on a fait que || f(z)|| = k. Ainsi on a :

T
k. — _
171 = Hf (|y||)H H T’ H Top I/ @I
On obtient donc ||f ()] = & ||ly]|-

Ainsi on a bien obtenu l'existence d’un réel k € R* tel que pour tout = € E, || f(z)| = k||z]|.

Bases orthonormées

Exercice 11.8 (%)
Soit R* muni du produit scalaire canonique. On note % la base canonique de R*.

1. On pose v1 = (3,4,0,0),v2 = (—4,3,0,0),v3 = (0,0,5,12),v4 = (0,0,—12,5). La famille (vy,vs,vs, v4)
est-elle orthogonale ? En déduire une base orthonormée 4 = (ey, 2, €3, e4) de R*.

2. Déterminer Py 4.

Exercice 11.9 (%)
On se place dans R* muni du produit scalaire canonique. On considere le sous-espace vectoriel E = {(z,y, z,t) €
R*, y = —z}.

1 1 1
On note e; = 5(1, 1,-1,-1), e = (1,0,0,1) et e3 = 5(—1, 1,-1,1).

V2

1. Montrer que (e1, es, e3) est une base orthonormée de E.
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2. Justifier que u = (2,3, —3,7) € E et déterminer (o, 8,7) € R? tel que u = ae; + Bes + ves.

Exercice 11.10 (%% - @))

On considére E = #,,(R) muni du produit scalaire (M, N) = Tr( *MN). Soit (E; j)1<i,j<n la base canonique
de E.

1. Montrer que pour tout 1 <4,5,k, 0 <n, E; jE,; = 0;E; ;.

2. Montrer que (E; j)i<i j<n €st une base orthonormale de E.

1. Cette formule a été établie au TD1.
2. On a pour tout 1 <4, 5, k,l <mn,

(Eij, Bra) = Tr( 'Ei jEya) = Te(Ej; Br,)
= Tr(5i7kEj,l) = 6i,kTr(Ej,l)

1 sii=ketj=I
:5i,k6j,l:{ J .

0 sinon

Ainsi, (E; j)1<ij<n est une famille orthonormale de E, et une base de E. C’est donc une base
orthonormée de E.

Exercice 11.11 (%% - Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt)
Dans chacun des cas suivants, donner une base orthonormée du sous espace vectoriel F de E, muni du produit
scalaire (-, ).

1. E=R3 F = Vect((1,0,-2),(1,1,1)), produit scalaire canonique ;
1
2. E=F=RlX], (P.Q) = [ POQU):
—1

3. E:%Q(R),F:Vect<(é 01>,<(1) g)(} 12)>,(M,N>:Tr(tMN);

4. E=R* F = Vect((1,0,1,0),(1,1,0,1),(2,0,1,1)), produit scalaire canonique ;

1

5. E=R[X], F=Vect(X?+1,X3+1), (P,Q) = | P(t)Q(t)dt.
0
Solutions.
1. (%(1,0,—2),%(6,5,3)) 2. (%,\/gx,\/g()@ - %)) 3. (% (é fl> , 2 ((1) (1)) , 2= (? é))

4. (%(1,071,0), 110(1,27—1,2), 11 (1,—37—1,2)) 5. (,/%(}@+1),§(16X3—15X2+1))

8

Exercice 11.12 (k%% - Oral HEC 2006)

On considére une famille de vecteurs unitaires (eg,...,e,) de E espace euclidien de dimension n, vérifiant la

relation suivante :
p

Voe B, o]’ = (e, v)%
k=1
Montrer que la famille (eq,...,e,) est orthonormale, puis que c’est une base orthonormale de E. En déduire

que n = p.
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Montrons que (e, ..., ep) est orthonormale. Prenons pour cela v =e; pour 1 <i < n:
2 . 2
leall* =D (e e)® = lleall” + D _(ex, e:)?
k=1 k#i
D’ou :
0= Z (er,ei)?.
KA 30

Ainsi on obtient que pour tout k # i, {eg, e;) = 0. Comme les vecteurs sont de plus unitaires par hypotheése,

on en déduit que la famille (eq,...,e,) est orthonormée.
Supposons & présent que p < n. La famille (eq,...,e,) n’est donc pas une base. Puisque c’est une famille
orthonormée, on peut la compléter en une base orthonormée (e, ..., ep, €pt1,...,€y,). Mais alors prenons

v = e,, on obtient :

L=len]® =) (ex,en)? =0.

k=1 M
=0 car k#n
D’ott une contradiction. Donc p = n et la famille (e1,...,e,) est bien une base orthonormée.

Exercice 11.13 (k% %% - Endomorphismes orthogonaux - Oral ESCP 2013 - £3)

On désigne par n un entier naturel supérieur ou égal a 2. Soit F un espace euclidien de dimension n.

On note (u,v) le produit scalaire de deux vecteurs u et v de E, et ||-|| la norme euclidienne associée.

On dit qu'un endomorphisme f de E est orthogonal si sa matrice dans une base orthonormale est une matrice
orthogonale.

1. Montrer que f est orthogonale si et seulement si : Va,y € E, (f(z), f(y)) = (z,y).
2. Soit f un endomorphisme de E.

(a) Montrer que si f est orthogonale, alors pour tout € E : ||f(z)| = ||z]|.

(b) Montrer réciproquement que, si pour tout « de E, on a ||f(z)|| = ||z||, alors f est orthogonal.

1. On procede par double implications.

= Supposons que f est un endomorphisme orthogonal. Il existe donc une base orthonormée %A
de FE telle que A = Mg(f) est orthogonale. Pour tout z,y € E, notons X = Mg(z) et
Y = Mg(y). Par les formules donnant le produit scalaire dans une base orthonormée, on
a:

(f(2), f(y)) = "(MX)(MY) = "X 'MMY = 'XY = (z,y).
< Supposons que pour tout x,y € E, on a :

{(f(2), f(y)) = (2, ).

Montrons que f est orthogonale. Fixons pour cela une base orthonormée % = (ey,...,e,) de
E, et notons Mg(f) = A= (a;;). On souhaite montrer que A est orthogonale. Par définition
d’une matrice d’'un endomorphisme dans une base donnée, on a :

Vi=1,...,n, f(e)= Zak,jek.
k=1

On obtient :

n n

(&), Fles)) = ) anier, Y arjer) = Y Y agiarjlex, er) = akiay, ;-
k=1 k=1

=1 k=11=1
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Mais nous reconnaissons 1& le coefficient situé a la i-éme ligne et j-éme colonne de *MM.
D’autre part, on a (f(e;), f(e;)) = (e, e;) = d; ;, et donc :

1 sii=j

0 sinon.

[‘MM]; ; = {

On obtient *MM = I,,, et donc que f est orthogonale.

Autre méthode. Toujours en notant Z = (eq,...,e,) une base orthonormée de F, on a :
(flei), f(e5)) = (ei,ej) = di ;.
La famille (f(e1),..., f(en)) est donc orthonormée. Elle est en particulier libre, de cardinal

n = dim(E). C’est donc une base orthonormée de E. Notons 1a %’. On sait alors que
P = Pg g est orthogonale en tant que matrice de passage entre deux bases orthonormées. Or
on a :

fler) - fleg) - [flen)
(4575 R €5 % S (5 WY 09 el
a’2,1 “ee a2,j “ee a27n es
Py 2 = ) ) ) . ) . =Mz(f)
An,1 **° Qngj ** Qnn / en

Et donc la matrice de f dans la base £ est orthogonale : f est un endomorphisme orthogonal.

Supposons f orthogonale. D’apres la question précédente, f conserve le produit scalaire, donc
on a pour tout z € E :

1f @)l = V(f(2), f(2)) = V(z,2) = ||z].

Donc f conserve la norme.

Supposons que f conserve la norme. On souhaite montrer que f conserve le produit scalaire.
On va se servir de 'identité suivante :

(Il +l* = lll* = llyll*)

1
V%ZUEEa <xay>:§

qui permet de calculer un produit scalaire a ’aide de la norme. On en déduit que pour tout
T,y €L

(£ @) + F@I? = 1F @17 = 1FW)1%)
(If @+ l* = IF @1 = 1 @)I?)

(ll + 1 = lll1* = llyll*)

z,y).

(f(x), f(y)) =

N =N =N =

—~

Donc f conserve le produit scalaire.

Polynomes orthogonaux

Exercice 11.14 (% %)
Soit n un entier naturel et a un réel. On note E 1’espace vectoriel des polynomes a coefficients réels, de dégré
inférieur ou égal a n et ¢ lapplication définie, pour tout couple (P, Q) de vecteurs de F, par :

p(P,Q) =Y P¥(a)Q™(a).
k=0

1. Montrer que ¢ est un produit scalaire. On notera désormais ¢(P, Q) = (P, Q).

2. Pour tout entier naturel 4, on note P; = (X — a)’.
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(a) Calculer Pi(k)(a) pour tout £ € N.
(b) Montrer que la famille (Py, P, ..., P,) est une famille orthogonale de E.
(c) Pour tout entier ¢ de {0,...,n}, calculer ||P;||. En déduire une base orthonormée % de E.

3. Exprimer les coordonnées d’'un polynéme P de E, dans cette base £, a l'aide des dérivées successives de
P en a. Retrouver ainsi la formule de Taylor pour les polynomes.

1. On montre facilement que @ est bilinéaire symétrique et positive. Montrons que ¢ est définie positive.
Soit pour cela P € FE tel que :

n

0=(P,P) =Y (P¥(a))*.

k=0

Puisque tous les termes de cette somme sont positifs, on en déduit que :
P(a) = P'(a)=---=P™(a) = 0.

Ainsi a est racine d’ordre de multiplicité au moins n+1 de P. Or deg(P) < n, donc ce n’est possible
que si P =0g.

Ainsi ¢ est bien un produit scalaire.

2. (a) Notons tout d’abord que P; est un polyndome de degré i. On a plusieurs cas possibles :

e si k>4, alors Pi(k) =0 et donc Pi(k)(a) =0.
e si0<k<i,alorsona:

7

P =i 1) =k + (X —a) = S (X —a)

Mais comme ¢ — k > 0, a est bien racine de Pi(k) et on a donc Pl-(k)(a) =0.

e si k =1, alors dans ce cas, en reprenant le calcul précédent :

P(l) — X — )t =4l
7 (Z _ Z)' ( a) ¢
Dans ce cas, Pi(i) (a) =1l
0 sii#k
Ainsi on a montré que PF(a) = { . ST Z 7 .
il sii=k

(b) Pour tout ¢ # j, pour tout 0 < k < n, on a
0x0 sik#i,j
P¥@)PM(@){ilx0 sik=i =0
4 ¢ ! = =0.
O0xjl sik=j
Donc on a bien (P;, P;) = 0si ¢ # j.
(¢) Pour i = j, on a pour tout 0 < k <n :

0x0 sik#i
ilxil sik=1i

P*(a)P® (a) {

P P,
Donc on a ||P;|| = \/(P;, P;) = 1/(i)2 = i!. Ainsi la famille ( 0,
[1Poll [Pl

orthonormée, donc libre, de cardinal n + 1 dans un espace E de dimension n + 1. C’est donc
une base orthonormée de E, qu’on notera Z.

> est une famille

3. Puisque la base est orthonormée, les coordonnées de P € E sont connues :

P Py

P,
:< ) > .
| Poll | Poll

P, Py
5 F)
[| P

P)—L ...+ (P, P)

P,
= <P07 > -
(| Pnl| YR

1P ”

_|_...+<
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Pour tout 0 <i<n,on a:

3

(Pi,P)y=Y" PP (a) PD(a) = PV (a)PD(a) = il P (a).

On obtient donc que :

P, P,
P:<P0,P>702+~~+<Pn,P> >
IIPoll | Pl

n |p(z) p(z)( ) )
Z il (X —a)f
= =0

On retrouve ici la formule de Taylor en a pour les polynémes de degrés < n.

Exercice 11.15 (k% - Polynémes de Tchebychev - £3)

t
1. (a) Montrer que l'intégrale / ————dt converge pour tout £ € N.
(a) q grale [ —m—p ge p

bP@)
b) Soit P € R[X]. En déduire que 'intégrale /
(b) [X] q grale | s

dt converge.

2. Soit n € N*. Pour P et @) deux éléments de R, [X], on pose (P, Q) = / dt
vV 1 — t2

Mountrer que cette application définit un produit scalaire sur R,,[X].

3. (a) Soit a,b € R. Exprimer cos(a) cos(b) en fonction de cos(a + b) et cos(a — b).
(b) On définit la suite de polynémes (T%)o<r<n par :

T():l, T1:X et VZSICS’H,*?, Tk+2:2XTk+17Tk.
Montrer que pour tout 0 < k < n et pour tout € R, on a Ty (cos(z)) = cos(kx).

4. Montrer que la famille (Ty, T}, ..., T,) est une famille orthogonale de R,,[X].

On pourra effectuer le changement de variables t = cos(x) dans Uintégrale définissant (T;,Tj).

5. Calculer ||Ty|| pour tout & € N. En déduire une base orthonormée de R, [X].

Exercice 11.16 (k% %% - Polynémes orthogonaux - £3)
On considére une fonction continue strictement positive w : [a,b] — R, et on pose :

VPO € Ry[X], (P,Q)— / PH)Q()w(t) dt.

1. Montrer que (-,-) est un produit scalaire sur R, [X].

2. Etablir Pexistence d’une base orthonormée de polynémes (Py, P1y..., P,) tels que deg(Py) = k pour
0<k<n.

En déduire que pour tout 1 < k < n, Py est orthogonale & Rj_1[X].
3. Montrer, pour 0 < k < n — 1, qu’il existe ag, b, cx (avec ¢y = 0) tels que :
XPy(X) = apPry1(X) + bk Pe(X) + cp Pr—1(X).
Comparer les deux nombres ¢ et ai_1.

4. Soit k € N*. Dans cette question, on souhaite montrer que toutes les racines de Pj sont des réels
appartenant & l'intervalle Ja, b, et qu’elles sont toutes de multiplicité 1.

Notons Z1,...,%p les racines d’ordre impaires de P, appartenant & |a,b[, et on définit le polynéme

D= H — z;) (dans le cas ou Py n’a aucune racine d’ordre impair dans ]a, b[, on pose D = 1).
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(a) Justifier que P, D garde un signe constant sur [a, b].

(b) Par I’absurde, on suppose que p < k. Obtenir une contradiction en considérant le produit scalaire
(P, (X —z1)...(X — xp)). Conclure.

1. A faire.
2. On considére la base canonique (1,X,...,X") de R,[X]. C’est en particulier une famille libre, on
peut donc lui appliquer l’algorithme de Gram Schmidt. Notons (P, ..., P,) la famille orthonormale

ainsi obtenue. Rappelons une propriété de cette famille (voir la propriété du cours) :
YO<k<n, Vect(l,X,...,X")=Vect(Py, Pi,...,Pp).
On va montrer par récurrence que pour tout k € [0,n], on a deg(Py) = k.

Init. Si k=0, alorson a :
Vect(l) = Vect(Py) = deg(P)=0.

D’ou la propriété au rang O.

Hér. Soit 0 < k <n — 1, et supposons la propriété vraie au rang k.
On a par l'algorithme de Gram Schmidt :

Vect(1,X,...,X") = Vect(Py, Py, ..., P)

et
Vect(1,X,..., X" = Vect(Py, Py,. .., Py, Pei1).
En particulier, on a Pry1 € Vect(1,X,..., X 1) et il existe des coefficients aq, ..., axs1 tels
que :
Piyi=ag+ a1 X + - +ap X
Supposons que a1 = 0, alors on aurait Py 1 € Vect(1, X, ..., X*), mais dans ce cas on aurait

Vect(1,X,..., X" = Vect(Py, Py, ..., Py, Py1) C Vect(1,X,..., X¥)

Ce qui est faux car Ry41[X] € Ri[X]. Ainsi on a bien que a1 # 0, et donc que deg(Py41) =
k+1.

Enfin c’est une famille orthonormée, donc libre, de cardinal n + 1 égal & la dimension de R,[X].
C’est donc une base orthonormée.

Soit enfin 1 < k < n, et soit @ € Ry_1[X]. Montrons que (P, Q) = 0. Comme
Q e Rp_1[X] = Vect(1,X,..., X" 1Y =Vect(Py, P, ..., Pe_1),
il existe ag,...,ar_1 € R tels que :
Q=aoPy+ -+ ar_1P1.

On obtient par linéarité a droite :

Ainsi Py, est orthogonal & tout vecteur de Ry_1[X]. On dit alors que Py est orthogonal au sous-espace
vectoriel Ry_1[X].

3. Soit 0 < k <n—1. Onadeg(XP;) = deg(Px)+1 = k+1, donc X P, € Ry41[X] = Vect(Py, Py, ..., Pr, Prt1).
Ainsi il existe «agp,...,ar+1 € R tels que :

XPy=agPy+ -+ agr1Peq1.
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Or comme la famille (FPp,..., P,) est une base orthonormée, on peut exprimer ces coordonnées en
terme de produits scalaires :

Orona:
(X Py, P,) —/ £y () P, (E)eo(t) it

/Pk PP (E)o(t) dt
— (P, XP,).

Sio<i<k—2, XP; est de degré i +1 < k — 1 et est donc orthogonal & Py. Ainsi on a :
VO<i<k-—1 « =(XP,P)=0.
Donc on obtient la décomposition :
XP, = ap_1Pr—1 + o Py + g1 Prga.
Quitte & renommer ces coefficients, on obtient I'existence pour 0 < k < n — 1, de ag, by, ¢ tels que :
XPy(X) = apPri1(X) + b Pi(X) + e Pe—1(X).
Enfin on a :

ek = (X Py, Pr_1) = (Py, XPy—1)
= (Py, ap—1P; +bi—1Py—1 + cr—1Pi—2)
= ap—1(Pr, Pr) + bi—1(Pr, Pe—1) + ct—1(Pr, Po—2) = ap—1

(a) Par définition de D, toutes les racines z; de Py x D sur ]a,b[ sont d’ordre de multiplicité pair

2m;. Ainsi on a :
P
P.D = (H(X _ xl)2m1> Q

i=1
ol @ est un polyndome sans racine dans |a, b|.
P
ot H(t —2;)®™ est clairement de signe constant sur R, et donc sur [a, b] également.
i=1
e ¢+ Q(t) est une fonction polynomiale, donc continue, qui ne s’annule pas sur |a, b[. Par le
théoréme des valeurs intermédiaires, on en déduit que @) garde un signe constant sur ]a, ],
et donc sur [a, b] aussi.
P
Par produit, la fonction polynomiale ¢ — (H(X - xi)zm’) Q(t) reste donc de signe constant
i=1
sur [a, b].

(b) Supposons p < k. Alors D = H(X — ;) est de degré p, donc est orthogonal & Py puisque
i=1
k > p. Ainsi on a :
(P, D) = 0.
D’autre part, on a :

b
(Py, D) = / Pu(t)D(t)w(t) dt

Or la fonction t — Py (¢) D(t)w(t) est continue sur [a, b], de signe constant d’apres la question
précédente et sont intégrale est nulle. Cela impliquerait donc que :

Vte[a,b], PODBwt)=0 = Vte|ab), t£z1,....2p, Pu(t)=0.
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Ainsi P, admet une infinité de racines, et serait donc le polynéme nulle. Ce qui contredit que
deg(Py) = k.

Ainsi p = k, et on a donc obtenu que Py, admet k racines d’ordre impaires dans |a, b[. Puisque
k = deg(Py), Pr ne peut pas admettre plus de k racines comptées avec leurs multiplicités. Ainsi
P, est en fait scindé a racines simples, et toutes les racines de P, appartiennent a l'intervalle
Ja,b[.
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