
Géométrie di�érentielle

1 Formes di�érentielles

Dé�nition 1 Soit E un espace vectoriel et k ≥ 1. Une forme k-linéaire alternée est une

application f : Ek −→ R véri�ant :

1. Pour tout 1 ≤ i ≤ n, pour tous x1, . . . , xn, yi ∈ E et tout λ ∈ R,

f(x1, . . . , λxi, . . . , xn) = λf(x1, . . . , xn),

f(x1, . . . , xi + yi, . . . , xn) = f(x1, . . . , xi, . . . , xn) + f(x1, . . . , yi, . . . , xn).

2. Pour tout i < j, pour tous x1, . . . , xn ∈ E :

f(x1, . . . , xj , . . . , xi, . . . , xn) = −f(x1, . . . , xi, . . . , xj , . . . , xn).

L'ensemble des formes k-linéaires alternées sur E est noté Ak(E).

L'ensemble Ak(E) est un espace vectoriel. Nous allons en décrire une base lorsque E = Rn.
1. Pour tout 1 ≤ i ≤ n, on pose :

dxi :

{
E −→ R

(x1, . . . , xn) −→ xi.

Autrement dit, dxi est la i-ième coordonnée. Alors (dx1, . . . , dxn) est une base de A1(Rn).

2. Si f ∈ Am(E) et g ∈ An(E), on dé�nit f ∧ g ∈ Am+n(E) (produit extérieur). Donnons

seulement deux exemples sur Rn :

dxi ∧ dxj((x1, . . . , xn), (x′1, . . . , x
′
n)) = xix

′
j − xjx′i,

dxi ∧ dxj ∧ dxk((x1, . . . , xn), (x′1, . . . , x
′
n), (x′′1, . . . , x

′′
n)) = xix

′
jx

′′
k − xix′kx′′j − xjx′ix′′k

+xjx
′
kx

′′
i + xkx

′
ix

′′
j − xkx′jx′′i .

Ce produit véri�e les relations suivantes : pour toutes formes linéaires alternées f et g.

f ∧ g = −g ∧ f, f ∧ f = 0.

3. Une base de Ak(Rn) est alors donnée par tous les produits extérieurs de k éléments dxi, en
tenant compte des relations précédentes.

Exemples.

1. Si n = 2 : A1(R2) a pour base (dx, dy) et A2(R2) a pour base (dx∧dy). De plus, An(R2) =
(0) si n ≥ 3.

2. SI n = 3 : A1(R3) a pour base (dx, dy, dz), A2(R3) a pour base (dx ∧ dy, dy ∧ dz, dz ∧ dx)
et A3(R3) a pour base (dx ∧ dy ∧ dz). De plus, An(R3) = (0) si n ≥ 4.

Dé�nition 2 Soient E un espace vectoriel, Ω un ouvert de E, et k ≥ 1. Une forme di�éren-

tielle de degré k sur Ω à valeurs dans E est une application de Ω dans Ak(E).

Exemples.
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1. Les formes di�érentielles de degré 1 à valeurs dans Rn sont de la forme :

α = f1dx1 + . . .+ fndxn,

où f1, . . . , fn sont des fonctions de Ω dans R.
2. Les formes di�érentielles de degré 2 à valeurs dans R3 sont de la forme :

α = fdy ∧ dz + gdz ∧ dx+ hdx ∧ dy,

où f, g, h sont des fonctions de Ω dans R.

2 Cas de la dimension 1

2.1 Intégrales curvilignes

Dé�nition 3 Soit α une forme di�érentielle de degré un dé�nie sur Ω ⊆ Rn, à valeurs dans

Rn. Soit un arc paramétré γ : [a, b] −→ Ω. On pose :

α = f1dx1 + . . .+ fndxn, γ(t) = (γ1(t), . . . , γn(t)).

L'intégrale curviligne de α le long de γ est :∫
γ
α =

∫ b

a

(
f1(γ1(t), . . . , γm(t))γ′1(t) + . . .+ fn(γ1(t), . . . , γn(t))γ′n(t)

)
dt.

Exemple. Soit γ le cercle unité de R2 et α = xdy−ydx. On prend le paramétrage (cos(t), sin(t)),
pour t = [0, 2π] de γ. Alors :

x(t) = cos(t), y(t) = sin(t)dt, dx = − sin(t)dt, dy = cos(t)dt.

Donc : ∫
γ
α =

∫ 2π

0
(cos2(t) + sin2(t))dt = 2π.

2.2 Formes fermées et formes exactes

Dé�nition 4 Soit α = f1dx1 + . . .+ f1dxn une forme di�érentielle de degré 1 sur Rn.
1. On dira qu'elle est fermée si pour tous 1 ≤ i, j ≤ n, ∂fi

∂xj
=

∂fj
∂xi

.

2. On dira qu'elle est exacte si il existe une fonction A telle que pour tout 1 ≤ i ≤ n, fi = ∂A
∂xi

.

On note α = dA.

Théorème 5 Soit α une forme di�érentielle de degré 1 sur Rn.
1. Si α est exacte, alors elle est fermée.

2. On suppose que le domaine de dé�nition de α est étoilé en un de ses points. Si α est fermée,

alors elle est exacte.

Preuve. Posons α = f1dx1 + . . .+ fndxn.
1. Supposons α exacte. Il existe une fonction A, telle que fi = ∂A

∂xi
pour tout i. Pour tous

i, j :
∂fi
∂xj

=
∂2A

∂xi∂xj
=

∂2A

∂xj∂xi
=
∂fj
∂xi

.

Donc α est fermée.

2. Supposons le domaine de dé�nition Ω de α étoilé en un certain point O : autrement dit, si

A ∈ Ω, [OA] ⊆ Ω. Quitte à changer de repère, on suppose que O = 0. On pose alors :

A(x1, . . . , xn) =

∫ 1

0
(f1(tx1, . . . , txn)x1 + . . .+ fn(tx1, . . . , txn)xn)dt.
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Comme Ω est étoilé en 0, ceci existe. De plus, en dérivant sous le signe somme, comme α est

fermée :

∂A

∂xi
=

∫ 1

0

(
t
∂f1

∂xi
(tx)x1 + . . .+ t

∂fn
∂xi

(tx)xn + fi(tx)

)
dt

=

∫ 1

0

(
t
∂fi
∂x1

(tx)x1 + . . .+ t
∂fi
∂xn

(tx)xn + fi(tx)

)
dt

= [tfi(tx)]10

= fi(x).

Donc α est exacte. 2

Remarque. Il est facile de montrer que α est fermée puis de déduire que α est exacte. Il

n'est pas toujours facile de trouver la fonction A qui convient.

Théorème 6 Soit α une forme di�érentielle de degré un sur Ω ⊆ Rn, à valeurs dans Rn.
Soit un arc paramétré γ : [a, b] −→ Ω. Si α est exacte, on considère A telle que γ = dA. Alors :∫

γ
α = A(γ(b))−A(γ(a)).

Preuve. En e�et :∫
γ
α =

∫ b

a
(f1(γ(t))γ′1(t) + . . .+ fn(γ(t))γ′n(t))dt

=

∫ b

a

(
∂A

∂x1
(γ(t)γ′1(t) + . . .+

∂A

∂xn
(γ(t)γ′n(t)

)
dt

= [A(γ(t))]ba

= A(γ(b))−A(γ(a)).

2

Remarques.

1. En conséquence, l'intégrale curviligne de α le long de γ ne dépend que des extrémités de

γ.

2. D'autre part, si γ est fermé,
∫
γ α = 0.

2.3 Champs de scalaires, champs de vecteurs

Il s'agit de reformuler les résultats précédents en changeant de vocabulaire.

Dé�nition 7 Soit E un espace vectoriel.

1. Un champ de scalaires est une application de E dans R.
2. Un champ de vecteurs est une application de E dans E.

Remarque. On peut représenter graphiquement un champ de scalaires du plan à l'aide des

lignes de niveau. Un champ de vecteurs du plan se représente à l'aide de vecteurs, l'origine du

vecteur étant le point où on applique le champ de vecteurs.

Dé�nition 8 Soit F = (f1, . . . , fn) un champ de vecteurs sur Rn. Autrement dit, pour tout

i, fi est une fonction de Rn dans R. La forme di�érentielle canoniquement associée à F est :

αF = f1dx1 + . . .+ fndxn.

Si γ = [a, b] −→ E est un arc paramétré, le travail ou circulation du champ de vecteur F le long

de γ est : ∫
γ
αF =

∫ b

a

(
f1(γ(t))γ′1(t) + . . .+ fn(γ(t))γ′n(t)

)
dt.
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Dé�nition 9 1. Soit f une fonction dé�nie d'un ouvert de Rn dans R. Son gradient est

le champ de vecteurs :

grad(f) =

(
∂f

∂x1
, . . . ,

∂f

∂xn

)
.

2. Soit F un champ de vecteurs. On dira que F dérive d'un potentiel scalaire s'il existe f telle

que F = grad(f). On dit alors que F dérive du potentiel scalaire f .

Remarques.

1. Autrement dit, F dérive d'un potentiel scalaire si, et seulement si, αF est exacte.

2. Par suite, si F dérive d'un potentiel scalaire, son travail le long d'un arc paramétré γ ne

dépend que des extrémités de γ. Si γ est fermé, le travail de F le long de γ est nul.

3. Soit F = (f1, . . . , fn) un champ de vecteurs dé�ni sur un domaine étoilé en un de ses points.

Pour montrer qu'il découle d'un potentiel scalaire, il su�t de montrer que ∂fi
∂xj

=
∂fj
∂xi

pour

tous i, j.

4. Le gradient d'un champ de scalaires est orthogonal aux lignes de niveau de ce champ de

scalaire et est orienté "en montant".

3 Cas de la dimension 2

3.1 Intégrale de surface

Dé�nition 10 Soient Γ(s, t) = (x(s, t), y(s, t), z(s, t)) une surface paramétrée dé�nie de R3

sur Ω et α = fdy∧dz+gdz∧dx+hdx∧dy une forme di�érentielle de degré 2 sur R3. L'intégrale

de α sur Γ est : ∫ ∫
Γ
α =

∫ ∫
Ω
f(x(s, t), y(s, t), z(s, t))dy(s, t) ∧ dz(s, t)

+

∫ ∫
Ω
g(x(s, t), y(s, t), z(s, t))dz(s, t) ∧ dx(s, t)

+

∫ ∫
Ω
h(x(s, t), y(s, t), z(s, t))dx(s, t) ∧ dy(s, t),

avec :

dx(s, t) =

(
∂x

∂s
(s, t)ds,

∂x

∂t
(s, t)dt

)
,

dy(s, t) =

(
∂y

∂s
(s, t)ds,

∂y

∂t
(s, t)dt

)
,

dz(s, t) =

(
∂z

∂s
(s, t)ds,

∂z

∂t
(s, t)dt

)
,

et donc :

dy(s, t) ∧ dz(s, t) =

∣∣∣∣ ∂y
∂s (s, t) ∂z

∂s (s, t)
∂y
∂t (s, t)

∂z
∂t (s, t)

∣∣∣∣ dsdt,
dz(s, t) ∧ dx(s, t) =

∣∣∣∣ ∂z
∂s (s, t) ∂x

∂s (s, t)
∂z
∂t (s, t)

∂x
∂t (s, t)

∣∣∣∣ dsdt,
dx(s, t) ∧ dy(s, t) =

∣∣∣∣ ∂x
∂s (s, t) ∂y

∂s (s, t)
∂x
∂t (s, t)

∂y
∂t (s, t)

∣∣∣∣ dsdt.
Exemple. On considère la surface paramétrée Γ = (cos(θ) sin(φ), sin(θ) sin(φ), cos(φ)), avec

0 < θ < 2π et 0 < φ < π/2. Il s'agit d'une demi-sphère ouverte. On intègre α = xdy∧dz+ ydz∧
dx+ zdx ∧ dy sur Γ. Alors :

dx = (cos(θ) cos(φ)dφ,− sin(θ) sin(φ)dθ),

dy = (sin(θ) cos(φ)dφ, cos(θ) sin(φ)dθ),

dz = (− sin(φ)dφ, 0).
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Donc :

dy ∧ dz = cos(θ) sin2(φ)dθdφ,

dz ∧ dx = sin(θ) sin2(φ)dθdφ,

dx ∧ dy = (cos2(θ) + sin2(θ)) cos(φ) sin(φ)dθdφ

= cos(φ) sin(φ)dθdφ.

En�n : ∫ ∫
Γ
α =

∫ 2π

0

∫ π/2

0
(cos2(θ) sin3(φ) + sin2(θ) sin3(φ) + cos2(φ) sin(φ))dθdφ

=

∫ 2π

0

∫ π/2

0
(sin3(φ) + cos2(φ) sin(φ))dθdφ

=

∫ 2π

0

∫ π/2

0
(sin2(φ) + cos2(φ)) sin(φ)dθdφ

=

∫ 2π

0

∫ π/2

0
sin(φ)dθdφ

= [θ]2π0 .[− cos(φ)]
π/2
0

= 2π.

3.2 Formule de Stokes et rotationnel

Théorème 11 (Stokes) Soit Γ une surface de Rn ayant un bord (orienté) donné par une

courbe paramétrée γ. Soit α = f1dx1 + . . . + fndxn une forme di�érentielle de degré 1. On

considère :

dα =

(
∂f1

∂x1
dx1 + . . .+

∂f1

∂xn
dxn

)
∧ dx1

+ . . .+

(
∂fn
∂x1

dx1 + . . .+
∂fn
∂xn

dxn

)
∧ dxn.

Alors : ∫
γ
α =

∫
Γ
dα.

Attention, le sens de parcours du bord est important. La surface Γ doit être "à gauche"

lorsqu'on parcourt le bord.

Exemple. On se place en dimension 3. Alors α = f1dx+ f2dy + f3dz. Alors :

dα =

(
∂f1

∂x
dx+

∂f1

∂y
dy +

∂f1

∂z
dz

)
∧ dx

+

(
∂f2

∂x
dx+

∂f2

∂y
dy +

∂f2

∂z
dz

)
∧ dy

+

(
∂f3

∂x
dx+

∂f3

∂y
dy +

∂f3

∂z
dz

)
∧ dz

=

(
∂f3

∂y
− ∂f2

∂z

)
dy ∧ dz +

(
∂f1

∂z
− ∂f3

∂x

)
dz ∧ dx+

(
∂f2

∂x
− ∂f1

∂y

)
dx ∧ dy.

Dé�nition 12 Soit F = (f1, f2, f3) un champ de vecteurs de R3. le rotationnel de F est le

champ de vecteurs dé�ni par :

rot(F ) =

(
∂f3

∂y
− ∂f2

∂z
,
∂f1

∂z
− ∂f3

∂x
,
∂f2

∂x
− ∂f1

∂y

)
.
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Le théorème ?? implique :

Proposition 13 Soit F un champ de vecteurs dé�ni sur un domaine étoilé en un de ses

points. Il dérive d'un potentiel scalaire si, et seulement si, rot(F ) = 0.

Dé�nition 14 Soit G un champ de vecteurs de R3. On dit que G dérive d'un potentiel

vecteur si il existe un champ de vecteurs F tel que G = rot(F ). On dit alors que G dérive du

potentiel vecteur F .

Dé�nition 15 Soit Γ une surface paramétrée et soit F = (f1, f2, f3) un champ de vecteurs

de R3. On pose :

ωF = f1dy ∧ dz + f2dz ∧ dx+ f3dx ∧ dy.

Le �ux du champ de vecteurs F à travers Γ est :∫ ∫
Γ
ωF .

Théorème 16 (Stokes) Soit Γ une surface de bord (orienté) γ. La circulation du champ F
le long de γ est égale au �ux du champ rot(F ) à travers la surface Γ.

Remarque. En particulier, si G dérive d'un potentiel vecteur, le �ux de G à travers une

surface Γ ne dépend que du bord de cette surface. En particulier, si cette surface n'a pas de bord

(par exemple une sphère. . . ), le �ux de G à travers cette surface est nul.

3.3 Formule d'Ostrogradski et divergence

Théorème 17 (Ostrogradski) Soit K un compact à bord de R3, de bord une surface para-

métrée γ. Soit α = fdy ∧ dz + gdz ∧ dx + hdx ∧ dy une forme di�érentielle de degré 2 sur R3.

Alors : ∫ ∫
γ
α =

∫ ∫ ∫
K

(
∂f

∂x
(x, y, z) +

∂g

∂y
(x, y, z) +

∂h

∂z
(x, y, z)

)
dxdydz.

Attention, l'ordre dans lequel on considère les paramètres donnant γ est important. Quand

on change l'ordre des paramètres, le vecteur normal associé change de sens. Il convient qu'il soit

orienté vers l'intérieur de K.

Dé�nition 18 Soit F = (f1, . . . , fn) un champ de vecteurs sur Rn. La divergence de F est :

div(F ) =
∂f1

∂x1
+ . . .+

∂fn
∂xn

.

Il s'agit d'un champ de scalaires.

Théorème 19 Soit F un champ de vecteurs de R3.

1. Si F dérive d'un potentiel vecteur, div(F ) = 0.

2. Réciproquement, si le domaine de dé�nition de F est étoilé en un de ses points, alors si

div(F ) = 0, F dérive d'un potentiel vecteur.

Preuve. 1. Supposons que F dérive d'un potentiel vecteur G. Autrement dit, F = rot(G).
Par suite :

div(F ) =
∂2f3

∂x∂y
− ∂2f2

∂x∂z
+
∂2f1

∂y∂z
− ∂2f3

∂y∂x
+
∂2f2

∂z∂x
− ∂2f1

∂z∂y
= 0.

2. Posons F = (f1, f2, f3). On étudie la forme di�érentielle ωF = f1dy ∧ dz + f2dz ∧ dx +
f3dx ∧ dy. Alors :

dωF = div(F )dx ∧ dy ∧ dz = 0.

Donc d est fermée. Par suite, elle est exacte. Donc il existe une forme di�érentielle θ de degré 1
telle que ωF = dθ. On pose θ = g1dx + g2dy + g3dz. Un calcul direct montre que (f1, f2, f3) =
rot(g1, g2, g3). 2
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Théorème 20 (Ostrogradski) Soit K un compact à bord (orienté) la surface Γ. Si F est

un champ de vecteurs, alors le �ux du champ à travers la surface γ est égal à l'intégrale triple de

la divergence de F sur K.

Remarque. En particulier, si F découle d'un potentiel vecteur, le �ux de F à travers la

surface γ est nul.
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