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3 : Séries de Fourier

Exercice 1 : Calculer les coe�cients de Fourier de la fonction suivante, avec α ∈ IR− ZZ :

f(x) = cos(αx), x ∈ [−π, π].

Exercice 2 : Soit f la fonction 2π-périodique dé�nie par :

f(x) =

{
x− π si 0 < x < 2π

0 si x = 0.

1. Etudier la convergence de la série de Fourier de f .

2. Calculer les coe�cients de Fourier de f .

3. En déduire que

+∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
=
π

4
.

Exercice 3 : Soit f la fonction 2π-périodique dé�nie par :

f(x) = |x|, −π < x ≤ π.

1. Etudier la convergence de la série de Fourier de f .

2. Calculer les coe�cients de Fourier de f .

3. En déduire les sommes des séries

+∞∑
n=0

1

(2n+ 1)2
,

+∞∑
n=1

1

n2
,

+∞∑
n=0

1

(2n+ 1)4
et

+∞∑
n=1

1

n4
.

Exercice 4 : Soit f la fonction 2π-périodique dé�nie par :

f(x) = x2, 0 ≤ x < 2π.

1. Représenter le graphe de f et déterminer sa série de Fourier.

2. En déduire

+∞∑
n=1

(−1)n

n2
.

Exercice 5 : Développer f(x) = sin(x), 0 < x < π, en série de cosinus.

Exercice 6 : Soit f la fonction paire 2π-périodique dé�nie par :

f(x) =


1 si 0 ≤ x < π

2

0 si x = π
2

−1 si π2 < x ≤ π.

1. Etudier la convergence de la série de Fourier de f .

2. Calculer les coe�cients de Fourier de f .

3. En déduire que

+∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
=
π

4
,

+∞∑
n=0

1

(2n+ 1)2
=
π2

8
et

+∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6
.
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Exercice 7 : Soit u la fonction paire 2π-périodique dé�nie par u(x) = x2 si 0 ≤ x < π.

1. Etudier la convergence de la série de Fourier de u.

2. Calculer les coe�cients de Fourier de u.

3. En déduire que

+∞∑
n=0

(−1)n

n2
= −π

2

12
.

Exercice 8 : Soit u la fonction paire 2π-périodique dé�nie par u(x) = x3 si 0 ≤ x < π et soit v la fonction

impaire 2π-périodique dé�nie par v(x) = x3 si 0 ≤ x < π.

1. Etudier la convergence de la série de Fourier de u et de v.

2. Calculer les coe�cients de Fourier de u et de v.

3. En déduire que

+∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)3
=
π3

32
.

Exercice 9 : Soit t ∈ IR∗, �xé. On dé�nit une fonction ft de période 2π par ft(x) = etx sur [−π, π[.

1. Etudier la convergence de la série de Fourier de ft et calculer ses coe�cients de Fourier.

2. Montrer que coth(πt) =
1

πt
+

2

πt

+∞∑
n=1

t2

n2 + t2
.

Exercice 10 : Soit u la fonction paire de période 2π dé�nie par u(θ) = cos3θ sur [0, π]. Etudier la convergence

de sa série de Fourier et calculer ses coe�cients de Fourier.
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