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Dans les expressions suivantes, les domaines auxquelasaihtes les variables ne sont
pas indiqués.
1. Pour chaque expression, indiquer un domaine possible gracune des variables.

2. Pour chaque expression, dire s'il s'agit d'un nom ou d'un go® et indiquer ses
variables libres (parlantes) et ses variables liées (magit
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L'expression(E;) est un NOM.
La variablek est une variable LIBRE qui peut étre astreinf¥ au aZ ou aR.
La variablet est une variable LIEE par le mutificate)ér...dt , qui peut étre astreintel®, sik est astreinte &

ou aR mais pas &.
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L'expression(E) est un ENONCE.
La variablen est une variable LIBRE, astreintéNa
La variablea est une variable LIBRE qui peut étre astreinfg.a

La variablek est une variable LIEE par le mutificateLE , astreinte &.
k=
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L'expression(Ez) est un NOM.

La variablef est une variable LIBRE qui peut étre astreinte a I'ensemétefanctions d&® dansR.
La variablex est une variable LIEE par le mutificate@x € ... | ...} qui peut étre astreintela.

(Ea) lim &~

X—a

L'expression(E4) est un NOM.
Les variables ett sont des variables LIBRES qui peuvent étre astreinfks a

La variablex est une variable LIEE par le mutificate)L(J%rmIimui peut étre astreinteld.

(Es) VXeA JdyeA x<y

L'expression(Es) est un ENONCE.

La variableA est une variable LIBRE qui peut étre astreinte a I'ensemétepdirties d& ou deR.

Les variablex ety sont des variables LIEES par les mutificatetiest 3 qui peuvent étre astreintes\a
ou aR (en cohérence avek).



1. Est-ce que la propositiofA et B —> (A = B) est une tautologie ?
Plusieurs démonstrations sont possibles :

e Démonstration 1 (AetB) — (A = B) est fausse si et seulement si
(A etB) est vraie e{A = B) est fausse.
Or, (A etB) est vraie si et seulementAiest vraie eB est vraie.
Mais alors(A = B) est vraie.
Donc il n’existe pas de valeurs de vérité pduet pourB telles qugA etB) —-
(A= B) est fausse, donc c’est une tautologie.

e Démonstration 2 : Etablissons le tableau de vérité de lagsitipn (A etB) =

(A=B):
A|B|AetB| A= B|(AetB) = (A = B)
00 0 1 1
01 0 1 1
1/0 0 0 1
111 1 1 1

La colonne du tableau correspondant & la propositPetB) — (A —=-
B) est toujours vraie : c’est donc une tautologie.

e Démonstration 3 :
Supposons quA = Vrai : alors(AetB) =Bet(A = B)=B. Donc la
proposition est égaleB = B, ce qui est vrai.
Supposons qu& = Faux : alor§fAetB) = Faux etdonc I'implication est
vraie.
Dans tous les cas, la proposition est vraie : c’est donc uneltayie.

2. Est-ce que la propositiofA ou B = (A= B) est une tautologie ?

QuandA est vrai eB est fausse(A ou B) est vraie (A = B) est fausse, donc
(AouB) = (A= B) est fausse.

Cela n’est donc pas une tautologie.

On considére les propositions suivantes :

P: A— B—=— (C= (D=FE)))

Q: (A= E)ou(B=E)ou(C=E)ou(D=E)
Est-il possible d'attribuer des valeurs de vérité (vrai aux) a A, B, C, D, E de telle sorte
gue I'une des propositionB, Q soit vraie et l'autre fausse ?

P est fausse si et seulementisést vraie e{B — (C = (D = E))) est fausse.
(B= (C== (D = E))) est fausse si et seulementBsest vraie e{C — (D = E))
est fausse.

(C = (D= E)) est fausse si et seulemenCsest vraie e{D —> E) est fausse.

(D = E) est fausse si et seulementsest vraie ek est fausse.
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DoncP est fausse si et seulement®siB, C, D sont vraies eE est fausse.

Q est fausse si et seulement{di—E) et (B=—E) et (C=—E) et (D= E) sont
fausses, c’est-a-dire si et seulemem\dB, C, D sont vraies eE est fausse.

Il n"est donc pas possible d'attribuer des valeurs de vévitéi ou faux) aA, B, C, D, E de
telle sorte que I'une des propositioRsQ soit vraie et I'autre fausse.

Pour chacune des six propositions suivantes, indiquetesieskt vraie, premiérement lorsque
ses variables sont astreintes a I'ensenldes entiers naturels, et deuxiemement lorsque
ses variables sont astreintes a I'ensenibldes entiers relatifs.

Chacune des douze réponses doit étre brievement justifiée.

(Q1): WXV (x<y= X< y?):

(Q1) est vraie dan#l car la fonction carré est strictement croissanteRsur
(Q1) est fausse dari car on a par exemple3 < —2 mais(—3)2 > (—2)2.

(Q2): VY (x<y= X< y?):

(Q2) est vraie dand et dan<Z car on a dans les deux cég (0 <y = 0% < y?).

(Q3): WYX (X<y= X< y?):

(Qs) est vraie dansV, car on aQ; — Qs.
(Qs3) est fausse dari car sa négationy 3x (x < y etx? > y?) est vraie. En effet, soit
ye Z, en prenant( = — ’y‘ —1,0na bier(x < yeth > yZ)

(Qq): IxTy (x<yety? <x?):

(Q4) est fausse daris, car on aQ; = (NoNQy).
(Q4) est vraie dan&, on peut reprendre I'exemple donné poQx ).

(Qs) : ¥x Iy (x<yety? <x?):

(Qs) est fausse daris, car on aQs = Qa.
(Qs) est fausse darig, cardy (0 < yety? < 0?) est faux.

(Qe) : VXVY (X< youy? <x?):

(Qs) est vraie dan®V car dansl, y* < x* est synonyme dg < X, et on a bien dan®l
VxVy (x<youy< X).

(Qs) est fausse dang, par exemple pouk = —2 ety = -3, (-2 < —30u(—3)? <
(—2)?) est faux.
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1. En utilisant exclusivement les symboles suivants :

des variables astreintes a I'ensemide les parenthéses, les connecteurs, les quantifica-
teurs, le signe de multiplication, le nomi#et le symboles-, écrire une proposition syno-
nyme de la proposition suivante :

« Tout entier naturel qui est pair et qui est un carré est dkespar 4 »

Une proposition synonyme est :

vn [((3k n=2xKk) et(IK' n=kK xK)) = (Im n=2x2xm)].

2. Donner une preuve de cette proposition.

Soitn un entier naturel pair qui est un carré, c'est-a-dire gxist un entier nature tel
quen = a2. On vérifie facilement que le carré d’un entier impair estaimpdonc ici,a est
pair, c'est-a-dire qu'il existe un entier natutetel quea = 2b.

On a alorsn = (2b)? = 4b?, doncn est divisible par 4.

Les variables sont astreintes a I'ensembl&es entiers naturels.
Donner une preuve de la proposition suivante :

vavb (a® < b? = a<b).

Plusieurs démonstrations sont possibles :
e Démonstration 1 :
Soienta etb deux entiers naturels tels gag < b?. Puisque la fonction racine carrée
est croissante si& ", on ava2 < vb?, c'est-a-direa < b.
e Démonstration 2 :
Raisonnons par I'absurde : supposons qu'il existe b tels quea? < b? etb < a.
Comme la fonctiorx — x? est strictement croissante stif nécessairement® < a? ce
qui contredit I'hypothése.

Une remarque il n’était pas possible dans cet exercice d'invoquer telielig la croissance
de la fonction carré (sans raisonnement supplémentairegffet, dire que la fonction carré
est croissante su¥ c’est écrire :

Vavb (a< b= a <b?),

ce qui n'est pas I'énoncé qu'on demandait de prouver.

Pour chacune des propositions suivantes, indiquer si elteveaie ou fausse en écrivant
« vrai » ou « faux » dans la case vide correspondante.
Aucune justification n'est demandée.



Po| 0C{0} | Vrai Py me {3, m Vrai

P,| {0} C0 | Faux Po| Je{§ m Faux
Ps| 0e{0} Vrai P11 2el3,m Vrai
P| {0} €0 | Faux P12 0e (3, m Faux
Ps| 0={0} | Faux Ps| 0C([3,7 Vrai
Ps | mC [Z,m | Faux Pu| {5,5}€[3,m | Faux
P | me[3,m | Vrai Pis| [3,5] € {5,m} | Faux
Ps | mC {Z,m} | Faux P | [3,3] C (5,1 | Vrai

Quelgues commentaires :

— Il ne faut pas confondre 0 (qui est 'ensemble vide) et teylgiton {0} (qui est un en-
semble non vide, contenant précisément un élément, 0)e Berts, les énoncés, P, et
P; sont effectivement faux.

— Il ne faut pas confondre les symbolest C : en ce sendps est faux : le réelr est un
élément d¢Z, 71 mais ce n’est pas un sous-ensembléHet] ! Une formulation correcte
possible dePs estrre [, 71 ou bien{rmr} C [T, . L'énoncéPg est faux pour la méme
raison.

— Il ne faut pas confondréZ, 1} et %, 11] : le premier ensemble contient exactement deux
élémentsZ et rmalors que le deuxiéme est constitué de tous les réels coemris] et
TT.

Dans les propositions ci-dessous, toutes les variables astreintes a 'ensembl® des
nombres réels. Pour chaque propositiondd tableau de gauche, on demande de trouver
une proposition Bdu tableau de droite qui soit synonyme de A

On inscrira dans chaque case vide en regard d’une propasifide code B de la proposi-
tion choisie comme synonyme de A

Il est possible qu'une méme proposition du tableau de dsgiie synonyme de plusieurs
propositions du tableau de gauche et que certaines prdpasitdu tableau de droite ne
soient synonymes d’aucune des propositions du tableauutshga

Aucune justification n'est demandée.



Aq Ix xy=1 Bs B y=y
A, | 3Ix xy=0 | By B y#Yy
Az | WYX xy=1 | B Bs y=0
Ay | WX xy=0 | B3 B, y#0
As dx xy=0 B1 Bs y=1
As | Ix xy>0 | By Bs y#1
A7 X xy=0 Bs By X=Yy
Ag | Vx xy=x | Bs Bs XE£Y
Ag | VX xy=y | Bs By y=>0
Aip| IX y=cosx | Bis B1o y>0
A | 3x x=cosy | By B11 xe [-F.7]
Ao | Ix y=tanx | B; B12 ye -3, 7]
A13| Ix x=tany | Bis B13 xe€[—-1,1]
A | Ix e¥Y=¢€¢| Bg B14 ye[-1,1]
Ais |Vx Y=g | B, Bis | (VkeZ) (y# (2k+1)T)

Une remarque : parmi les énond&sproposés, aucun énonce n'est synonyme d'un autre.
En particulier, donner deux réponses différentes en faoe éhoncé est nécessairement
faux.

Aucune justification n’était demandée mais on donne ici umeiy®e de la correction du
tableau :

(1) Ixxy=1<«<y=#0: en effet supposons qu'il exisketel quexy = 1. Alors néces-
sairementy est non nul. Réciproquementysiest non nul, alorg = % est tel que
xy=1.

(2) Ixxy=0«<y=y: en effetx = 0 convient.

(3) W™ xy= 1< y#y: en effet, la négation dés, Ix, Xy # 1 est toujours vraie
(prendrex = 0).

(4) Vxxy=0<«<y=0:en effet, si pour tout réel xy= 0, c’est en particulier vrai pour
x =1 doncy = 0. Réciproguement, gi= 0, alors pour tout rée{, xy=xx 0= 0.

(5) Ixxy> 0« y=y: en effet, deux cas sont possibles. Suoit 0 auquel cag =1
convient, soity < 0 auquel cag = —1 convient.

(6) Ixxy>0«<y#£0:siy#0alorsx=1siy>0oux=—-1siy< 0 esttel que
xy > 0. Réciproquement, raisonnons par contraposég =30, alors pour touk,
xy=0<0.



(7) ¥x xy> 0« y=0: en effet si pour tout rée{, xy > 0 alors c’est en particulier
vrai pourx =1 et pourx = —1, ce qui donne a la foig > 0 et —y > 0. Donc
nécessairement= 0. Réciproquement, si= 0 alors pour touk, xy= 02> 0.

(8) Vxxy>x<«<y=1:en effet si pour tout réed xy > x alors c’est en particulier vrai
pourx =1 et pourx = —1, ce qui donne a la foig > 1 et—y > —1, c’est-a-dire
y < 1. Donc nécessairement= 1.

(9) Yxxy>y< y=0:en effet si cela est vrai pour toxitc’est vrai pourx = 0, donc
0> yetaussi pouk =2, donc ¥ >y, i.e.y > 0. Doncy = 0. Réciproquement si
y =0, pour toutx, xx 0=0> 0.

(10) 3x y=cogx) < y € [-1,1] : en effet, siy = cogx) pour un certainx, alors
|yl = |cog(x)| < 1. Réciproquement, $y| < 1, comme la fonction cos est conti-
nue strictement décroissante [@err] a valeurs dan$—1,1], par théoréme de la
bijection, il existe unx dans|0, 11 tel que cox) =Y.

(11) Ix x=coqy) < y =Y : en effet, la fonction cosinus est définie et pour tout
y, X = cog)y) convient !

(12) Ixy=tan(x) < y=y: en effet la fonction tangente, en tant que fonction comtinu
strictement croissante s 7, Z[ réalise une bijection de cet intervalle sur son
image] — o, oo[. En particulier, pour touy €] — o, o[, il existex €] — 7, Z[ tel que
tan(x) =.

(13) Ix x=tany) & VYke Z,y # (2k+ 1) T : en effet, 'ensemble de définition de la
fonction tangente est donné pgyr € R,Vk € Z,y # (2k+1)Z}. Pour uny dans
cet ensembles = tan(y) convient!

(14) Ix Y =€’ & y# 1 : en effet[dx, €Y = e*&¥] équivaut §3x, xy = x+Y| puis a
[3x, x(y—1) =y]. Siy=1, cet énoncé est faux car on aurait aloes 0. Siy # 1,

" i
X= V-1 convient.

(15) vx &Y = e'e¥ & y # y : en effet, sa négation est équivalentéxax(y — 1) #y,
ce qui est toujours vrai : §i = 1, toutx convient, et siy est différent de 1x =
21 +2012 convient.



