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Correction du devoir maison

Exercice 1

1.

Soit n € N. On définit I,, = ]—% +nm, 5+ nr| et gn : x € I, — tan(z) — z. La fonction g, est
continue et dérivable sur I,,, et pour tout = € I, g, (x) = tan?(z) > 0, et g/,(n7) = 0. Elle est

donc strictement croissante sur I,,, et  lim g,(x) =4ococet lim gp(z) = —o0.
T 5 +nm T——5+nm

Par le théoreme de la bijection, g, réalise une bijection de I,, sur R. L’équation g,(z) = 0 admet
donc une unique solution sur I,, qu’on notera x,.

Pour tout n € N, -5 +nm < z, < § + nm par définition de z,, d’ou —ﬁ +1 <8< ﬁ + 1.
Par le théoreme des gendarmes, lim 7= existe et vaut 1. En d’autres termes, x, ~ nr.

Soit n € N. Posons y, = x, — nn. Par la question précédente, y, = o(nn), et y, € | -5, 5[. Par
m-périodicité de tan :

tan(y,) = tan(x,, — nw) = tan(z,) = o,
par définition de z,. En appliquant arctan (bijection réciproque de tan restreinte a Iy), on

obtient :

yn = arctan(z,) — 7/2 car lim =z, = 4o0.
n—-+00 n—-+00

. ™
D’ou yy, ~ 5 et yp — 5 = o(1).
Soit n € N. Posons a présent z, =y, — 5 = o(1). Alors :

—1 -1 -1

tan(z,) = tan (yn — 3
an(z,) = tan —— = =~ ~ .
" Iy tan(y,) xn 07w

-1
Or z, = o(1), donc tan(zy) ~ z,. Ainsi, z, ~ —.
nm

+ =2z, + % Par la question

Soit n € N. Cherchons un équivalent de t, = z,, — nw — %

B

précédente, t, = o (%) Calculons :

1 ta + tan(-L
tan(t,) = tan (Zn + ) _ tan(a) n(5y)

nw/) 1 —tan(z,)tan()

Or 1 — tan(zy,)tan(-1) — 1, donc 1 — tan(z,) tan(-L-) ~ 1. D’autre part :

tan(zy,) + tan <1) = 1 + tan <1)

nm

Ainsi :
tan(z,) + tan(L) 1

nm

1 —tan(z,)tan(X)  2n’m’

nm

tan(t,) =



Lycée Carnot

soit que t, L —

Comme enfin tan(t,) ~ t, car t, = o(1), on en déduit finalement que t, ~ ﬁ, — 5o

+7r 1 n 1 n <1)
Ty =nT+ — — — ol =|.
" 2 nm 2niw n?

0 (2%) En conclusion :
n=m

Exercice 2
1. La valuation d’un polynéme P non nul est le degré du monéme de plus bas degré de P. En
terme de suites, c’est I'indice du premier coefficient non nul de P. Ainsi :

val(X? 4 1) =0, val(X* + 3X) = 1, val(X") = n.
n
2. (i) Soit P = Z ar X" un polyndéme non nul de degré n. Alors a, # 0 par définition du degré,
et par dééggiotion de val(P), val(P) < n = deg(P).
(ii) Soit P = 2": ar X" un polynome de K[X]. Si P = 0, c’est immédiat. Sinon, notons
m = Val(P)k.ZIODar définition :
am # 0 et pour tout k <m —1, ax = 0.
Mais alors pour tout A # 0 :
Aty # 0 et pour tout kK <m —1, Aag = 0.
Ainsi, val(AP) = m = val(P).
(iii) Soient P = Zp: ap Xy et Q = i be. Sil’'un de ces polynémes est nul, ¢’est immédiat. Sinon,
notons m :k:zgl(P) et n = Vaelz(%). Pour tout k£ < min(m,n) :

ar+br=04+0=0

par définition de la valuation. Ainsi, val(P + @) > min(m, n) = min(val(P), val(Q)).

P q
(iv) Soient encore P = Z ap X et Q = Z be. Sil'un de ces polynoémes est nul, c’est immédiat.
k=0 £=0
pt+q
Sinon, notons m = val(P), n = val(Q), et P x Q = Z e X*. Pour tout k < m + n, on
k=0

obtient (quitte & prendre pour convention que a; = 0 = b; lorsque i < 0) :

k m—1 k
Cr = Z aibg_; = Z a; br—i + Z a; br—; =0.
e e ~— = ~—
= =Y =0 car i<m - =0 car k—i<n
Et pour k=m+n :
m—1 k
k= G bpitambat+ > ai by = amby #0.
=0 _ v i=m-+1 v .
=0 car i<m =0 car k—i<n

Ainsi, val(P x Q) = m + n = val(P) + val(Q).




