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Correction du devoir surveillé

Exercice 1 (Etude d’une suite récurrente linéaire d’ordre 3 a coefficients constants)

Upt+3 = 2Upy2 g Unt1 +iun
1. (a) Lesrelations § 4, 0 = wyui s’écrivent matriciellement sous la forme

Un+1 = Un+1

Un+-3 2 51 Un+2

Un+42 = 04 61 Up+1 |, Cclest-a-dire |X,+1 = AX,, | puisque

Un+1 0 1 0 Un

2 —Z i 18 91

1 0 0 |=7 4 0 0 |=A

0 1 0 0 40

(b) On montre, par récurrence, que, pour tout entier n > 0, X,, = A" Xj.

La formule est vraie pour n = 0 car A° = I3 et Xy = A°X,.
Soit n un entier naturel pour lequel X,, = A" Xy. Alors :

Xpp1 =AX, = Ax A"Xg = A" X,.

La propriété est donc encore vraie pour 'entier n + 1.

Par principe de récurrence, | pour tout entier n > 0, X,, = A" X. ‘

11 4 16 —16 4 4.0 0
2. (a) Ontrouve PQ=| 1 2 4 —4 4 0 |=|0 40 |[=4]]
140 -2 3 -1 00 4

1
On en déduit que Px (iQ) = iPQ = I3, ce qui montre que| P est inversible, et P! = EQ .

114\ (200) (1 14)\(200 1L
(b) Ontrowve PT=| 1 2 4 |xz| 01 2 |=2{124]fo12]|=]|;]
140 00 1 1 40)\001 | o

]

(8 51\ (114 13

0 4 0/)\1 40 Lo 4

Ainsi, AP = PT, et en multipliant cette égalité, membre & membre & droite par P~!, on

obtient | A = PT P 1|

Montrons par récurrence que pour tout entier n > 0, A® = PT"P~1,
Pour n =0, AY = Iy et PTOP~! = PIP~' = PP~ = I3.
Soit n € N. Supposons que A" = PT"P~!. Alors :

AL — gn g = (PT”P*) (PTP*l) — pT™ (P*lp) TP~! = ppntip-l

car P~'P = I3. La propriété est donc vraie au rang n + 1
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Par principe de récurrence, | A = PT"P~! entier n > 0.

Calculons N = , N2 =

o O O
o O O
O = O
o O O
o O O
o O O

Dot | NF = N2 x NF=2 = 03 x N2 =4 pour tout entier k > 2|

0 0 O
On trouve DN =] 0 0 % = ND.
0 0 O

De N =T —D, on déduit T'= D+ N. Puisque D et N commutent, la formule du binéme
donne, pour tout entier n > 2 :

n
"= (D+N)" =3 (Z) D" RNE = (g) D"NO + (?) D" N = D" + nD""'N.

car N¥ = 0 pour tout k > 2.

1n 2 0 0 [\n-1 2n=t 0 0
D étant diagonale, D”— 5 0 1 0 et D71 <2> 0 1 0 |,dou
0 01 0 01
[\n-1 000
D"—IN:<2) 001
000
11 vient :
0 0 1\ -1 0 00
10 +n><(2> 0 01
01 0 00
00 0 00
() 1 0 [+2n] 0 0 1 )
0 01 0 00
1\n 2 0 0
c’est-a-dire | T" = (2> 0 1 2n || Et cette égalité est encore satisfaite lorsque n =
0 1
Oetn=1.
(c) Calculons
11 4 1\ 2" 0 0 \n 11 4 2 0 0
PT" =11 2 4 x(2> 0 1 2n :(2) 1 2 4 0 1 2n
140 0 0 1 1 40 0 0 1
1\n 2" 1 2n+4
:(2> 2" 2 4dn+4
2" 4 8n
puis :
1\n 2" 1 2n+4 1 16 —-16 4
A" = PIT"P~ <2> 2" 2 4dn+4 XZ -4 4 0
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3 1
1 n 4><2n_n_3 77’1‘_4)(2”—{—4 271_7,,,1‘_1
o - \2 4x2"—-2n—4 3In—4x2"+5 2"—n-—-1 pour tout n .
4x2" —4n—4 6n—-4x2"+4 " — 2n

4. (a) Soit n € N. wu,, est le dernier coefficient du vecteur-colonne X,, = A"Xy. Comme Xy =

1
0 |, on obtient :
0
o Axom—p—3
X, = <2> A% 2" —2n—4
4x2"—4n—4
et donc :
I\" dn 4
(b) Par croissances comparées, lim 2~ 0. Dou : lim w, =4.
n—s+o0 2" n—+o0

Exercice 2 (Une équation fonctionnelle)
Partie I. Etude de &.

1. La fonction cosinus est bien continue sur R, et pour tous x,y € R,

cos(z + y) + cos(x — y) = (cos(x) cos(y) — sin(z) sin(y)) + (cos(z) cos(y) — sin(z) sin(y))
= 2 cos(x) cos(y)

Donc \cos est bien dans I’ensemble & ‘

2. Pour tous x,y € R :

ch(z)ch(y) + sh(z)sh(y) = - ((e” + ™) (e + e7¥) + (" —e7")(e? — 7))

— | =

=3 <efv+y LTV 4 VT oY L oY Ty YT e—x—y)

ez-l—y + e~ Ty

:f:ch(x—l-y)

Des lors, en utilisant que ch est paire et sh impaire :

ch(z +y) + ch(z — y) = ch(z)ch(y) + sh(z)sh(y) + ch(x)ch(y) — sh(z)sh(y)
= 2ch(x)ch(y).

Comme de plus ch est continue sur R, ‘ch appartient bien a &. ‘

3. Soit f dans &. Pour tout réel a, la fonction f, de R dans R définie par x — f(«ax) est continue
sur R comme composée de fonctions continues. De plus, pour tous xz,y € R :

falx +y) + falz —y) = flaz + ay) + flaz — ay)
=2f(az)f(ay) car fe&
= 2fa(x)fa(y)-

Ainsi ‘ fo est dans & ‘

Remarque. On en déduit par exemple que x — cos(wzx) est dans & pour tout w € R.
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4. Soit f € &.

(a) Prenons x =y = 0, on obtient :
F(0) + £(0) = 2f(0)%, d’ou f(0)(f(0) —1) =0.

Ainsi | £(0) = 0 ou £(0) = 1] (par intégrité de R).

(b) Supposons que f(0) = 0. Alors pour tout z € R :

2f(x) = f(z 4+ 0) + f(z = 0) = 2f(2) f(0) = 0.

Donc ‘ f est la fonction identiquement nulle.‘

(¢) Supposons f(0) = 1. Tout d’abord, R est symétrique par rapport a l'origine. De plus, pour
tout y e R :

f@) + f(=y) = f(0+y)+ f(0—y) =2f(0)f(v) = 2f ().

Ainsi, f(—y) = f(y), et ‘f est une fonction paire.‘

Partie II. Détermination de .%.

o.

(a) Par définition de .#, f n’est pas la fonction nulle. Par la partie I, on a donc f(0) # 0, et
donc f(0) = 1.

Toujours par définition de .#, f s’annule au moins une fois, disons en un réel a. Alors a # 0.
Sia >0, cest bon. Si a <0, alors —a > 0, et comme f est paire on a f(—a) = f(a) =0.

Ainsi, | f(0) =1 et f s’annule au moins une fois sur R? .

(b) D’apres la question précédente, E est une partie non vide. Elle est de plus minorée par 0
(par définition de E). ‘Elle admet donc une borne inférieure que ’on notera a. ‘

(c) Par caractérisation de la borne inférieure, pour tout & > 0, il existe u. € E tel que

a<u<a-+e.

Ainsi | pour tout n € N*| en prenant ¢ = 1/n, il existe u,, € E tel que a < u,, < a+ —.
n

(d) Tout d’abord, par théoréme d’encadrement, on en déduit que lim u,, existe et vaut a. De
plus pour tout n € N, f(u,) = 0. Comme f est continue, on obtient par caractérisation
séquentielle de la continuité :

0 = lim f(u,) = f(a).
f(a) = 0. Et comme a > 0 et que f(0) =1, on a bien a > 0.‘

Ainsi,

(e) Par définition de la borne inférieure, pour tout x € ]0,a[, = n’appartient pas & E et donc
f(z) #0. De plus f(0) =1, donc f(x) # 0 pour tout z € [0, al.
Montrons & présent que f(z) > 0 sur [0, a]. Supposons qu’il existe « € [0, a[ tel que f(a) <
0. Puisque f(0) = 1 et que f est continue, le théoréme des valeurs intermédiaires donnerait
Pexistence d’un réel 8 compris entre 0 et «, et donc dans [0, a[, tel que f(5) = 0. D’ou une

contradiction puisque f ne s’annule pas sur [0, a[. Ainsi, ‘f(x) > 0 pour tout z € [0, a[.‘

(a) Soit n € N. Par définition de la partie entiére :

2"y 2™y 2™y
— | < — < |—|+1
a

a a
D’ou :
2"y {Q”xJ "
el | il g
a a a
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et donc (en notant que a > 0) :

2"z
ﬂr:—i<yn:aL o)

o g =7

Puisque lim (z — 2%) = 0, on déduit du théoreme des gendarmes que ‘ lim y,, existe et vaut x.

(b) Pour tout « € R, on a construit a la question précédente une suite (y,) d’éléments de D,
qui converge vers x. Donc ‘Da est une partie dense de R. ‘

7. (a) i. Pour tout ¢ € N:

2 [f <2qu|—1> 2 = f (2(511 + 2qil>+f (2;_11 — 2an> =f (;)+f(0) =f (;) +1.

ii. Tout d’abord, notons que g appartient bien a & d’apres les questions 1 et 3.
Montrons par récurrence sur g la propriété &(q) : « f (55) = g (57) »-
Puisque f(a) =0 = g(a), la propriété est vraie pour ¢ = 0.

soit ¢ € N. Supposons la propriété vraie au rang ¢. Alors :

21 ()] =1 (5) +

g <;1) +1 par hyp. de réc.

2o (50)
Ainsi, [f (#)}2 =g (#)}2 et donc f (o) = %g (5.

Comme enfin les fonctions f et g sont positives sur [0,a], on obtient f (2;% =

2

car g appartient a &.

g (2;%), et la propriété au rang g + 1.

Par principe de récurrence, | pour tout ¢ € N, f (2;%) =g (2;%)

iii. Soit ¢ € N. Montrons par récurrence double sur p € N la propriété Z(p) : « f (pz%) =
g (pss) »
La propriété au rang p = 0 est bien satisfaite puisque f(0) =1 = ¢(0). Pour p = 1,
¢a résulte directement de la question précédente dans laquelle on a montré que
f(57) = 9(5%)-
Soit p > 1. Supposons les propriétés Z(p — 1) et Z(p) vraies. Calculons :

(e 05) =1 (2 ) = (50)1 () =4 0 5)
- (anq) / <;z) -/ <(p— 1)5})
=2 (p;) g (;) -9 ((p— 1)26;) par hyp. de réc.

a
:g((p+1)2q) car g € &

D’ou la propriété au rang p + 1.

Par principe de récurrence, | pour tout p,q € N, f (p3r) = g (pa7)-

(b) On a déja montré I'égalité f(z) = g(z) pour tout x € D, positif a la question précédente.
Soit € Dg, x < 0. Alors —z > 0 et —z appartient & D,. Ainsi :
f(=z) =g(-z), etdonc f(z)=g(z)

car f et g sont paires.

Finalement, on obtient ’égalité ’ f(z) = g(x) pour tout = € D,.
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(c) Soit z € R quelconque. Alors :
o d’apres la question 6.(b), il existe une suite (y,) d’éléments de D, qui converge vers x ;
o par la question 7.(b), f(yn) = g(yn) pour tout n € N.

Les fonctions f et g étant continues sur R, on peut donc passer a la limite dans cette
derniere égalité : par caractérisation séquentielle de la limite, f(z) = g(z), et ce pour tout
z € R.

Ainsi,

les fonctions f et g sont égales.‘

Remarque. Le méme argument montre que deux fonctions continues sur R et qui coinci-
dent sur une partie dense de R sont égales.

8. On a montré que si f € Z, alors il existe w > 0 tel que f(z) = cos(wz) pour tout z € R.
Réciproquement, toute fonction de cette forme est bien dans .# d’apres les questions 1 et 3 (et
car cos n’est pas la fonction nulle et s’annule au moins une fois sur R). Ainsi :

’ff:{az»ﬁcos(wa:),w>0}.‘

Exercice 3 (Formule de Taylor-Lagrange et méthode de Newton)
Partie I : Formule de Taylor-Lagrange a 1’ordre 2.

1. (a) La fonction t — f(c) + (t — ¢)f'(¢) + A(t — ¢)? est deux fois dérivable sur ]a, b[ car poly-
nomiale, et f lest par hypotheése. Par opérations sur les fonctions deux fois dérivables,
W est deux fois dérivable sur a, b]. ‘

Calculons, pour tout t € |a, b| :

V() =F(t) - flo—2Mt—c) et ") =f"() -2\

(b) On résout ’équation d’inconnue X suivante :

Y(x) = (c) & fz) = f(e) = (z =) f'(c) =AMz —)* =0

<:> e
TF#cC (QZ — C)

(c) On suppose avoir attribué a A la valeur déterminée a la question précédente, de sorte que
Y(x) = ¢¥(c). Puisque 1 est une fonction continue sur le segment délimité par x et c,
dérivable sur l'intervalle ouvert délimité par x et ¢, on obtient par le théoreme de Rolle
Pexistence d’un réel « strictement compris entre x et ¢, tel que ¥'(a) = 0.

Puisque 9'(«) = ¢'(¢) = 0, on peut a nouveau appliquer le théoréme de Rolle entre « et ¢
(¢" étant bien continue et dérivable) : il existe un réel 6, strictement compris entre « et c,
et donc aussi entre z et ¢, tel que :

W (02) = 0= f"(6,) — 2\,

D’ou :

Partie IT : Méthode de Newton.

2. La fonction f est continue par hypothese, strictement décroissante (car dérivable de dérivée
strictement négative sur [a, b]) et telle que f(a) > 0 et f(b) < 0. Par le théoréme de la bijection,

il existe un unique ¢ € Ja, b[ tel que f(c) = 0.
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3.

Soit u € [a,b]. L’équation de la tangente & € en u est :

y=f'(u)(z—u)+ f(u).

L’abscisse du point d’intersection de cette tangente avec ’axe des abscisses est solution de
I’équation :

fu)
& |lr=u— .
f/?:):éo f'(w)

0= f'(u)(z—u)+ f(u)

La fonction g est dérivable sur [a,b] en tant que composées de fonctions qui le sont (puisque f
est supposée € sur [a, b]), et pour tout x € [a,b] :

) =1 F@P = F@ @) _J@) @)
Y - B {65

Puisque f”(x) > 0 pour tout = € [a, b] par hypothese, ¢'(z) est donc du signe de f(x), c’est-a-dire

positive sur [a, c] et négative sur [c,b]. Ainsi, ’g est croissante sur [a, |, décroissante sur [c, b]‘

Qo @
Fileg ~ I =
[a,c], g([a,c]) C [a,c], et ‘ [a, c] est stable par g.‘

Calculons g(c) = ¢ — > a. Puisque de plus g est croissante sur

Montrons par récurrence que pour tout n € N, z,, est bien défini et appartient a [a, c].
Pour n = 0, xg est bien siir bien défini. De plus, puisque z( €]a, b est tel que f(xg) > 0 et
que f est strictement décroissante sur [a,b] et f(a) > 0= f(c), z¢ appartient bien a [a, c|.
Soit n € N. Supposons que z,, est bien défini et appartient a [a, c].

Puisque z,, € [a,c] C [a,b], x, appartient au domaine de définition de g, en particulier
f'(zn) # 0. Donc 41 = g(xy,) est bien défini, et appartient & g([a,c]) C [a,¢]. Dot la
propriété au rang n + 1.

Par principe de récurrence, ‘la suite (x,,) est bien définie et a valeurs dans [a, ]. ‘ En particulier,

‘ (z,,) est majorée par c. ‘

Etudions la monotonie de (z,,). Pour tout n € N, calculons :

_ f(@n)
Fian) ="

Tpt1 — Tn = g(Tp) — Ty =

car x, appartient a [a, c] sur lequel f est positive. Donc ‘la suite (xy,) est croissante.

Remarque. Soit n € N. Puisque (z,,) est croissante, elle satisfait a < xg < x, < ¢ <b. En
particulier, z, appartient & l'intervalle ouvert ]a,b[. Ca sera utile dans la suite.

La suite (x,,) est croissante et majorée par c¢. Par théoréme de la limite monotone, elle converge
vers une limite finie £ € R. De plus, puisque a < z,, < ¢ pour tout n, il suit que ¢ € [a, ¢] par
passage a la limite dans les inégalités.

D’autre part, g(zy,) = zp+1 pour tout n € N. Par passage a la limite quand n — 400 dans cette
égalité (en utilisant la caractérisation séquentielle de la limite, possible car g continue) :

f(0)
fr(e)

Ainsi, ¢ est un point d’annulation de f sur [a,b]. Or un tel point est unique d’apres la question

g(£) = ¢, ce qui se récrit =0.

2, et c’est ¢. Donc £ = ¢, et ‘la suite (z,) converge vers c. ‘
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7. La fonction t — |f’(t)| est continue sur le segment [a,b] en tant que composée de fonctions

10.

qui le sont. Par le théoreme des bornes atteintes, cette fonction est donc bornée et atteint ses

bornes. Par conséquent, le réel |m = n%i%} |f'(t)| est bien défini|, et il existe ¢y € [a,b] tel que
tela,

‘m =|f'(to)| > 0‘ par hypothese sur f’.

De méme, le réel M = m[a%] | f" ()| est bien défini par le théoréme des bornes atteintes appliqué
tela,

a f” continue.
Si M = 0, alors f”(t) = 0 sur [a,b]. Par conséquent, f’ est constante sur [a,b], et f est une
fonction affine ¢t — At + p. Mais alors 0 = Aa + p, et a = K peut étre calculé de manieére

exacte. Il n’est dans ce cas pas pertinent d’appliquer la méthode de Newton & une telle fonction.
On suppose donc dans la suite que f n’est pas une fonction affine, et par conséquent que M > 0.

Soit n € N tel que z,, # c. La fonction f est de classe €2 sur le segment [a,b], et x, et ¢
appartiennent & ]a,b[ et sont distincts. En appliquant la question 1 entre x,, et ¢, on obtient
Pexistence d'un réel 6,, €|x,, c| tel que :

(c—zn)?

f(C) = f(xn) + (C - xn)f/(xn) + 2

f/l(en)

ce qui se récrit, en notant que f(c) =0 :

_ R, _ (c—za)*

Puisque f/(6,,) > 0, on obtient & partir de I’égalité de la question précédente :

f(zn) 5 1" (6n)
[ (zn) 2f"(zn)

= (v —¢) — (c—xn)

qui se récrit encore :

T, — f(xn) —c= (C—l’ )2 f”(en)
n f’(xn) n .
Des lors :
_ f(@n)
f'(zn)

D’ou la majoration attendue (par définition de m et M) :

2f"(xn)

[Tnt1 —¢| = |n

—c’ = (2, — ¢)?

2

|Tpt1 —c| < om (75 — )

Notons enfin que cette majoration est valide pour tout n € N, méme lorsque n tel que x, = c,
car alors x,+1 = g(x,,) = c et I'inégalité est alors trivialement vérifiée.

m

Puisque lim |z, — ¢| = 0, il existe ng € N tel que |z,, — ] < i (on applique la définition de la
m

convergence vers ¢ avec € = M)

Montrons alors par récurrence que pour tout n > ny,

2m 1
“T’VL_C’ — ﬁ22n7'ﬂ0
Pour n =ng :
m 2m 1
|z —c] < — =

D’ou la propriété au rang n = nyg.
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Soit n > ng. Supposons 'inégalité satisfaite au rang n. Alors, par la question précédente :

|Zn+1 —cf < %(% —c)?
et en appliquant ’hypothése de récurrence :
M 4m? 1 2m 1

< == - - -
[enr =l = 503 (22n_n0)2 M 22"F10

D’otu la propriété au rang n + 1.

Par principe de récurrence, pour tout n > ng,

11. Soit g € ]0,1[ et n > ng. Quotientons 'inégalité de la question précédente par ¢" :
|y —c| _2m 1

oS Mg

n

q"2%"" = exp (nln(q) + 2" In(2)) = exp (2” (Qn In(g) +27"° ln(2)>) :

Par croissances comparées, lim 2% In(g) + 27" In(2) = 27" 1n(2) > 0. D’ou par caractérisation

séquentielle de la limite :

g2 = exp (2” (212 In(q) +27"° ln(2)>> — +o0.

n n—-+o00

|

T —
Par théoreme d’encadrement, |la limite lim ‘"771 existe et vaut 0.

Remarque. La recherche d’une valeur approchée
d’une solution de ’équation f(x) = 0 peut également
se faire par dichotomie. La convergence est cependant
bien plus lente : en effet, par dichotomie, on obtient
une suite (a,) telle que :

La convergence de (ay) vers « est donc de l'ordre de o Hz FE1 Fdl]

. et donc géométrique, bien moins rapide que par Tlustration de la méthode de Newton.
la méthode de Newton comme nous venons de le voir.

Exercice 4 (Démonstration du théoréme de Bolzano-Weierstrass)
Supposons que A soit un ensemble infini, et notons ¢(0) < ¢(1) < ... ses éléments. Considérons la
suite (Ug(n))n>0 extraite de (un)n>0. Pour tout n € N, ¢(n) est un élément de A, et satisfait donc par
définition :

Vp > p(n), up < Up(n).-

En particulier, ¢(n + 1) > ¢p(n) et donc uy(ni1) < Upn)- La suite (Uyy))n>0 est donc décroissante,
et minorée puisque (u,) est bornée par hypothese. Elle converge donc par le théoréeme de limite
monotone.
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Dans le cas ou A est un ensemble fini, son complémentaire B = {n € N | 3p > n, u, > u,} est lui
infini. Considérons alors ¢(0) = max(A) + 1 (existe bien car A fini). Alors ¢(0) appartient & B. Par
définition de B, il existe p(1) > ¢(0) tel que uy(1) > uy)- Et comme (1) > max(A) + 1, c’est un
élément de B, de sorte qu'il existe ¢(2) > ¢(1) tel que Up(2) > Up(1)- En répétant cette procédure, on
construit une suite (uy(y))n>0 extraite de (u,) et strictement croissante. Comme elle est majorée, elle
converge.

Dans tous les cas, on a trouvé une suite extraite de (u,) qui converge. Ce qui prouve le théoréeme de
Bolzano-Weierstrass.

Remarque. Cette démonstration porte parfois le nom de « vue sur la mer ». On peut en effet se
figurer les termes de la suite comme des hauteurs d’immeubles en front de mer (on suppose qu'il y a
une infinité d’immeubles !) Quitte & ajouter une constante, on suppose que le minorant de ces hauteurs
est strictement positif, le zéro étant le niveau de la mer. Les immeubles de catégorie A (c’est-a-dire
ceux correspondants aux entiers appartenant a A) sont plus grands que tous ceux qui sont devant : ils
ont la vue sur la mer. Ceux de catégorie B ont la vue bouchée par au moins un immeuble plus grand
situé plus en avant. Ce petit habillage permet de mémoriser facilement la définition des ensembles A
et B.

e S’il y a une infinité d’immeubles ayant la vue sur la mer, ils forment une suite de hauteurs
décroissantes.

etc.

1 (ily aune
", infinité
1 l l d'immeubles)

e Si au contraire il n’y en a qu’un nombre fini, a partir d’un certain rang tous les immeubles ont
la vue bouchée. L’immeuble ng a la vue bouchée par I'immeuble ny, qui a la vue bouchée par
I'immeuble ng, etc. On crée ainsi une suite d’immeubles de hauteurs croissantes.

Dernier immeuble
ayant la vie sur la mer

il y a une infinité

d'immeubles)
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