PCSI5 Lycée Saint Louis

Correction du Devoir maison

Exercice 1

Premiere partie :

22
2 +1

1. Soit g 'application définie sur Ry par g(x) = — In(z? + 1).

a) Puisque z? + 1 > 0 pour tout z € R, la fonction g est bien définie sur Ry. Elle est de
+
plus continue et dérivable sur cet intervalle comme composée de fonctions qui le sont. Pour
tout x € Ry, on a :

dz(2? + 1) — (22)(22?) 2% 473 + 4z — 423 2

g(a) = (22 +1)2 T 241 @+ 2+l
dr - 2z(z?+1) —22% +22)
T N e
_ “2(e?-1)  “2z(z-1)(z+1)
(22 +1)2 (22 +1)2

Puisque z? 4+ 1 > 0 pour tout z € R, ¢(z) est du signe de son numérateur. On construit
le tableau de variation de g.

WO 4 & + 00
a'ty o+ i) -
J vy 1
0
i=tnld) —
9 e - T~
@) P
Ona 2% = 1 Dot lm —% —1
naEQH—HfQ. oft Bm g 5 =1L
D’autre part, lim x4 1 = +o0, donc par composition lim In(z2 + 1) = +o0.
T—>+00 L—+00
Ainsi, on a lim g(r) = —oco.
T—+00

On peut compléter le tableau de variation avec les valeurs remarquables suivantes :
g(0)=0 ; ¢(1)=1-1In(2) > 0.

(b) La fonction g est continue sur [1,+oo] et strictement décroissante sur cet intervalle. Elle
réalise donc une bijection de [1,4o00[ sur Uintervalle g([1, +o0[) =] — 00,1 — In(2)].
Puisque 0 €] — 00,1 — In(2)], on en déduit qu’il existe un unique réel o dans l'intervalle
[1,4o00[ tel que g(a) = 0.

{

(c) Les réels I et 2 sont dans l'intervalle [1,+ocl, et on a :
g(7/4) = 0,11 ; ¢(2) =~ —0,009.

Puisque g est décroissante sur [1,+oo[, on en déduit que 7/4 < a < 2.

2. (a) L’équation de la tangente 7' & T au point d’abscisse 2 est donnée par 1’équation :

y=g@2)(z-2)+9(2)=--(z—2)+ ¢ ~In(5).
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L’abscisse xg du point d’intersection de T et de 'Oz est solution de I’équation :

12 8
On obtient apres résolution :
16 25
=— - — ~ 4...
Z T 13 In(5) ~ 1,9803

On note v; et vy respectivement les valeurs approchées par défaut et par exces de zg & 1073
pres. On a done :
r1 =1,980 ; vy =1,981.

Apres calcul, on a :

g(r1) =1,39-10"% et g(1n) = —3,39 - 10~ %

Ainsi g(v1) > g(a) > g(v2). Et puisque g est strictement décroissante sur [1,+0o0[, on
obtient
1,980 < o < 1, 981.

(b) D’apres le tableau de variation, on en déduit que g(z) > 0 pour z € [0, a] et g(z) < 0 pour
z €]a, +ool.

Deuxieme partie :

Soit f I’application définie sur R par f(0) =0 et

In(z? + 1)

flz) = stz # 0,

et C la courbe représentative de f.

L.

In(z2+41)

= est bien définie.

f est bien définie sur R, puisque pour x # 0, 22 + 1 > 0 et donc

Montrons que f est dérivable en 0. Pour cela on doit déterminer la limite quand z tend vers 0
du taux d’accroissement de f en 0 :

f(z) = f(0) _In(z®+1)

po -~ (z #0)
In(X +1
On a lim 22 = 0 et lim M—) = 1 (limite a connaitre !), donc par composition on obtient
z—0 X—=0
que
In(z? +1
b 2 L)y
z—0 S

Ainsi f est dérivable en 0, et f/(0) = 1.

On a vu que f est définie sur R qui est symétrique par rapport & 0. On a de plus f(—z) = — f(z)
pour tout x réel. Donc f est impaire, et on restreint son domaine d’étude & [0, +ool.

La fonction f est continue et dérivable sur |0, +o00[ et sur | — 0o, 0] comme composée de fonctions

dérivables sur ces intervalles. On vient de voir que f est dérivable en 0, elle est donc en particulier
continue en 0.

Pour tout z > 0, on a en dérivant :
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On dresse le tableau de variation de f.

A NO ¢ + o0
40 + Q —
! -
‘ -
o o

Enfin on détermine la limite en +oc de f. On a :

In(@®+1) _In@1+3) @) +n(+5) ) | I+
x B z B x T z '
In(z In(1 + ;15)

Orona lim = 0 (limite & connaitre !) et lim =0. Donc lim f(z)=0:
T—+00 48 T—+00 @ r—+0co

la courbe C admet une asymptote horizontale en +co d’équation y = 0.

2. Montrons que pour tout réel z > —1, on a In(1 + z) < z. Pour cela on introduit la fonction
h(z) = x —In(z +1). Cette fonction est définie sur | — 1, +o0o| puisque x+ 1 > 0, et est dérivable
sur cet intervalle comme composée de fonctions dérivables. On obtient en dérivant h : pour tout

> -1,
1 in
B (x) =1~ 5
(=) z+1 1+=x
La dérivée h' est du signe de —z puisque z + 1 > 0, elle est donc positive sur | — 1, 0], négative

sur [0, +oo[. La fonction h admet donc un maximum global en 0, avec h(0) = 0.

De cette étude on en tire que h(z) < 0 pour tout z > —1, et donc que In(zx + 1) < z.

La tangente en 0 & C est donnée par :
y=f(0)z+ f(0) =z.

Pour déterminer la position relative de C et de sa tangente, on étudie le signe de la différence

f(fﬂ)—;l::
Al - DR, BN~

= T
Or pour z € [0, +00[, 22 > 0 et on peut appliquer I'inégalité précédente :
In(z®> +1) — 22 <0.
Ainsi f(z) — 2 <0 pour tout > 0, et C est en dessous de sa tangente sur [0, +o0.
Par symétrie, on déduit de notre étude que C est également au dessus de sa tangente sur | — oo, 0].

3. On peut maintenant tracer la courbe C (sans oublier la symétrie par rapport a 0).

——.
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Exercice 2

2
- 8z — 12
On considere la fonction f(z) = —rorer—o 2

—4x + 3

a) Tout d’abord, on commence par factoriser f en cherchant les racines des polynémes au numérateur
et au dénominateur. On obtient :

2)(z — 6)

(z —
(z—-1)(z—-3)

N

fla) = -

La fonction f est bien définie lorsque le quotient a un sens, c’est a dire lorsque = # 1,3. Ainsi
Dy = R\ {1,3}. De plus, f est dérivable sur les intervalles | — oo, 1[, |1,3[ et |3, +00[ comme
quotient de fonctions dérivables. On obtient alors aprés simplification : pour tout x # 1, 3,

2z2 — 9z + 12
(z—1)%(z—-3)%

f(e) = -2

< 0 pour tout

)
3, +oo.

Or le discriminant du polynéme au numérateur est strictement négatif. Donc f(x
x # 1,3. Ainsi f est strictement décroissante sur les intervalles | — 0o, 1], ]1,3[ et |

On détermine les limites de f aux bords de son ensemble de définition. On a

22+ 8z~ 12 —1+ -3

D’ou wll)linocf(aj) ==,

On obtient les limites en 1 et en 3 grace a l'expression factorisée de f :

r—2)(x—6
= 2720
(x — 1)(z — 3)
Dot lim f(z)= —oo, lim f(z)= +oo, lim f(z) = —o0 et lim f(z) = +o0.
z—1— z—1+ - —3+
On construit sa courbe représentative (on pourra utiliser la Valeur F(0) = —4).
i y $3 =3 \




PCSI5 Lycée Saint Louis

b) Pour tout nombre réel 7, on considere I'ensemble f~1({r}) = {z € R/f(z) = r}.

Remarque. f~1({r}) s’appelle 'image réciproque de 'ensemble {r} par la fonction f. Il s’agit de
I’ensemble des antécédents par f de r.

Par exemple, si f est la fonction carrée définie sur R, alors :
A4 ={2.-2} 5 {2 ={v2,—v2} ; {1y ={1,-1}
oy ={0} ; f{-2pn=0.

On fera attention a la notation f~! : il ne s’agit pas ici de ’application réciproque de
f. D’ailleurs f n’est pas supposée bijective ici (que ga soit la fonction carrée dans ’exemple, o la
fonction f de I'exercice).

Montrons que cet ensemble contient en général deux éléments. Pour cela on va définir :

o f1 la restriction de f & l'intervalle | — oo, 1],
e f5 la restriction de f & Uintervalle |1, 3],
e f3 la restriction de f & l'intervalle |3, +o0.
On a montré que fi est continue et strictement décroissante sur | — oo, 1[. Par le théoréme de la

1
)
bijection, f; réalise une bijection de | — oo, 1[ sur U'intervalle fi(] — oo, 1[) =] — 0o, —1[. On notera
dans la suite f] ! sa bijection réciproque.

De méme, on montre que :
e la fonction f; réalise une bijection de |1, 3] sur Pintervalle fa(]1,3[) =] — oo, +00[. On notera
dans la suite fy ! sa bijection réciproque. ;
e la fonction f3 réalise une bijection de |3, 400 sur l'intervalle f3(]3,+00) =] + oo, —1[. On
notera dans la suite f; ! sa bijection réciproque.

Soit r € R, on a trois cas possibles :

e soit r > —1: alors d’apres ce qu'on a fait, les équations fa(z) = et f3(z) = r admettent une
unique solution chacune, respectivement as = f5 Yr) et ag = s 1(r), tandis que I'équation
fi(xz) = r n’a pas de solution. On a donc dans ce cas :

FH{r}) = {az, as}.
Cet ensemble contient donc dans ce cas 2 éléments.

e soit 7 < —1 : alors les équations fi(z) = 7 et fa(z) = r admettent une unique solution
chacune, respectivement «; = fl_l('r) et ag = fr_;l(r). tandis que I'équation f3(z) = r n’a pas
de solution. On a donc dans ce cas :

FH{rY) ={a1, o0}

Cet ensemble contient encore 2 éléments.

e soit r = —1 : alors d’apres ce qu'on a fait, I'équation fy(z) = r admet une unique solution
notée 8 = f, }(r), tandis que les équations fi(z) = r et fs(xz) = r n’ont pas de solution. On
a donc dans ce cas :

FH{rh) = {8}

Cet ensemble contient cette fois 1 seul élément.

¢) On considére la fonction g définie par g(z) = max f~1({f(z)}).

Le domaine de définition de g est le méme que celui de f (en effet il faut et il suffit que f(z) soit
bien définie dans cette expression pour qu’elle ait un sens). On a donc D, = R\ {1, 3}.

Posons r = f(x). On a la aussi plusieurs cas a étudier :
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e siz <1, alors r = f(x) < —1. Dans ce cas, on a vu que :
FH{rY) = {oa, a2} = {f71(n), £57 1 (1)}
et puisque f;'(r) < f'(r), on obtient : g(z) = f; ' (r) = f5 ' (f(x)).
e sil <z <f,alorsr= f(x) > —1. Dans ce cas, on a vu que :
FHrY) = {az, a3} = {f51(r), f5(r)}

et puisque f, *(r) < fz *(r), on obtient : g(z) = f5'(r) = f3 (f(x)).
e si x = 3, alors r = f(3) = —1. Dans ce cas, on a vu que :

FHrh) = {8}
On obtient donc : g(8) = 5.

e si § <z <3 alors r = f(z) < —1. Dans ce cas, on a vu que :
FHrY) = {ar, a2} = {fT1(r), f371(r)}

et puisque fl_l(r) < f{l(r), on obtient : g(x) = f{l(r) = fz"l(f(.r)) = f{l(fg(:c)) = it
e enfin si z > 3, alors r = f(z) > —1. Dans ce cas, on a vu que :

FHrY) = {az, a3} = {f1(r), 51 (1)}

et puisque f5'(r) < f;3 (r), on obtient : g(z) = f51(r) = f3(f(2)) = f3 (fs(z)) = z.

On peut alors construire l'allure de la courbe représentative de g.

Chn &

&b
£




