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Tableaux de Young Diagrammes de Young

Tableaux de Young

Tableaux de Young et théorie des représentations

Un diagramme de Young est une collection de boites justifiées
a gauche telle que le nombre de boites décroit a chaque ligne.

On note | Y| le nombre de boites composant le tableau de
Young Y.

{diagrammes de Young, |Y| = N} A4, {partitions de N}

Exemple : La partition de N = 8 correspondante a *HJ est
A=(4,3,1).
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Tableaux de Young Diagrammes de Young

Tableaux de Young

Tableaux de Young et théorie des représentations

Un tableau de Young (semi-standard) est un diagramme de
Young dont chaque boite contient un entier compris entre 1 et
n+ 1 suivant les conditions
@ les nombres inscrits dans les boites croissent de gauche a
droite,
@ les nombres inscrits dans les boites croissent strictement
de haut en bas.

Pour une partition A, on notera )(\) 'ensemble des tableaux
de Young de forme \.
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Tableaux de Young Diagrammes de Young

Tableaux de Young

Tableaux de Young et théorie des représentations

Pour un tableau de Young T on définit
@ son poids : wt(T) = kyeq + - - - Knr1€ns1, OU ki = nombre de
idans T,
@ le motm(T) associé a T : m(T) est obtenu en lisant les
entrées de T de haut en bas et de droites a gauche
(écriture Japonnaise).

1]2]4
3]3]

, WH(T) = 2¢1 + 2¢p + 2¢3 + 2¢4, et

Exemple : Pour T =3
4
m(T) =42313124.

On peut retrouver T a partir de m(T) en cassant le mot dés
gu’une entrée est plus grande que la suivante.

m(T) = 4/23|13|124
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Tableaux de Young Diagrammes de Young

Tableaux de Young

Tableaux de Young et théorie des représentations

Les diagrammes et tableaux de Young apparaissent
naturellement lors de I'étude des représentations de dimension
finie de certains groupes ou algebres, notamment

@ du groupe symétrique S, et de son analogue quantique,
l'algebre de Hecke Hj,

@ du groupe linéaire GL,(C), et de I'algebre de Lie associée
al,(C),

Plus précisément, les modules simples de dimension finie de
ces algébres peuvent étre décris par des diagrammes de
Young.
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Représentations de Uqg(s(p 1) Algebre de Lie 5[, 1(C)

Groupe Quantique Ug(s(p41)

Notons
sl 11(C) = {X € My1(C)/tr(x) = 0}

Posons e; = Ej i1, fi = Ej1,i, hi = Ejj — Ejpq,ipa Vi=1,--- .

Pour tout j = 1,...,n, on définit ¢; : Mp;1(C) — C par
€(T) =t
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slp+1(C) munie de [x, y| = xy — yx est une algebre de Lie
engendrée par les ¢, f;, h; satisfaisant

[hi, hj] =0,
[hi, e] = aije;, [hi, ] = —a;f;,
[ei, fi] = dijhi,
lei, [€i; eiy1]] = [, [fis fipa]] =0Vi=1,....,n—1,

[ehej]:[ﬂaf]]:OSII#I_1>I+1>

ol g;; € Zsonttels que a;; = 2, @jj11 = @jt1,i = —1
(i=1,...,n) et a;=0sinon.

Remarque : Les racines simples «; et les poids fondamentaux
A; peuvent s’exprimer a I'aide des ¢; par

ai=€ —€p1, Ni=€ 4+ +e¢.



Représentations de Uqg(s(,1) Algébre de Lie s[4
Groupe Quantique Ug(s

Représentation vectorielle de sl 1(C)

Soit ()1§/§n+1 la base canonique de C™*'. On fait agir
slp1(C) sur C™' par multiplication & gauche :

h; - = ()],
e = 5/,/'—1 ;
fi- = & fit1]

On I'appelle la représentation vectorielle de sl 1(C).
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Représentations de Uqg(s(p 1) Algebre de Lie 5[, 1(C)
Groupe Quantique Ug(s1p11)

Définition (Drinfeld, Jimbo - 1985)

Uqg(slry1) est la C(q)-algébre associative engendrée par les
éléments ey, fi, k' (i=1,---,n) avec les relations

KK = K ki =K TR =1,

kjeikj_1 =q%ie;, kjfikj_1 = q~%if;,

ki — k1
lei, fi] = 5i,jq_7q’_1
et des relations supplémentaires (les relations de Serre).

Limite classique : Quand g — 1, on retrouve I'algébre de Lie
slp11(C) (g = exp(h), ki = exp(h - h;) et prendre h — 0).
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Représentations de Uqg(s(p 1) Algebre de Lie 5[, 1(C)

Groupe Quantique Ug(s1p11)

Ug(slp41) est muni d’'un coproduit A défini par
Ale)=e ok '+1oe,Af)=fo1+kaf,

Ak = k1 @ K.

On définit le Uy(slp41)-module V(eq) de dimension n+ 1 en

posant V(e1) = @1<j<n1 C(q) j |t

— q€j(hi) ,
= dij1li-1,
= (5,',1' .

On l'appelle la représentation vectorielle de Uy(sl,11).
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Soit V un Uy(sl,+1)-module de dimension finie. On peut
montrer que

V= b Vi=EP{ve Vik-v=g"Mv}.
A

AEZe1 - DLenyq

Le caractere de V est

ch(V) =Y dim(Vy)e.
A

Théoreme

@ Les Uy(sl,11)-modules simples de dimension finie sont
paramétrés par les diagrammes de Young
Y=(\>--->X;>0).0Onnotera V(Y) le module
simple associé au diagramme de Young Y.

@ Tout Uy(slp11)-module de dimension finie est somme direct

de Uq(slp+1)-modules simples (= sans sous-module
non-trivial) de dimension finie.



Représentations de Uqg(s(,1) Algebre de Lie s, 1 (C)
Groupe Quantique Ug(s1p11)

Cas particulier Uy(slo)

@ Les Uy(slz)-modules simples de dimension finie V/(k)
(k € N) sont paramétrés par les entiers naturels.
@ V(k) — V(eq)®X et est isomorphe au sous-Uy(slz)-module

de V(e1)® engendré par ux =[1]®---®[1] ll est de
dimension (k + 1), et on en obtient une base en

considérant la famille de vecteurs (f(*+1) . y, = 0)
0.y ,0<1<k.
Ici,

I Al fl
o= g+ Mot =[1lg- - Mget 1 =
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Bases cristallines de Uq(s ()
Bases cristallines de Uqg(s(41)
Propriétés des bases cristallines

Bases cristallines de Uq(s1p41)

Exemple : Considérons le Uq(sl2)-module V(1) ® V(1).Onala
décomposition

V(1) V(1)

V(2) & V(0)
= <[|ell2leo]+q1e2,[2]®[2]>
e <[]®2]-q2]e1]>.

Pour g — 0, on obtient
V) o V(1) =<1 [1][2]l®[1],[2]®[2]> & <[1]®[2]>.

Remarque : La base provenant de I'action de Uqy(sl2(C)) est
plus simple en g = 0.
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A = {f € C(q)|f est réguliere en 0} sous-anneau de C(q).

Définition
Une base locale en g = 0 d’'un C(qg)-e.v. V est une paire (L, B)
ou

@ L estun sous-A-module libre de Viq C(q) @4 L =V,

@ B estune base du C-e.v. £/qL.

Exemple : V(k) (k € N) admet pour base locale

(L(V(K)), B(V(K))) = (Z AFD -y, {£0) . 1 mod qc(V(k»}) .
/

Définition

Soient V un Ugy(slz)-module de dimension finie et (£, B) une
base locale de V. Elle est dite cristalline s'il existe un
isomorphisme V = @, V(k,) envoyant bijectivement (£, B) sur

(@, L(V(k)), L, B(V(k.)))-



Pour tout k € N, V(k) = @oglgk C(q)f?D - .

Définition
On définit &, 7 : V(k) — V(k) par

e- f(l)Uk = f(lf1)Uk , ? f(l)Uk = f“*”uk
pour 0 < /| < k,avec &- ux = f - f(Oy, = 0.

&, f sont appelés les opérateurs de Kashiwara.

Théoreme

Soit (£, B) une base cristalline d’un U,(sl>)-module de
dimension finie V. On a

@ éc c L. fC c L, etinduisent des endomorphismes sur
L/qL,

Q éBc BU{0},fB c BU{0},

@ sib,b € B, alors b’ = ébssi fb/ = b.



Bases cristallines de Uq(s ()
Bases cristallines de Uq(s(/1)

Bases cristallines de Ug(s (1) Propriétés des bases cmsta\‘hncs

Graphe cristallin

B peut étre considéré comme un graphe orienté avec
b—b'sib =fb.

Exemple : Le graphe cristallin associé a B(V(k)) est

U7k—>ﬁ—>---—>f(k)uk,

Corollaire

Tout graphe cristallin associé a un Ugy(slz)-module de
dimension finie est une union finie de telles chaines.

Exemple : Graphe cristallin associé a V(1) ® V(1) :

V(1)@ V(1) =<[1|@[1][2]@[1][2]®[2] > & <[1]®@[2] > .
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Bases cristallines de Ug(s (o)
Bases cristallines de Uqg(s (1)

Bases cristallines de Uq(s | . ’
i ! a(stni1) Propriétés des bases cristallines

Exemple : Considérons le U,(sl3)-module V(Hj). On peut le

voir comme module sur < ey, fi, k;—q >~ Ug(slp) pour lequel on
a la décomposition

V) = <ufu>e<bufifu fPbu>o < O A fu>
O < hfiu— quzﬁfgu >

OU SUT < €9, fy, k3~ >~ Uy(slp) eton a

V) = <ubu>a<hubhuffus>o < OhubfPhu>

Pd < filbu—

q
1+q2f2f1u>

ouue V(Hj) — {0} esttel que eju = eou = 0.
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Bases cristallines de Ug(s (o)
Bases cristallines de Uqg(s (1)
Propriétés des bases cristallines

Bases cristallines de Uq(s1p41)

Lorsque g — 0, les deux bases de V(Hj) coincident. Comme
module sur < ey, fi, ki >

V) = <uhu>a<hufibu fOhu>o < Phu A fu>
G < bfiu>

etsur < ep, fh, ki >,ona

V) = <ubu>ae<hubhuffus>o < OhubfPhu>
@ < fibu>.
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Bases cristallines de Ug(s (o)
Bases cristallines de Uqg(s (1)

Bases cristallines de Uq(s | . ’
! ! a(stni1) Propriétés des bases cristallines

Définition

Une base cristalline (£, B) d’un Uy(sly41)-module V de
dimension finie est une base locale en g = 0 satisfaisant

Q (L,B)=,(Lx,By) ou (Ly, By) est une base locale de
Vi,

@ (L, B) est une base cristalline de V pour tous les
< ej,f;, k,-jE1 >~ Ug(slp) pourtout i =1,--- ,n.

On définit alors les opérateurs de Kashiwara €;, f,etle graphe
cristallin associé a B en posant b - b’ si b’ = fib.
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Bases cristallines de Ug(s (o)
Bases cristallines de Uqg(s (1)
Propriétés des bases cristallines

Bases cristallines de Uq(s1p41)

Théoreme (Kashiwara - 1990)

Soit Y un tableau de Young et V(Y) le Uqy(sly41)-module simple
de dimension finie associé. Alors il existe une unique base
cristalline (£(Y),B(Y)) de V(Y) (a isomorphisme pres).

Théoréme (Kashiwara - 1990)

Soit V un Ugy(sl,11)-module de dimension finie et (£, B) une
base cristalline de V. Alors il existe un isomorphisme
V=@, V(Y,) tel que

(£,B) = E(L(Y.), B(Y.)).

v
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Exemple : Graphe cristallin associé a la représentation
vectorielle V(eq) :

L) A0

Exemple : Graphe cristallin associé a V() :

f1 u fQU
K /
f2f1U f1 ng
%
P hu 2

P hu =12 fu



Bases cristallines de Ug(s (o)
Bases cristallines de Uqg(s(41)
Propriétés des bases cristallines

Bases cristallines de Uq(s1p41)

Proposition

Soit V = @, Vi un Uy(sl,+1)-module de dimension finie et
(L, B) une base cristalline de V. Alors

ch(V) = (1By)e*.

A

Théoréme (Produit tensoriel)

Soit V; un Uy(sly41)-module de dimension finie et (£;, B;) une
base cristalline de V;, j =1,2. Posons £ = L1 ® 4 L, €t
B = By x Bo. Alors (£, B) est une base cristalline de V; @ Va.

Mathieu Mansuy Tableaux de Young et Bases Cristallines de Lq(s (1)



Réalisation des bases cristallines par les tableaux de Young
Régle de Littlewood-Richardson

Tableaux de Young et bases cristallines de Uq(s1,11)

Théoreme

Soit Y = (A > A2 >--- > Ay > 0) un diagramme de Young.
Alors B(Y) est isomorphe au sous-cristal (= composante
connexe) de B(s1)®N (N = | Y|) contenant

uy =[P e (o) e
Les actions de &; et f,- s’obtiennent comme suit :

sib:@...@),

@ négliger les a, autres que i et i+ 1,

@ négliger les [ i |® [i+1],

© a ce stade, on a un élément de la forme
:®-"®®n®-'-®.A|OFS
i+e---elileli]®-- ®(:0sii+1¢b’)
f,--b’ = [+]®- - o+]e+]e-- =0sii¢b)

Mathieu Mansuy Tableaux de Young et Bases Cristallines de Lq(s (1)



Réalisation des bases cristallines par les tableaux de Young
Régle de Littlewood-Richardson

Tableaux de Young et bases cristallines de Uq(s1,11)

On montre que

B(Y) = {fy- fuyll =01 <i, - i<n}
= {m(T)|T tableau de Young de forme Y}.

Théoréme

Pour tout diagramme de Young Y, la base cristalline associée
B(Y) s’identifie a 'ensemble Y(Y) des tableaux de Young
semi-standard de forme Y.

Corollaire

La dimension de V(YY) est égale au nombre de tableaux de
Young semi-standard de forme Y.
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Réalisation des bases cristallines par les tableaux de Young
Régle de Littlewood-Richardson

Tableaux de Young et bases cristallines de Uq(s1,11)

Exemple : On détermine la réalisation par les tableaux de
Young de la base cristalline B(--)) pour Uq(sl3).

@ On part du tableau de Young . Ona

m () =[1]e[1]®[2]et
e pour f; : -®-®-(). -douf1
opourfyﬂ@ﬂ@ﬂgﬂﬂ-,doufg':.

@ On considere le tableau de Young . Ona
m():-®-®et
o pour f; :[2]e[1]o[2] @21 %o, dou f - HE =0,
o pour % :[2]@[1]@[2] Y 2] ¥ [3) dou f2':.
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Réalisation des bases cristallines par les tableaux de Young

Regle de Littlewood-Richardson
Tableaux de Young et bases cristallines de Uq(s1,11)

On cherche la décomposition de V(Y) ® V(Y’) en modules
simples (ou Y, Y’ sont des diagrammes de Young).

Définition

@ [ a | est admissible par rapport a Y si le diagramme Y + a
obtenu en rajoutant une boite a Y a I'extrémité droite de sa
a-ieme ligne est encore un diagramme de Young,

® [a|®---[av] est admissible par rapporta Y sivl < k <N,
est admissible par rapporta (--- (Y +ay)+---) + ak_1.

V)@ V(Y) =@ V((--- (Y +ar) +---) + an)

ou N =|Y’| et la somme est prise sur 'ensemble des
® - --[av] € B(Y’) admissibles par rapporta Y.
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Tableaux de Young et bases cristallines de Uq(s1,11)

Réalisation des bases cristallines par les tableaux de Young
Regle de Littlewood-Richardson

On étudie V(H) @ V().

1\12\13\22\23\}
73 73 73 73

H+1 )+ 1) +2=H+1)+2=H+2=HF.
®[1]®[2]est admissible par rapport a H.

H+2 J+1)+2=(HH+1)+2

2|®|[1|®|2|n’est pas admissible par rapport a B

1[1]

1

3]

On montre que seulement

2

)

e B(H-) contribuent

3
18]

au produit tensoriel. Finalement,

VB e VED = vEP) e V(e v ).
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Prolongements possibles

@ Des procédés combinatoires sur les tableaux de Young ont
des interprétations en théorie des représentations.

@ Pour les algébres de Lie de types différents, des tableaux
de Young et des regles de LR similaires existent.

© |l existe d’autres réalisations des bases cristallines :
réalisation par des chemins (Littelmann), réalisation
monomiale, ...

© Les bases cristallines sont des bases locales en g = 0. On
peut les "remonter" en de vraies bases, appelées bases
globales (Kashiwara). Elle ont été introduites
indépendamment par Lusztig sous le nom de bases
canoniques.
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