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1 Ensemble des matrices

Dans tout le chapitre, R désigne I’ensemble des nombres réels, n, p, g et r des entiers supérieurs ou égaux a 1.

1.1 Définition, opérations usuelles
Définition.
On appelle matrice a n lignes et p colonnes d coefficients dans R toute famille (a; ;)1<i<n de réels. On note

1<j<n
cette matrice de la maniere suivante :

a1,1 a1,2 ... Q1p
az i az 2 .. Q2p
Gn,1 Aap2 ... Adnp

L’ensemble des matrices & n lignes et p colonnes est noté .4, ,(R). Dans le cas ou n = p, on note .#,(R)
au lieu de A4, ,(R).

% Notation.

o Si A€ #,,(R), on notera [A]; ; le coefficient de la i-eme ligne et de la j-éme colonne de A.

1 0 ... 0
01 0 ... 0
e On note I,, = | . . € Mp(R) la matrice identité, et 0, = | : o € Au(R) 1a
: -0 0 ... 0
o -~ 0 1

matrice nulle.
Définition.
Soient A, B € M, ,(R) et A € R. On définit les matrices A+ B et A - A de 4, ,(R) par :

V(i,5) € [L,n] x [1,p], [A+Blij=I[Ali; +[Bli; et [X Alij=Xx[A];;.

Définition.
Soit A € My, »(R) et B € Mpq(R). On définit la matrice C = A x B de 4, 4(R) par :

P

v (17]) € [[17”]] X Hlvq]]a [C]i7j = Z[A]l,k X [B]k,j

k=1

& Mise en garde.

Pour pouvoir effectuer le produit de A par B, il faut impérativement que le nombre de colonnes de A soit
égale au nombre de lignes de B.

— Propriété 1 (du produit matriciel)

Soient A, B,C' des matrices, A un réel. Dans le cas ou les sommes et produits matriciels sont bien
définis :

o Associativité :  (Ax B) xC =Ax (B xC(C).

o Distributivité : Ax (B+C)=AxB+AxC et (A+B)xC=AxC+BxC.
e M-(AxB)=(A-A)xB=Ax(\:B).

o I, xA=AxI,=A e 0,xA=Ax0,=0,.
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& Mise en garde.

¢ Le produit matriciel n’est pas commutatif, comme le montre ’exemple suivant :

0 1 « 0 0y (10 ” 0 0y (0 O y 0 1
0 0 1 0/ \0 O 0 1) \1 0 0 0)°
Notons cependant que la matrice I,,, et plus généralement les matrices A- I,, avec A € R, commutent

avec toutes les matrices.

e On peut avoir A x B = 0,4 avec A # 0, , et B # 0, 4, comme dans l’exemple suivant :

(6 0)* (0 0)= (6 o)

1.2 Transposée

Définition.

Soit A € M, ,(R). On appelle matrice transposée de A la matrice notée ‘A de ., ,(R) définie par :
V(i 5) € [Lpl x [1,n],  ["Ali; = [Alja-

Autrement dit, ' A est obtenue & partir de A par échange de ses lignes et de ses colonnes.

3 5
t(3 1 0
Exemple. (5 4 2) =11 —4

— Propriété 2 (de la transposition)

« YA€ M,,y(R), t(1A)=A.
o Y\ pueR V(A B) € (Myy(R), TN-A+p-B)=\-TA+pu-'B.
e VA€ M, ,(R),VB € M, ,R), '(AxB)='Bx ‘A

2 Systemes linéaires

2.1 Définitions
Définition.
e On appelle systéme linéaire a n équations et p inconnues un systeme de la forme :

a11wy + -+ aypTy = by
a2171 + -+ agpTp = ba

() :
an, 121 + -+ Anplp = bn

ou les z; € R sont appelés les inconnues du systeme, les a; ; € R sont les coefficients du systéme, et
les b; € R forment le second membre du systeme.
o Lorsque les b; sont tous nuls, on dit que le systéme () est homogéne.

Dans le cas général, on appelle systéme homogéne associé a (.) le systeme (%) obtenu en remplagant
le second membre (by,...,b,) par (0,...,0).
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Définition.
On appelle matrice des coefficients de () la matrice
a1,1 e ai,p
A= € MnpR).
Gn,1  --- Qpp
b1 L1
La matrice B = : est appelée matrice colonne du second membre de (), et X = [ : | matrice
b, Tp
colonne des inconnues
1
Remarque. (z1,...,2,) € R? solution de (.*) & X = | ! [ solution de A x X = B.
Zp

-
Le saviez-vous ?

Le mot matrice est formé sur le mot latin mater qui signifie mére. Il apparait
au Moyen Age dans son sens anatomique d’utérus. Comme on enregistrait les
enfants a la naissance, il désigna rapidement le registre ou on les inscrivait,
d’ou les mots matricule et immatriculation.

Au début de I'imprimerie, matrice désignait le moule a imprimer sur lequel on

place les caractéres. Par analogie, James Joseph Sylvester (isia - 1s97) utilisa ce

mot pour nommer le tableau ou ’on enregistre les coefficients d’un systeme

linéaire. Son ami Arthur Cayley (s2:1 - 1805y introduisit les opérations usuelles

du calcul matriciel (addition, multiplication), et jeta les bases de la théorie des
\matrice.

Arthur C’ayley (1821 - 1895).

J

2.2 Structure des solutions d’un systeéme linéaire

— Propriété 3 (Structure des solutions d’un systéme homogene)

Soit (.#) un systéme homogeéne (second membre nul) de n équations & p inconnues. Alors I’ensemble
FEy de ses solutions est un sous-espace vectoriel de R?, c’est-a-dire :

(i) (0,...,0) appartient & Ej ;
ii) pour tout = (x1,...,2), ¥y = (Y1,...,¥Yp) € Ey, pour tout (A, i) € R? :
j2 p

Nx+p-y= Az + pyr, ..., Axp + pyp) € Ep.

Preuve.
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— Propriété 4 (Structure des solutions d’un systéme avec second membre)

Soit () un systéme de n équations & p inconnues, (%) son systéme homogeéne associé (i.e. sans
second membre). Notons F (resp. Ey) l'ensemble des solutions de (.%) (resp. (-#0)). Siy € RP est
solution de (), alors :

relk & zx—yek

et : E=y+FEy={y+h, he€ Fy}.

Preuve. Utilisons cette fois aussi le point de vue matriciel pour faciliter la rédaction, et notons comme
précédemment A la matrice des coefficients de () et B la matrice colonne du second membre de (). Soient
T Y1

x = (x1,...,2p) et y = (Y1,...,yp) dans R?, X = et Y = les matrices colonnes associées.

Lp Yp
Supposons y solution particuliere de () (de sorte que AY = B). Alors :

2eE & AX=B & AX=AY &' AX-Y)=0,, & z-yek
& JheEyp,x—y=h < ze€y+ Ey.
D’ou I’équivalence souhaitée ainsi que 1’égalité ensembliste £ = y + Ej. O

2.3 Echelonnement et méthode du pivot de Gauss

Définition.

On appelle opération élémentaire sur les lignes d’un systéme (ou d’une matrice) I'une des trois opérations
suivantes :

o multiplication d’une ligne L; par un réel A non nul, qu’on notera L; < X\ - L; ;
o échange des lignes L; et L; avec i # j, qu’on notera L; <> L; ;

e ajout de B-L; a L; avec i # j, qu’on notera L; < L; + 3 - L; ou € R.

& Mise en garde.

I On ne fera que des opérations élémentaires sur les lignes d’une matrice, jamais sur les colonnes.

@, Rédaction.

On précisera systématiquement et a chaque étape les opérations élémentaires qu’on a effectué pour
passer d’'un systéme linéaire a un autre.

Remarque. Si un systéme (') se déduit d’un systéme () par opérations élémentaires sur les lignes, alors
ces systeémes ont le méme ensemble de solutions. Grace a des opérations élémentaires sur les lignes de (%), on
va se ramener & un systéme (%) plus simple & résoudre.

Définition.

e Une matrice est dite échelonnée par lignes si chaque ligne non nulle commence par strictement plus de
zéros que la ligne précédente, i.e. si elle est de la forme générale suivante :

0

=

I
cococo
cococo@®

*
@
0
0
0

OO O ¥ ¥
cC oo % %
co@® x *
oo % % ¥
o@® % * *
O % ¥ % ¥

ou @ sont des réels non nuls et * sont des réels.

Les réels @ sont appelés les pivots de la matrice échelonnée par lignes. Ce sont les premiers coefficients
non nuls de chaque ligne non nulle.

o Un systeme est dit échelonné par lignes si la matrice de ses coeflicients ’est.
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1 5 —4 3
. 02 3 0 , ) . .
Exemple. La matrice A = 00 7 8 est échelonnée par lignes, avec pour pivots 1, 2 et 7.
00 0 O

La matrice B = n’est pas échelonnée par lignes.

OO =
o O =
=N N
ot W W

Théoréeme 5 (Pivot de Gauss 7 - 1855))

Tout systéme (ou matrice) peut se ramener par opérations élémentaires sur ses lignes & un systéme
(ou matrice) échelonné(e) par lignes.

% Méthode. Pivot de Gauss.

Pour mettre une matrice A = (a; ;) € My ,(R) (ou un systéme) sous forme échelonnée d l’aide d’opérations
élémentaires sur ses lignes, on procédera ainsi :

(i) On traite chaque colonne l'une aprés lautre, de la premiére d gauche a la derniére a droite.

(7t) Pour la i-éme colonne, on cherche un élément non nul parmi a;;, ..., an ;. Sl y en a effectivement
un :

(a) on le place en pivot (i.e. en position (i,i)) par un échange de lignes. On choisira le pivot le plus
pratique pour les calculs (1 si possible) ;

(b) on fait apparaitre des zéros sous le pivot par des opérations élémentaires du type L; < L;+f3-L;
pour j > 1.

Si tous les éléments a; i, ..., an,; sont nuls, on passe a la colonne i + 1.

-
Le saviez-vous 7

Cette méthode porte le nom du mathématicien allemand Carl Friedrich Gauss
(777 - 18s5). Elle lui est pourtant bien antérieure, puisqu’elle était connue des
mathématiciens chinois depuis au moins le ler siecle de notre ere. Sa paternité
reviendrait méme a un certain Chang Ts’ang, chancelier de I'empereur de
Chine au 2-éme siécle avant notre ére.

En Europe, cette méthode fut découverte et présentée bien plus tard, en 1810,
par Carl Friedrich Gauss dans un livre étudiant le mouvement d’un astéroide. \,
On lui associe aujourd’hui son nom. 3

=)

a\

Carl Friedrich Gauss (777 - 1ss5)
\ Y,

Exercice. Mettre les matrices suivantes sous forme échelonnée par lignes par la méthode du pivot de Gauss.
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& Mise en garde.

Vous pourriez étre tenté de vous écarter de la méthode du pivot en pensant a d’autres opérations élémen-
taires qui vous sembleraient plus « intéressantes ». L’expérience montre que ce n’est jamais une réussite.
Le plus efficace est de suivre strictement chaque étape du pivot de Gauss.

2.4 Résolution d’un systéme linéaire

Définition.

Soit (.) un systéme, A la matrice de ses coefficients qu’on rameéne par opérations élémentaires sur les lignes
en une matrice A’ échelonnée par lignes :

1,5, )
0 a2dj2
Al - / ...
rJr
0 0
0 0

e On appelle inconnue principale toute inconnue associée & un pivot de A. Toute autre inconnue est
appelée inconnue secondaire ou inconnue paramétre.

o 7 s’appelle le rang du systéme (7).
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Remarque. On peut montrer que le rang r du systéme (.) est unique et ne dépend pas des opérations
élémentaires effectuées sur les lignes de A, ce qui justifie la définition précédente. Il s’agit en fait du rang de la
matrice A, nous le reverrons dans un chapitre suivant.

-3z = 0 0 -3
échelonnée par lignes. On peut donc dire que le rang du systeme est 2, que x et z sont des inconnues principales
et y est une inconnue parametre.

T z =17 1 1 1
Exemple. La matrice des coefficients associée au systéme Ty 5 est A= < > A est

— Propriété 6

Soit (A) un systéme linéaire homogene de n équations & p inconnues, de rang 7.
e Sir = p (rang = nombre d’inconnues), le systéme posseéde pour unique solution (0,...,0) ;

e sir < p (nombre d’inconnues parameétres > 0), le systéme posséde une infinité de solutions.

@'f Pour aller plus loin.

On peut montrer que si r < p, 'ensemble Fy des solutions de (%) est un sous-espace vectoriel de RP de
dimension le nombre (p — r) d’inconnues parametres.

% Méthode. Résolution d’un systéme linéaire homogeéne.

Pour résoudre un systéme linéaire homogéne (second membre nul), on procédera comme suit :

(i) On raméne le systéme d un systéme échelonné par lignes par des opérations élémentaires sur les
lignes. Pour cela, on suivra scrupuleusement l’algorithme du pivot, en précisant a chaque étape les
opérations élémentaires effectuées.

(i) On identifie le rang, les inconnues principales et les inconnues paramétres.
(ii) On exprime les inconnues principales en fonction uniquement des inconnues paramétres.

(iv) On écrit 'ensemble des solutions sous forme « paramétrique », c¢’est-a-dire en fonction des inconnues
parameétres (les inconnues principales ne doivent alors plus apparaitre).

Exercice. Résoudre les systemes homogenes suivants.

r—2y+z =0 —2x+y—z =0
e (SA): —-y+z =0 o (S): r+y+2z =0
2z4+y+2z =0 3z —2y+z =0
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Remarque. Pour résoudre un systéme linéaire avec second membre, on proceédera de méme :

(i) On échelonne le systéme, sans oublier d’effectuer les opérations élémentaires également sur le second
membre.

(ii) Cas 1. Si le systéme échelonné compte n équations et n inconnues, et est de rang n, alors il admet une
unique solution. On parle dans ce cas de systéeme de Cramer.

On obtient cette unique solution par substitutions successives, en « remontant » le systéme.

Cas 2. Dans le cas contraire, le systéme linéaire admet soit aucune solution, soit une infinité de solutions.

On obtient les solutions éventuelles en exprimant inconnues principales en fonction des inconnues parametres
et du second membre, toujours en « remontant » le systéme par substitutions successives.

3 Matrices carrées

3.1 Matrices carrées particulieres

Définition.

] Soit A € #,,(R) une matrice carrée.
o La famille ([A];i)1<i<n est appelée la diagonale de A.
e Sl existe A € R tel que A = \-I,, on dit que A est une matrice scalaire ;
o Si[A];; =0 pour tous i # j, A est dite diagonale ;

o Si[A];; = 0 pour tous i > j (resp. i < j), c’est-a-dire si tous ses coefficients situés en dessous (resp. au
dessus) de sa diagonale sont nuls, alors A est ditetriangulaire supérieure (resp. triangulaire inférieure) ;

o A est dite triangulaire supérieure stricte (resp. inférieure stricte) si A est triangulaire supérieure (resp.
inférieure) et si de plus sa diagonale est nulle.
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1 3 1 0 00
Exemples. 0 —1 5 | est triangulaire supérieure, | 3 0 0 | est triangulaire inférieure stricte.
0 0 2 1 50
Définition.
On dit que A € 4, (R) est :
o symétrique si A=A ; o antisymétrique si ‘A = —A.

On notera .7, (R) (resp. 4%, (R)) 'ensemble des matrices symétriques (resp. antisymétriques) de ., (R).

1 0 4 0o 2 -1
Exemple. 0 2 -1 est symétrique, -2 0 1 est antisymétrique.
4 -1 5 1 -1 0

Remarques.

e La diagonale d’'une matrice antisymétrique est toujours nulle.

o Les ensembles .7, (R) et o7, (R) sont des sous-espaces vectoriels de ., (R) : ils contiennent 0,, et sont
stables par combinaison linéaire. Mais ils ne sont pas stables par produit puisque par exemple :

(6 9) et (5 1) eommomis (5 5)x (3 1) = (3 o) #®.

3.2 Matrices inversibles

Définition.

On dit que A € ., (R) est inversible s’il existe B € .4, (R) telle que :
AxB=BxA=1,.

Une telle matrice B est unique. On 'appelle {’inverse de A, et on la note A7!.

& Notation.

L’ensemble des matrices inversibles de ., (R) est noté GL,(R), et appelé groupe linéaire d’ordre n.

— Propriété 7 (de l'inverse)

e Si A, B € #,(R) sont deux matrices inversibles, alors A x B 'est aussi et son inverse est :

(AxB)™'=B"1x A"

e Si A€ .#,(R) est inversible, alors ‘A D'est aussi et (*A) " = (A71).

Théoréme 8 (Caractérisation des matrices inversibles)

Soit A € A, (R) et B € #,,1(R). Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) A est une matrice inversible ;
(ii) il existe A’ € 4, (R) telle que A’ x A =1I,, (et alors A=t = A’) ;

(iii) il existe B’ € 4, (R) telle que A x B’ = I,, (et alors A=t = B') ;

)
)
)
(iv) le systeme AX = 0,1 admet une seule solution (X =0,,1) ;
(v) le rang (du systéme associé 4) la matrice A est n ;

)

(vi) Pour tout B € 4, 1(R), le systtme AX = B admet une unique solution (qui est X = A~ B).

10
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— Propriété 9 (Cas des matrices triangulaires et diagonales)

o Une matrice triangulaire est inversible si, et seulement si, tous ses coefficients diagonaux sont

non nuls.
A1 0
e En particulier une matrice diagonale D = est inversible si, et seulement si,
0 An
1
A1 0
Ai 7 0 pour tout 1 < i < n, et dans ce cas, D™ =
1
0 *
1 3 1
Exemple. La matrice | 0 —1 5 | étant triangulaire avec des coefficients diagonaux 1, —1, 2 tous non nuls,
0 0 2

, elle, est non inversible, car triangulaire avec I'un de ses coefficients

w o o
N OO

1
elle est inversible. La matrice 2
3

diagonaux nul.

% Méthode. Inversibilité et calcul de I’inverse d’une matrice, version « matricielle ».

Pour déterminer si une matrice A € M, (R) est inversible, et le cas échéant obtenir A=Y, on procédera
comme suit :

(i) On écrit la matrice I, a droite de A sous la forme (A|I,).

(it) A Uaide d’opérations élémentaires sur les lignes en suivant l’algorithme du pivot, on échelonne A
par lignes, tout en réalisant les mémes opérations sur la matrice de droite.

(#ii) Sile rang (= nombre de pivots) de A est n, alors A est inversible.

(iv) En poursuivant les opérations élémentaires sur les lignes, on effectue alors la « remontée » afin de
transformer A en lidentité. Plus précisément pour tout 1 <i<n :

a) on normalise le i-éme pivot a 1 dans la matrice échelonnée ;

b) on fait apparaitre des zéros au dessus du pivot par des opérations élémentaires du type
L« Lj+p-L; pour j <i.

A la fin de la « remontée », la matrice de droite est A1,

3 0
Exercice. Déterminer, s’il existe, 'inversede A= 3 1 3
0

11
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% Méthode. Inversibilité et calcul de I’inverse d’une matrice, version « systéme linéaire ».

Pour déterminer linverse de A € M, (R), on peut aussi procéder comme suit :

(i) On considére le systéme () : Ax X =Y d’inconnue X € M,1(R) et de second membre
Y € %’n,l(R)-

(i) On échelonne () par la méthode du pivot (sans oublier d’effectuer les opérations élémentaires aussi
sur le second membre qui cette fois n'est pas nul).

(i4i) Deuz cas se présentent alors :

o Si () nlest pas de Cramer (rang < n), A n’est pas inversible.

o Si () est de Cramer (rang = n), A est inversible. De plus, l'unique solution X de (%)
s’exprime alors en fonction des composantes de Y, ce qui permet d’écrire :

X=BxY avec Be.#,(R).

On obtient en procédant par identification A~' = B.

3 2 -1
Exercice. Déterminer, s’il existe, I'inverse de la matrice A= |1 -1 1
2 -2 1

3.3 Trace d’une matrice carrée
Définition.
Soit A € ., (R).

On appelle trace de A, et on note Tr(A), la somme de ses ceefficients diagonaux, c’est-a-dire :

n

i=1
1 2 3
Exemples. Tr 4 5 6 = , Te(1,) = , Tr(0,) =
7 8 9

12
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— Propriété 10

Mp(R) —
A

R L NI
est une forme linéaire, c’est-a-dire :
—  Tr(A)

L’application Tr :

Tr(A- A+ p- B) = ATr(A) + uTr(B),

pour tous A, B € #,(R) et A\, € R.

Preuve.

]
— Propriété 11
Soit A et B deux éléments de ., (R).
o Tr(tA) = Tr(A). e Tr(A x B) =Tr(B x A).
Preuve.
]

3.4 Matrices semblables

Définition.

Soit A et B deux éléments de ., (R).

On dit que la matrice A est semblable d la matrice B lorsqu’il existe P € GL,(R) telle que B = P~ AP.

Remarque. Si A € #,(R) est semblable & B, alors B est semblable & A, puisque :

On pourra donc plus simplement dire que A et B sont semblables, sans avoir a spécifier ’ordre.

13
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Exercice. Quelles sont les matrices semblables a I,, a A- I, 7

Lycée Louis Pergaud

Propriété 12

Si deux matrices sont semblables, alors elles ont méme trace.

Preuve.

Exercice.

1. Les matrices (% ;) et (g ;) sont-elles semblables 7

A . 1 0 0 0
2. Méme question avec <0 1) et (0 2).

& Mise en garde.

trace ne sont pas forcément semblables.

4 Polynémes d’une matrice

4.1 Puissance d’une matrice

Définition.
notée A*, définie par :

e sik=0,4=1,:

: . (%)
0 -~ 0 A

ou () sont des réels.

— Propriété 13 (Puissance d’une matrice triangulaire ou diagonale)

Soit A une matrice triangulaire supérieure (resp. triangulaire inférieure, resp. diagonale), dont les

coefficients diagonaux sont A1,...,A,. Pour tout p € N :
D ... AP0
p : p
AP — 0 A (v . Tesp. A

3

e sik>1, A" =Ax ... xA.
—_———

k fois

X0 e 0
P
, Tesp. 0 A
' 0
0 0 AP

Comme l'illustre 'exercice précédent, la réciproque a la propriété est fausse : deux matrices de méme

Pour tout entier k¥ € N et pour toute matrice A € #,(R), on appelle puissance k-éme de A la matrice,

14
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Remarque. On peut avoir A¥ = 0,, avec A # 0,,, comme dans I’exemple suivant :

(1 -1 s (00
a=( ) wwa(00)

Définition.

Exemple.

—_ =

La matrice A = ( :1 ) est nilpotente d’ordre 2.

La matrice N = est nilpotente d’ordre 4.

o O OO
O O O
OO =N
O = N W

Pour aller plus loin.

Plus généralement, on peut montrer (on le fera en TD) que toute matrice de .4, (R) triangulaire supérieure
stricte ou triangulaire inférieure stricte est nilpotente d’ordre < n.

Lycée Louis Pergaud

Une matrice A € ., (R) est dite nilpotente s’il existe p € N* tel que AP = 0,, et AP~! £ 0,,. Cet entier p
s’appelle I'ordre de nilpotence de la matrice.

Remarque. De méme que pour les matrices diagonales, le calcul des puissances d’une matrice nilpotente A
d’ordre de nilpotence p est aisé, puisque pour tout k > p, A¥ = 0,,. 11 suffit donc de calculer un nombre fini de

puissances de A.

Théoréme 14 (Formule du binome de Newton saz - 17:

Soient A et B deux matrices de .#,(R) qui commutent. Pour tout entier p € N :

(A+ By = zp: (f) AP P

=0

[N

Mise en garde.

Cette formule est fausse si A et B ne commutent pas. Vous serez sanctionné au concours si vous ne

précisez pas que les matrices commutent avant d’utiliser la formule du bindéme.

% Meéthode. Calcul de puissances par la formule du binéme de Newton.

%

La formule du binéme de Newton, valable pour deux matrices qui commutent, permet dans certains cas

de calculer les puissances d’une matrice.

15
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Exercice. Soit A = . Calculer AP pour tout p € N.

OO =
O~ N
= N O

— Propriété 15
Soient A et B deux matrices de .#,(R) qui commutent. Pour tout entier p € N* :

p—1
AP — BP = (A- B) (Z AiBP—l—i>
=0

=(A—B)(A""'B" + AP7?B' + ...+ ATBPT? + AOBPTH)

Preuve. 1l suffit de développer :

(A—B)(AP7' 4+ AP?B' 4+ ... 4+ BP" ) = AP + AP"'B+ ... 4+ ABP"' — BAP"' — BAP"?B— ... — BAB*"? — BP
Act Boommutent yp 4 Ap-IB 4 ... 4 ABP"} — APTIB - APT2B2 ... ABP"! _ BP
— AP — BP
O

4.2 Polynéme d’une matrice
Définition.
d
Soit P:x+— Z arz® un polyndme a coefficients dans R, et soit A une matrice de .4, (R).
k=0
On note P(A) la matrice de ., (R) définie par :

d
P(A) = ZakAk =agAl+ -+ a1 A+ aol,.
k=0

Exemple. Si A € #,(R), P: x> 2 + 3z — 10, alors P(A) = A% +3A — 101,,.

& Mise en garde.

| Attention de ne pas se tromper : le terme constant ag dans P devient agl,, dans P(A).

— Propriété 16

Soient P,Q € R[z], A € #,(R), et o, B € R.

« (aP+pQ)(A) = aP(A) + SQ(A) ; « (PxQ)(A) = P(4) x Q(A).

16
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Remarque. Il est important de bien identifier les objets mathématiques concernés :

(P xQ)(A)= P(A)xQ(4) .

produit produit de matrices
de
polynémes

Exemple. Puisque P(x) = 22 4+ 3z — 10 = (z + 5)(z — 2), il suit que P(A) = (A + 51,,))(A — 2I,,).

— Propriété 17
Soient A € 4, (R) et P,Q € R[z]. Les matrices P(A) et Q(A) commutent :

P(A) x Q(A) = Q(A) x P(A).

En particulier, A commute avec toutes ses puissances et avec tous les polynomes en A.

Preuve.

]
— Propriété 18
Soient A et B € .#,(R) deux matrices semblables, et soit P inversible tel que B = P~1AP.
(1) Pour tout k € N, B¥ = P~1A¥P et A¥ et B* sont semblables.
(2) Pour tout Q € R[z], Q(B) = P71Q(A)P, et Q(A) et Q(B) sont semblables.
Preuve.
]

4.3 Polynémes annulateurs

Définition et exemples

Définition.

" [ Soient P e R[z] et A € A, (R).

On dit que P est un polynome annulateur de A lorsque P(A) = 0.

17
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% Méthode. Détermination d’un polynéme annulateur non nul d’une matrice.

Pour déterminer un polynéme annulateur non nul d’une matrice A € M, (R), on procédera comme suit :
o on calcule A et on regarde si A? peut s’écrire comme combinaison linéaire de A et I,.

o Si ce n'est pas le cas, on tente d’écrire A3 comme combinaison linéaire de A%, A et I,,. Et ainsi de
suite® ...

On obtient ainsi P € Rlzx] tel que P(A) = 0,.

2On peut montrer que si A € .#y, (R), alors A™ peut toujours s’écrire comme combinaison linéaire de A~1, A»=2 ... A T,
(résultat di & Cayley). En pratique, nous n’aurons donc pas a calculer des puissances trop grandes de A pour en obtenir un
polynéme annulateur non nul.

Exercice. Déterminer un polynéme annulateur non nul de A-I,,, N =

O O OO
o O O
OO =N

a b

Exercice. Soit A = <c d> € #>(R). Montrer que P : z — 22 — Tr(A)z + (ad — be) est un polyndme

annulateur de A.

Propriété 19

Si A et B € #,(R) sont semblables, alors elles ont les mémes polynoémes annulateurs.

Preuve.

Application au calcul de I’inverse

— Propriété 20

Soit A € A, (R) et soit P € R[z] un polynéme annulateur de A. Alors :
P(0)#0 = A est inversible.

De plus, A™! est un polynéme en A.

18
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Preuve.
O
1 0 -1
Exercice. Déterminer l'inverse, s’il existe, de A= | 3 1 0
-3 -1 1
— Propriété 21
Soit A = (Z Z) € #>(R). On dispose de ’équivalence :
A inversible & ad —bc # 0.
Si de plus, A est inversible, alors :
1 d =b
A7l =
ad — be (—C a >
Preuve.
O

Vocabulaire. La quantité ad — be s’appelle le déterminant de A et se note det(A).
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Application au calcul de puissances

La connaissance d'un polynéme annulateur P € Ry[X] d’une matrice A € .4, (R) peut permettre de calculer la
puissance k-éme de A :

« soit & I’aide d’une division euclidienne de X* par P ;
e soit par une récurrence en écrivant A¥ comme combinaison linéaire de I,,, A, ..., AL

Des exemples seront traités en TD.

5 Suites de matrices

Les résultats qui suivent sont hors programme. Ils sont cependant souvent admis ou partiellement a redémontrer
dans de nombreux sujets de concours.

Définition.

Une suite (A(n))nen de matrices de 4, 4(R) est la donnée, pour tout entier n € N, d’une matrice A(n) de
Mp,q(R).

Pour tout (4, j) € [1,p] x [1,¢], on note a; ;(n) le coefficient & la i-eme ligne et j-éme colonne de A(n).

1+ G0 34 L
Exemple. La suite (A(n)),en définie pour tout n € N par A(n) = ( 02" ) n}“l)
~ I
Définition.

On dit qu’une suite (A(n))nen de matrices de 4, 4(R) converge vers A = (a; ;) € My q(R) si :

V(i,7) € [1,p] x [1,4], Jm aij(n) = a; ;.

Exemple. En reprenant 'exemple précédent, la suite (A(n))nen converge vers A = ((1) i’) .

— Propriété 22

o Soient (A(n))nen et (B(n))nen deux suites de .4, ,(R) qui convergent respectivement vers A
et B, et soient A\, u € R.

Alors la suite (A - A(n) + p - B(n))nen converge vers A - A+ p - B.
o Soit (A(n))nen une suite de 4, 4(R) qui converge vers A, (B(n))nen une suite de .#, ,(R) qui
converge vers B.

Alors la suite (A(n) X B(n))nen converge vers A X B.

Preuve.

O

e—n
Exemple. Soit (X (n)),en la suite définie pour tout n € N par X (n) = 1 sin(n) |. La suite (X (n))nen

n+1
0 1 3\ (0 3
converge vers X = 1) et donc (A(n) x X(n))nen converge vers A x X = o 1)\1)=1)
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