Complément 1
‘7 Théoréme des séries alternées

Définition.

On appelle série alternée une série de la forme Y (—1)"a,, ou (a,,) est une suite de signe constant.

L’étude de séries alternées est fréquente dans les sujets de concours. Citons par exemple les sujets

N (D) - n1n(n)
d’EML 2016 avec la série g ———, ’ECRICOME 2016 avec la série g (—1)"———-=.
n

nQE

Pour étudier une série alternée Y (—1)"a,, le premier réflexe a avoir est de tester si la série converge
absolument.

Propriété 1

Si E an converge, alors la série >~(—1)"a, est absolument convergente, donc convergente.

n>1

Exemples.
(_1)n+1
o La série Z —— est absolument convergente si x > 1, donc convergente.
n
) (1) b - (—1)ntt
Si x < 0, alors = (=1)"'n~" qui ne tend pas vers 0. La série Ziz est
n

n
grossierement divergente.

Pour 0 < # < 1, on ne peut pas conclure, et une étude plus précise de la série s’impose.

In(n
e La série Z(—l)” (n) n’est pas absolument convergente puisque :
n
1 1
n(n) > — >0 pour tout n € N*.
n n

In(n)

La série harmonique étant divergente, la série g ———= diverge par théoreme de comparaison.
n

nn(n) ) )
nécessite une étude plus poussée.
n

La aussi, déterminer la nature de Z(—l)

Dans le cas ou la série ne converge pas absolument, il existe un critere, appelé Critére spécial des séries
alternées, qui permet dans certains cas de démontrer la convergence de la série. Ce résultat n’est pas
au programme des classes préparatoires ECG.
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Théoréme 2 (Critére spécial des séries alternées)

Soit (ay) une suite réelle décroissante, positive et qui tend vers 0. Alors la série
> (=1)"a, converge. De plus :

o les suites extraites paires et impaires (S2,) et (S2,+1) sont adjacentes de méme limite
“+oo
S = Z(fl)"an ;
n=0

+oo
e le reste R, = Z (—l)kak est du signe de son premier terme et lui est inférieur en

k=n+1
valeur absolue, soit :

Signe(Rn) = (_1)n+1 et Z (_1)kak < an+1-

Pour démontrer ce théoreme, nous aurons besoin du résultat classique suivant dont nous rappelerons
la preuve.

Propriété 3

Soit (uy) une suite réelle. On suppose que les suites extraites paires (ugy,) et impaires (u2,11)
convergent vers la méme limite ¢. Alors (u,) converge vers /.

Preuve. On avait déja fait la preuve de ce résultat dans le complément de cours 0. On propose ici de
récrire cette preuve a l'aide de quantificateurs. Fixons € > 0. Puisque les suites extraites paires (uap,)
et impaires (ug,+1) convergent vers ¢, on peut écrire :

HNleN,V’HEN, nZN1:>|UQn—€|§E (*)

et
ANy eN, VneN, n>Ny = |U2n+1—€‘ <e. (**)

Posons alors N = max(2N7,2N3 + 1). On en déduit, pour tout n € N, n > N :

e si m = 2p est pair, puisque n > N, alors 2p > 2Ny, soit encore p > N; et donc :
|up, — €] = |ugp — €| < e  d’apres (x).
e sin =2p+ 1 est impair, puisque n > N, alors 2p + 1 > 2N, + 1, soit encore p > Ny et donc :
|up, — €] = |ugpp1 — €] < e  d’apres (*x).
Ainsi pour tout n € N, il existe N € N tel que pour tout n € N :
n>N, |u,—/{ <e.
D’ou la convergence de (u,) vers /. O

On est a présent en mesure de prouver le théoreme.
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@ Preuve. Montrons que les suites (Sa2y,) et (Sa2p+1) sont adjacentes :
o (S2,) est croissante : pour tout n € N, Sy, 10 — Sop = agpt2 — a2n+1 < 0 car (a,) décroissante.

o (S2n+1) est décroissante : pour tout n € N, Sy, — Sop—1 = —agp+1 + a2, > 0 car (ap)
décroissante.

e La différence de ces deux suites tend vers 0 : pour tout n € N,

lim as, = 0.
n—-+4o0o

Son — Son—1 = ag, et par hypothese

Donc (S2,,) et (S2n+1) sont adjacentes. Par le théoréme des suites adjacentes, ces deux suites conver-
gent vers la méme limite. On en déduit alors par la propriété rappelée précédemment que la suite des
sommes partielles (S,,) converge, soit en d’autres termes que la série Z(—l)”an converge.

Les suites (S2,,) et (S2n+1) étant adjacentes, les inégalités suivantes sont satisfaites :

+o00o
VneN, Sy <S= (—1)*a < Son. (% %)
k=0
Pour tout n € N, il suit que R, = S—5S2, < 0. Son premier terme étant (—1)?""lag, 1 = —asus1 <0,

Ro, est bien du signe de son premier terme. De plus :

|Rop| = |S — San| bz Son — S < Sop — Sont1 = a2n1-

Donc |Rgy| est inférieur & la valeur absolue de son premier terme agy,+1. On procéde de méme pour
Rop+1 & partir de Sopy1 < S < Sopga. ]

Remarque. Le critére spécial des séries alternées n’est pas au programme des classes d’ECG
et ne pourra pas étre utilisé lors d’une épreuve de concours. Pour autant, il est bon de maitriser la
preuve de ce résultat qui pourra étre a reproduire sur des cas particuliers (comme c’est le cas dans
les sujets d’'EML 2016 et ’ECRICOME 2016).

Exemple. Appliquons ce critére sur les séries précédentes.

. -1 n+1 1
e Etudions la nature de la série E (=1) lorsque 0 < x < 1. La suite () est décroissante,
n® n®
(_1)n+1
positive et tend bien vers 0. D’apres le critere des séries alternées, la série g ——_—— converge
n

donc.

En particulier si x = 1, on retrouve la convergence de la série harmonique alternée.

., In(n
« Etudions la nature de la série z:(—l)"L On a vu que la série n’est pas absolument con-
n
In(n
vergente. Tentons de vérifier le critere des séries alternées. Posons a,, = Q pour tout n > 1.
n

La suite (uy,) est positive et tend vers 0 par croissances comparées. De plus, pour tout n > 1 :

_In(n+1) In(n) nln(n+1)—-nln(n) —In(n) nln (1 + %) —In(n)
Fntl = Gn = n+l  n n(n+1) - n(n+1) '

On se rappelle alors que In(1 4+ z) < x pour tout x > 0 (inégalité de concavité). D’ou ici :

ni —In(n) ~ 1—In(n)

nn+1)  nm+1) =0

Ant1 — Ap <

pour tout n > 3. La suite (a,) est donc décroissante a partir du rang n = 3.
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JIn(n)

Par le critere des séries alternées, la série E (—1) est convergente, et donc la série

n>3

In(n
E (—1)"L converge (la nature d’une série ne dépend pas de ses premiers termes).
n
n>1

Exemple. Terminons par un dernier exemple. Déterminons la nature de la série Y u, avec :

_1)n
Up = (7) pour tout n € N.

i+ (—1)

Dans le cas proposé ici, on ne peut pas appliquer le critére spécial des séries alternées puisqu’on
1

vérifie que la suite (a,) définie par a, = m n’est pas décroissante. On a recours ici & un
/”L p—

développement limité pour établir la nature de la série :

L S LA G VL A AN G VL B o A O
AT BT (-G - ww Ga

Etudions chacun des termes de ce développement limité :

(-1
>

tend vers O ;

est une série alternée, qui converge donc car n +— 1/y/n est positive, décroissante et

1
o Y — est divergente (série harmonique) ;
n
1

—1)n
« > (=1) est absolument convergente (> —~ est une série de Riemann d’exposant 3> 1), donc
n/n. ny/n 2

convergente.

1
e Y v, est convergente car v, =0 ——= |.
’n\/ﬁ
Par somme de termes généraux de séries convergentes avec celui d’une série divergente, on en déduit
que la série > u,, diverge.

% Méthode.

Pour obtenir la nature d’une série, il peut étre intéressant d’effectuer un développement limité
du terme général de la série, et d’étudier la convergence de chacun de ses termes.

& Mise en garde.
Rappelons que

si up ~ vy, et (uy) et (v,) sont de signes constants, alors les séries > u, et > v, sont de
méme nature.

Attention, ce n’est plus vrai si on retire ’hypothése de signes constants comme le
montre I’exemple précédent. En effet :

N
Vit (o T
(-1
NG

converge par le critére spécial des séries alternées.

Un

Et pourtant, les séries Zun et Z
(="
Vn

sont de nature différente : on vient de voir que E U,

diverge, alors que Z




