
ECG2 - Maths approfondies Lycée Louis Pergaud

Correction du devoir maison
DM4

Exercice 1 (Edhec 2007)
1. Par définition, (I, J,K,L) est une famille génératrice de E. Montrons que cette famille est libre.

Soient pour cela α, β, γ, δ ∈ R. Alors :

αI + βJ + γK + δL = 04,4 ⇒


α −β −γ −δ
β α −δ −γ
γ δ α β
−δ γ −β α

 = 04,4 ⇒ α = β = γ = δ = 0.

Ainsi, la famille (I, J,K,L) est libre. C’est donc une base de E et dim(E) = 4.

2. (a) Un calcul nous donne J ×K = L et J2 = −I.
(b) Calculons :

K × J = (L× J)× J = L× J2 = L× (−I) = −L.

On montre en procédant de même que L×K = −J et J × L = −K.
(c) Soient M,N ∈ E = Vect(I, J,K,L). Il existe (a, b, c, d) et (a′, b′, c′, d′) dans R4 tels que :

M = aI + bJ + cK + dL et N = a′I + b′J + c′K + d′L.

En développant le produit,M×N est combinaison linéaire de I2, J2,K2, L2, IJ, IK, IL, JK, JL,KL,
donc combinaison linéaire de I, J,K,L d’après les questions 2.(a) et 2.(b). Ainsi M × N
appartient au sous-espace E. E est bien stable pour le produit matriciel.

3. On a A2 = (J +K)2. Mais puisque les matrices J et K ne commutent pas, on ne peut appliquer
l’identité remarquable. On développe donc de la façon suivante :

A2 = (J +K)(J +K) = J2 + JK +KJ +K2 = −I + L− L− I = −2I.

Ainsi :
A×

(
−1

2A
)

=
(
−1

2A
)
×A = I

En particulier, A est inversible et A−1 = −1
2A.

4. (a) Commençons par remarquer que A = J+K ∈ E et que A−1 = −1
2A ∈ E. Ainsi, si M ∈ E,

il suit par stabilité de E par produit matriciel :

ϕA(M) = AMA−1 ∈ E.

Montrons à présent que ϕA est linéaire. Pour tous (M,N) ∈ E2 et (λ, µ) ∈ R2 :

ϕA(λM + µN) = (λAM + µAN)A−1 = λAMA−1 + µAMA−1 = λϕA(M) + µϕA(N).

Donc ϕA est un endomorphisme de E.
(b) Pour tout M ∈ E :

M ∈ Ker(ϕA) ⇔ AMA−1 = 04 ⇔ AM = 04 ×A = 04 ⇔ M = A−104 = 04.

Ainsi Ker(ϕA) = {04} , et ϕA est injective. Et puisque ϕA est un endomorphisme de E qui
est de dimension finie, son injectivité équivaut à sa bijectivité. Ainsi
ϕA est un automorphisme de E.
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5. (a) En utilisant les résultats de la question 2., on obtient :

ϕA(I) = I ϕA(J) = K ϕA(K) = J ϕA(L) = −L

Ainsi :

ΦA =


ϕA(I) ϕA(J) ϕA(K) ϕA(L)

1 0 0 0 I
0 0 1 0 J
0 1 0 0 K
0 0 0 −1 L

 .

(b) On va travailler matriciellement en cherchant une base des sous-espaces Ker(ΦA − I4) et
Ker(ΦA + I4).

Pour Ker(ΦA−I4), calculons ΦA−I4 =


0 0 0 0
0 −1 1 0
0 1 −1 0
0 0 0 −2

. Pour tout X =


x
y
z
t

 ∈M4(R)

:

X ∈ Ker(ΦA − I4) ⇔ (ΦA − I4)X = 04,1 ⇔


−y + z = 0
y − z = 0
−2t = 0

⇔
{
y = z

t = 0
.

Ainsi, Ker(ΦA − I4) =



x
y
y
0

 , x, y ∈ R

 = Vect




1
0
0
0

 ,


0
1
1
0


.

On procède de même pour Ker(ΦA + I4). ΦA + I4 =


2 0 0 0
0 1 1 0
0 1 1 0
0 0 0 0

, et pour tout X =


x
y
z
t

 ∈M4(R) :

X ∈ Ker(ΦA + I4) ⇔


2x = 0
y + z = 0
y + z = 0

⇔
{
x = 0
z = −y

.

Ainsi, Ker(ΦA + I4) =




0
y
−y
t

 , y, t ∈ R

 = Vect




0
1
−1
0

 ,


0
0
0
1


.

Reste à utiliser la correspondance matricielle - vectorielle pour obtenir une base des sous-

espaces Ker(ϕA − Id) et Ker(ϕA + Id).


1
0
0
0

 est la matrice du vecteur I dans la base

(I, J,K,L), et


0
1
1
0

 est la matrice du vecteur J +K dans la base (I, J,K,L). Ainsi :

Ker(ϕA − Id) = Vect(I, J +K).
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La famille (I, J+K) est génératrice de Ker(ϕA−Id), et libre car c’est une famille constituée
de deux vecteurs non colinéaires. (I, J +K) est donc une base de Ker(ϕA − Id).

En procédant de même pour Ker(ϕA + Id), on montre que Ker(ϕA + Id) = Vect(J −K,L)
et (J −K,L) est une base de Ker(ϕA + Id) pour les mêmes raisons.

(c) Montrons que la famille (I, J + K,J − K,L) est une base de E. Pour cela, commençons
par montrer qu’elle est libre. Soient donc a, b, c, d ∈ R. Alors :

aI + b(J +K) + c(J −K) + dL = 0 ⇒ aI + (b+ c)J + (b− c)K + dL = 0

⇒
(I,J,K,L) libre


a = 0
b+ c = 0
b− c = 0
d = 0

⇒ a = b = c = d = 0.

Donc cette famille est libre, de cardinal 4 = dim(E). (I, J +K,J −K,L) est bien une base
de E.

Puisque I ∈ Ker(ϕA − Id) :

(ϕA − Id)(I) = 0 ⇒ ϕA(I) = I.

De même, puisque J + K ∈ Ker(ϕA − Id), il suit que ϕA(J + K) = J + K. D’autre part,
puisque J −K,L ∈ Ker(ϕA + Id), on obtient de même :

ϕA(J −K) = −(J −K) et ϕA(L) = −L.

La matrice de ϕA dans la base (I, J +K,J −K,L) est donc :


ϕA(I) ϕA(J +K) ϕA(J −K) ϕA(L)

1 0 0 0 I
0 1 0 0 J +K
0 0 −1 0 J −K
0 0 0 −1 L

 .

Exercice 2 (EML 2005)
1. (a) Soit (x, y) ∈ ([0,+∞[)2 fixé.

Pour la série ∑
n>1

1
(n+ x)(n+ y) , remarquons que :

• 1
(n+ x)(n+ y) ∼

1
n2 ;

• 1
n2 ≥ 0 pour tout n ≥ 1 ;

•
∑ 1

n2 est une série de Riemann convergente (car d’exposant 2 > 1).

Par théorème de comparaison, ∑
n>1

1
(n+ x)(n+ y) converge .

Pour la série ∑
n>1

1
(n+ x)2(n+ y) :

• 1
(n+ x)2(n+ y) ∼

1
n3 ;

• 1
n3 ≥ 0 pour tout n ≥ 1 ;
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•
∑ 1

n3 est le terme général d’une série de Riemann convergente (car d’exposant 3 > 1).

Par théorème de comparaison, ∑
n>1

1
(n+ x)2(n+ y) converge aussi.

(b) Pour tout x de [0,+∞[ :
1
n
− 1
n+ x

= x

n(n+ x)
qui est le terme général d’une série convergente (question précédente avec y = 0). Donc la

série
∑
n>1

( 1
n
− 1
n+ x

)
converge .

2. Calculons S(0) =
+∞∑
n=1

0 = 0 et

S(1) =
+∞∑
n=1

( 1
n
− 1
n+ 1

)
= lim

m→+∞

m∑
n=1

( 1
n
− 1
n+ 1

)
= lim

m→+∞

1
1 −

1
m+ 1 = 1.

3. (a) Pour tout (x, y) ∈ ([0,+∞[)2 :

S(y)− S(x) =
+∞∑
n=1

( 1
n
− 1
y + 1

)
−

+∞∑
n=1

( 1
n
− 1
x+ 1

)
=

+∞∑
n=1

( 1
n
− 1
n+ y

− 1
n

+ 1
n+ x

)

=
+∞∑
n=1

( 1
n+ x

− 1
n+ y

)
=

+∞∑
n=1

((n+ y)− (n+ x)
(n+ x)(n+ y)

)

= (y − x)
+∞∑
n=1

1
(n+ x)(n+ y)

(b) D’où en prenant la valeur absolue :

|S(y)− S(x)| =
∣∣∣∣∣(y − x)

+∞∑
n=1

1
(n+ x)(n+ y)

∣∣∣∣∣ = |y − x|
+∞∑
n=1

1
(n+ x)(n+ y)︸ ︷︷ ︸

≥0

Et puisque 1
(n+ x)(n+ y) ≤

1
n2 pour tout n ≥ 1 (car x, y ≥ 0) et que

∑
n≥1

1
n2 converge

comme somme de Riemann avec α = 2 > 1, on obtient l’inégalité :

|S(y)− S(x)| ≤ |y − x|
+∞∑
n=1

1
n2 = |y − x|π

2

6 .

(c) Soit x ∈ [0,+∞[ fixé. Pour tout y ∈ [0,+∞[ :

lim
y→x
|y − x|π

2

6 = 0.

Par théorème des gendarmes, lim
y→x

S(y) existe et vaut S(x). En d’autres termes, la fonction

S est continue en x. Et comme ceci est vrai pour tout x ≥ 0, S est continue sur [0,+∞[.
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4. (a) Soit (x, y) dans ([0,+∞[)2 tel que x 6= y. Alors :

S(y)− S(x)
y − x

−
+∞∑
n=1

1
(n+ x)2 =

+∞∑
n=1

1
(n+ x)(n+ y) −

+∞∑
n=1

1
(n+ x)2

=
+∞∑
n=1

( 1
(n+ x)(n+ y) −

1
(n+ x)2

)

=
+∞∑
n=1

((n+ x)− (n+ y)
(n+ x)2(n+ y)

)

= (x− y)
+∞∑
n=1

( 1
(n+ x)2(n+ y)

)
D’où : ∣∣∣∣∣S(y)− S(x)

y − x
−

+∞∑
n=1

1
(n+ x)2

∣∣∣∣∣ = |x− y|
+∞∑
n=1

(
x− y

(n+ x)2(n+ y)

)
︸ ︷︷ ︸

≥0

Et comme 1
(n+ x)2(n+ y) ≤

1
n3 pour tout n ≥ 1 (puisque x, y ≥ 0), et que

∑
n≥1

1
n3 converge

en tant que somme de Riemann d’exposant 3 > 1, il suit :∣∣∣∣∣S(y)− S(x)
y − x

−
+∞∑
n=1

1
(n+ x)2

∣∣∣∣∣ ≤ |x− y|
+∞∑
n=1

1
n3 .

(b) Soit x ≥ 0 fixé. Pour tout y ≥ 0 :

lim
y→x
|x− y|

+∞∑
n=1

1
n3 = 0.

Par théorème des gendarmes, lim
y→x

S(y)− S(x)
y − x

existe et vaut
+∞∑
n=1

1
(n+ x)2 . Ainsi la fonction

S est dérivable en tout x ≥ 0 , donc sur [0,+∞[, et :

∀x ∈ [0,+∞[, S′(x) =
+∞∑
n=1

1
(n+ x)2 .

(c) Calculons S′(0) =
+∞∑
n=1

1
n2 = π2

6 (d’après l’énoncé), et

S′(1) =
+∞∑
n=1

1
(n+ 1)2 =

+∞∑
m=2

1
(m)2 =

+∞∑
m=1

1
(m)2 − 1 = π2

6 − 1 = π2 − 6
6 .

5. Rappelons qu’une fonction f de classe C 1 sur un intervalle I est concave si, et seulement si, f ′
est décroissante.

Ici on a obtenu que pour tout x ≥ 0, S′(x) =
+∞∑
n=1

1
(n+ x)2 .

Si x, y ≥ 0 sont tels que x ≤ y, alors (x+ n)2 ≤ (y + n)2 pour tout n ∈ N∗, et donc 1
(y + n)2 ≤

1
(x+ n)2 . D’où en sommant (les séries en jeu convergent d’après la question 1.(a)) :

+∞∑
n=1

1
(y + n)2 ≤

+∞∑
n=1

1
(x+ n)2 soit encore S′(y) ≤ S′(x).

Donc S′ est décroissante, et S est concave .
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6. (a) La fonction ϕ est continue sur [1,+∞[, donc l’intégrale considérée est généralisée en +∞.
En +∞ :

• ϕ(t) = t+ x− t
t(t+ x) = x

t(t+ x) ∼
t→+∞

x

t2
;

• 1
t2
≥ 0 pour tout t ≥ 1 ;

• L’intégrale
∫ +∞

1

dt
t2

converge (intégrale de Riemann en +∞ d’exposant 2 > 1).

Par théorème de comparaison, l’intégrale
∫ +∞

1
ϕ(t) dt converge .

Calculons cette intégrale (et retrouvons au passage sa convergence). Pour tout y > 1 :∫ y

1
ϕ(t)dt = [ln(t)− ln(t+ x)]y1 = ln(y)− ln(x+ y) + ln(1 + x) = ln

(
y(1 + x)
x+ y

)
.

Puisque lim
y→+∞

ln
(
y(1 + x)
x+ y

)
= ln(1 + x) et existe donc et est finie, on retrouve que

l’intégrale
∫ +∞

1
ϕ(t)dt converge, et elle vaut ln(1 + x) .

(b) Procédons à une comparaison série/intégrale. Déterminons pour cela les variations de ϕ.
Elle est de classe C 1 sur ]0,+∞[ comme somme de fonctions usuelles, et pour tout t > 0 :

ϕ′(t) = − 1
t2

+ 1
(t+ x)2 ≤ 0.

La fonction ϕ est donc décroissante. En particulier, pour tout n ∈ N∗ et pour tout t ∈
|n, n+ 1] :

ϕ(n+ 1) ≤ ϕ(t) ≤ ϕ(n).

D’où, en prenant l’intégrale entre n et n+ 1 (l’intégrale est croissante) :

ϕ(n+ 1) 6
∫ n+1

n
ϕ(t)dt 6 ϕ(n).

Soit m ∈ N∗. On somme alors ces inégalité pour n = 1, . . . ,m :
m∑
n=1

ϕ(n+ 1) ≤
m∑
n=1

∫ n+1

n
ϕ(t) ≤

m∑
n=1

ϕ(n)

soit encore :
m∑
n=1

ϕ(n+ 1) ≤
∫ m+1

1
ϕ(t) ≤

m∑
n=1

ϕ(n).

En faisant tendre m vers +∞ dans ces inégalités (c’est bien possible car tout converge,
séries et intégrale), on obtient :

+∞∑
n=1

ϕ(n+ 1) ≤
∫ +∞

1
ϕ(t) ≤

+∞∑
n=1

ϕ(n)

ce qui s’écrit encore :
S(x)− ϕ(1) ≤

∫ +∞

1
ϕ(t) ≤ S(x).

On obtient finalement :∫ +∞

1
ϕ(t) dt ≤ S(x) ≤ ϕ(1) +

∫ +∞

1
ϕ(t) dt ≤ 1 +

∫ +∞

1
ϕ(t) dt.
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(c) L’intégrale en jeu a été calculée à la question 6.(a). On obtient donc :

ln(1 + x) ≤ S(x) ≤ ln(1 + x) + 1.

D’où en divisant par ln(1 + x) > 0 :

1 ≤ S(x)
ln(1 + x) ≤ 1 + 1

ln(1 + x) .

Comme lim
x→+∞

1 + 1
ln(1 + x) = 1, lim

x→+∞

S(x)
ln(1 + x) existe et vaut 1 par théorème des gen-

darmes, ce qui se récrit S(x) ∼
x→+∞

ln(x+ 1) .

Enfin, remarquons que ln(x+ 1)
ln(x) =

ln(x) + ln(1 + 1
x)

ln(x) = 1 +
1
x)

ln(x) → 1 lorsque x → 0.

Ainsi, ln(1 + x) ∼
0

ln(x), et donc S(x) ∼
x→+∞

ln(x).

7. (a) Puisque S′(x) =
+∞∑
n=1

1
(n+ x)2 > 0, S est strictement croissante sur [0,+∞[. De plus,

S(x) ∼
x→+∞

ln(x), d’où lim
x→+∞

S(x) = +∞.
Dressons le tableau de variation de S.

x 0 1 +∞

S′(x) π2

6 + π2

6 − 1 +

S
0

1
+∞

(b) Reste enfin à tracer l’allure de la courbe représentative de S.

Exercice 3 (Edhec 2005)
Partie I : étude de quelques variables aléatoires liées à l’épreuve.

1. (a) L’événement « le joueur obtient n faces numérotées 1 lors des n premiers lancers » s’exprime
ensemblistement par l’événement U1 ∩ · · · ∩ Un.

L’expérience se faisant en deux étapes, nous allons appliquer la formule des probabilités to-
tales avec le système complet d’évènements (E,E) correspondant au résultat de la première
expérience (le choix du jeton) :

P

(
n⋂
k=1

Uk

)
= P (E)PE

(
n⋂
k=1

Uk

)
+ P (E)PE

(
n⋂
k=1

Uk

)
.

Une fois le jeton choisi, le résultat d’un lancer n’influe pas sur le suivant, et donc les événe-
ments (Uk)k∈J1,nK sont indépendants pour les probabilités PE et PE . De plus, PE(Uk) = 1

2
et PE(Uk) = 1 pour tout k ∈ J1, nK. D’où :

P

(
n⋂
k=1

Uk

)
= P (E)

n∏
k=1

PE (Uk) + P (E)
n∏
k=1

PE (Uk)

= 1
2 ×

1
2n + 1

2 × 1 = 2n + 1
2n+1 .
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Remarque. Contrairement à ce que l’on pourrait penser, les événements Uk ne sont pas
indépendants pour la probabilité P . En effet, si on a par exemple obtenu 1 au premier
lancer, il est plus probable qu’on soit en train d’utiliser le jeton J2 plutôt que le jeton J1,
et donc il est plus probable d’obtenir de nouveau un 1 au second lancer. Au contraire, si
le premier lancer a donné un 0, alors nous sommes sûr que nous jouons avec le jeton J1, et
donc nous avons une chance sur 2 d’obtenir un 1 au lancer suivant.

(b) On nous donne ici la conséquence de l’épreuve, et on cherche la probabilité de la cause, à
savoir PU1∩···∩Uk

(E). On applique la formule de Bayes :

PU1∩···∩Uk
(E) = P (E ∩ U1 ∩ · · · ∩ Un)

P (U1 ∩ · · · ∩ Un) = P (E)PE(U1 ∩ · · · ∩ Un)
P (U1 ∩ · · · ∩ Un) =

1
2 ×

1
2n

2n + 1
2n+1

= 1
1 + 2n .

Cette probabilité tend vers 0 lorsque n tend vers +∞. Cela s’interprète aisément : plus on
obtient de 1 de suite lors des premiers lancers, plus il est probable que le jeton utilisé soit
J2.

2. (a) Soit n ∈ N∗. On cherche à calculer la probabilité de l’évènement :

[X = n] = U1 ∩ · · · ∩ Un−1 ∩ Un.

Toujours par la formule des probabilités totales appliquée avec le système complet d’évènements
(E,E) :

P (X = n) = P (E)PE(U1 ∩ · · · ∩ Un−1 ∩ Un) + P (E)PE(U1 ∩ · · · ∩ Un−1 ∩ Un).

Or, si on joue avec le jeton J2, alors nous ne ferons jamais de 0, et donc PE(U1 ∩ · · · ∩
Un−1 ∩ Un) = 0.
En revanche, si on joue avec le jeton J1, on obtient par indépendance des évènements Uk
pour la probabilité PE que PE(U1 ∩ · · · ∩ Un−1 ∩ Un) = 1

2n .

En substituant :

P (X = n) = 1
2 ×

1
2n + 1

2 × 0 = 1
2n+1 .

(b) Puisque ([X = n])n∈N est un système complet d’évènements (car X(Ω) = N) :

+∞∑
n=0

P (X = n) = 1 ⇒ ‘ P (X = 0) = 1−
+∞∑
n=1

P (X = n).

Or :
+∞∑
n=1

P (X = n) =
+∞∑
n=1

1
2n+1 = 1

22
1

1− 1
2

= 1
2

en reconnaissant une série géométrique de raison 1
2. Ainsi :

P (X = 0) = 1− 1
2 = 1

2 .

Ce résultat était prévisible : si on joue avec J2, alors X = 0 (on n’aura jamais de face 0),
alors que si on joue avec J1, on finira presque sûrement par avoir une face 0.
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(c) X admet une espérance si, et seulement si, la série
∑
n≥0

nP (X = n) =
∑
n≥0

n

2n+1 converge

absolument, donc converge puisque son terme général est positif. Et c’est bien le cas
puisqu’il s’agit d’une série géométrique dérivée de raison 1

2 ∈] − 1, 1[. X admet donc une
espérance, et :

E(X) =
+∞∑
n=0

n

2n+1 = 1
4

+∞∑
n=1

n

2n−1 = 1
4

1(
1− 1

2

)2 = 1

(d) Par le théorème de transfert, X(X − 1) admet une espérance si, et seulement si, la série∑
n≥0

n(n−1)P (X = n) =
∑
n≥0

n(n−1) 1
2n+1 converge absolument, donc converge car elle est à

termes positifs. On reconnait une série géométrique dérivée deux fois, de raison 1
2 ∈]−1, 1[.

Elle converge donc, et E(X(X − 1)) existe bien et vaut :

E(X) =
+∞∑
n=0

n(n− 1) 1
2n+1 = 1

8

+∞∑
n=2

n(n− 1) 1
2n−2 = 1

8
2(

1− 1
2

)3 = 2.

Par linéarité de l’espérance, E(X2) existe et vaut :

E(X2) = E(X(X − 1)) + E(X) = 2 + 1 = 3.

Et par la formule de Huygens, V (X) existe et vaut :

V (X) = E(X2)− E(X)2 = 3− 1 = 2.

3. (a) On procède de manière analogue que pour X. Par la formule des probabilités totales :

P (Y = n) = P (E)PE(Y = n) + P (E)PE(Y = n).

On a toujours PE(Y = n) = 1
2n . En revanche, si l’on joue avec le jeton J2, la première face

1 apparait nécessairement lors du premier lancer et donc PE(Y = 1) = 1 et PE(Y = k) = 0
si k ≥ 2. On obtient donc :

P (Y = 1) = P (E)PE(Y = 1) + P (E)PE(Y = 1) = 1
2 ×

1
2 + 1

2 × 1 = 3
4

et pour n ≥ 2 :

P (Y = n) = P (E)PE(Y = n) + P (E)PE(Y = n) = 1
2 ×

1
2n + 1

2 × 0 = 1
2n+1 .

(b) En procédant de même que pour X :

P (Y = 0) = 1−
+∞∑
n=1

P (Y = n) = 1
4 −

+∞∑
n=2

1
2n+1 = 1

4 −
1
8

1
1− 1

2
= 0.

(c) Y admet une espérance si, et seulement si, la série
∑
n≥0

nP (Y = n) converge absolu-

ment, donc converge car le terme général de cette série est positif. La nature d’une série
ne dépendant pas de ses premiers termes, il est équivalent d’étudier la convergence de

9
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∑
n≥2

nP (Y = n) =
∑
n≥2

n
1

2n+1 . On reconnait là encore une série géométrique dérivée de

raison 1
2 ∈]− 1, 1[ qui converge donc. Ainsi E(Y ) existe et vaut :

E(Y ) = 3
4 +

+∞∑
n=2

n
1

2n+1 = 3
4 + 1

4

+∞∑
n=2

n
1

2n−1 = 3
4 + 1

4

(+∞∑
n=1

n
1

2n−1 − 1
)

= 3
4 + 1

4

 1(
1− 1

2

)2 − 1

 = 3
4 + 3

4 = 3
2 .

(d) Toujours par théorème de transfert, Y (Y − 1) admet une espérance si, et seulement si, la
série

∑
n≥0

n(n− 1)P (Y = n) converge absolument, donc converge car son terme général est

positif. Or ses deux premiers termes sont nuls, et pour n ≥ 2, n(n−1)P (Y = n) = n(n− 1)
2n+1 .

On retombe sur la série étudiée à la question 2.(d). Donc E(Y (Y − 1)) existe et vaut 2.

Par linéarité de l’espérance, E(Y 2) existe et vaut :

E(Y 2) = E(Y (Y − 1)) + E(Y ) = 2 + 3
2 = 7

2 .

Et par la formule de Huygens, V (Y ) existe et vaut :

V (Y ) = E(Y 2)− E(Y )2 = 7
2 −

9
4 = 5

4 .

4. (a) X et Y prennent leurs valeurs dans N, donc S prend également ses valeurs dans N. Nous
pouvons même affirmer que S ne prend pas la valeur 0, car cela signifierait que X et Y
prennent simultanément la valeur 0, et donc que le joueur n’a obtenu aucun 0 et aucun 1
lors de ses lancers.

Réciproquement pour tout k ∈ N∗, l’évènement [S = k] peut bien être réalisé, dans
l’éventualité par exemple où l’on choisit le jeton J1 et qu’on obtient la face 0 sur les (k− 1)
premiers lancers, et la face 1 au k-ème lancer.

Ainsi S(Ω) = N∗.
(b) On ne peut avoir simultanément X = 1 et Y = 1, car cela signifierait que le premier lancer

a donné un 1 et un 0. Ainsi :

[S = 1] = ([X = 0] ∩ [Y = 1]) ∪ ([X = 1] ∩ [Y = 0]).

et ces évènements sont incompatibles. D’où :

P (S = 1) = P ([X = 0] ∩ [Y = 1]) + P ([X = 1] ∩ [Y = 0]).

Étudions chacun de ces termes :
• [X = 1] ∩ [Y = 0] ⊂ [Y = 0], et donc 0 ≤ P ([X = 1] ∩ [Y = 0]) ≤ P (Y = 0) = 0.
• L’évènement [X = 0] ∩ [Y = 1] est réalisé si, et seulement si, le joueur n’a obtenu que

des faces 1 et il a obtenu une face 1 au premier tirage, ce qui est équivalent au fait que
le joueur n’obtient que des faces 1. Ainsi [X = 0] ∩ [Y = 1] = [X = 0], et donc :

P ([X = 0] ∩ [Y = 1]) = P (X = 0).

Finalement :

P (S = 1) = P ([X = 0] ∩ [Y = 1]) + P ([X = 1] ∩ [Y = 0]) = P (X = 0) = 1
2 .

10
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(c) Soit n un entier supérieur ou égal à 2. Si [X = n] est réalisé, alors le premier 0 est apparu
au n-ème lancer, de sorte que les lancers 1 à n − 1 ont nécessairement produit des 1 :
l’évènement [Y < n] est donc réalisé (et on peut même affirmer que Y = 1 alors). Ainsi,
[X = n] ⊂ [Y < n] .

De même, on montre que [Y = n] ⊂ [X < n] .

Écrivons :

[S = n] = ([X = n] ∩ [Y < n]) ∪ ([X < n] ∩ [Y = n]) ∪ ([X = n] ∩ [Y = n]).

Or [X = n] ∩ [Y = n] = ∅ car X et Y ne peuvent prendre simultanément la même valeur
(le lancer n ne peut donner à la fois les faces 0 et 1), et [X = n] ∩ [Y < n] = [X = n] et
[X < n] ∩ [Y = n] = [Y = n] à l’aide des inclusions établies précédemment. On obtient
donc :

[S = n] = [X = n] ∪ [Y = n].

(d) Soit n ∈ N∗. Les évènements [X = n] et [Y = n] étant incompatibles, on obtient :

P (S = n) = P (X = n) + P (Y = n) = 1
2n+1 + 1

2n+1 = 1
2n =

(
1− 1

2

)n−1 1
2 .

On reconnait là une loi géométrique, donc S ↪→ G

(1
2

)
. En particulier, E(S) et V (S)

existent et :
E(S) = 1

1
2

= 2 et V (S) =
1− 1

2(
1
2

)2 = 2.

5. (a) A priori, I prend ses valeurs dans N. Mais le premier lancer donne toujours un 0 ou un 1,
de sorte que soit X = 1, soit Y = 1. Et donc on a toujours min(X,Y ) ≤ 1.
Ainsi, I ne peut prendre que les valeurs 0 ou 1 : c’est une variable de Bernoulli.

(b) Remarquons que [I = 0] = [X = 0] ∪ [Y = 0]. Ces deux événements sont incompatibles
comme expliqué à la question 4.(a). D’où :

P (I = 0) = P (X = 0) + P (Y = 0) = 1
2 .

Ainsi I ↪→ B

(1
2

)
et donc E(I) et V (I) existent et valent :

E(I) = 1
2 et V (I) = 1

2

(
1− 1

2

)
= 1

4 .

Partie II : simulation des variables X et Y .

6. (a) La ligne 3 permet de choisir un jeton : la commande rd.randint(1,3) renvoie 1 ou 2 de
manière équiprobable. La variable jeton contient donc le numéro du jeton choisi.

Les lignes 4 et 8 simulent sur le même principe le choix d’une face, celle-ci valant 0 ou 1.
Et la variable lancer contient la valeur de cette face.

Si le jeton choisi est J1 (c’est-à-dire si jeton == 1 est réalisé), alors on poursuit les lancers
avec ce jeton. Tant que de nouveau lancers donnent une face numérotée 1 (c’est-à-dire tant
que lancer != 0), on effectue un nouveau lancer, tout en prenant soin d’affecter à X la
valeur X+1, de sorte que cette variable compte le nombre de lancers nécessaires à l’obtention
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d’une face 0. À la sortie de cette boucle, X contient bien le rang de la première face 0 obtenue
si le joueur choisit le jeton J1.

Et si on joue avec J2, alors on ne passe pas dans la boucle if (ni while du coup), et X
garde la valeur 0. C’est bien ce qu’on souhaite puisque la face 0 ne peut être obtenue avec
le jeton J2.

(b) A priori, la boucle while pourrait ne jamais s’arrêter, si on joue avec J1 et que l’on obtient
une infinité de faces numérotées 1. Toutefois, la probabilité que ceci se produise est nulle
comme mentionné dans la question 2.(b). On peut donc affirmer que le nombre de passages
dans la boucle while est fini, et que le programme finira bien par s’arrêter.

7. On reprend donc la trame du programme de la question 6. On initialise cette fois Y à 1 à la
ligne 2, puisque si on joue avec J2, alors Y prendra toujours la valeur 1. On garde les choix
aléatoires pour jeton et lancer. Dans le cas d’un tirage avec le jeton J1 (c’est-à-dire dans le
cas où jeton == 1 est réalisé), inutile de réinitialisé Y à 1, puisqu’elle contient déjà cette valeur.
On supprime donc la ligne 6 du programme de la question 6. Et on modifie la ligne 7 puisqu’on
attend maintenant qu’un lancer donne une face 1 pour s’arrêter et renvoyer Y.

Cela donne donc :

1 def simul():
2 Y = 1
3 jeton = rd.randint(1,3)
4 lancer = rd.randint(2)
5 if jeton == 1 :
6 while lancer != 1 :
7 lancer = rd.randint(2)
8 Y = Y+1
9 return Y
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