ECG2 - Maths approfondies Lycée Louis Pergaud

DS2

Correction du devoir surveillé

Exercice 1
Partie 1 : questions préliminaires

1. Montrons que € (A) est un sous-espace vectoriel de ., (R).

o La matrice nulle M = 0,, appartient bien & ¢’ (A) puisque M x A =0, = A x M.
o Soient M, N € €(A) et A\, u € R. Montrons que AM + pN appartient & €(A) :

AX (AM +uN) =X A X M+ pA x N
=AM x A+ puN x A car M,N € €(A)
= (AM + uN) x A.

Ainsi AM + pN appartient bien a € (A).

‘CK (A) est bien un sous-espace vectoriel de ., (R). ‘

2. Montrons que R[A] est un sous-espace vectoriel de ., (R).

o Pour P = Oppy, P(A) =0, de sorte que la matrice nulle appartient bien & R[A].
o Soient M, N € R[A] et A\, u € R. Montrons que AM + uN appartient a R[A].
Puisque M, N € R[A4], il existe P,Q € Rz] tels que M = P(A) et N = Q(A). Des lors :

AM + uN = AP(A) + uQ(A) = (AP + uQ)(A) = R(4)

o R = AP + puQ € Rlz]. Ainsi, AM + pN appartient bien a R[A].

‘]R[A] est donc un sous-espace vectoriel de ., (R). ‘

Montrons a présent que R[A] C ¥ (A). Soit pour cela M € R[A]. Par définition, il existe
P € R[z] tel que M = P(A). Or, on sait par le cours qu'un polynoéme en A commute avec A.
Donc M appartient bien a ¢’ (A). D’ou l'inclusion ‘]R[A] C E(A). ‘

Remarque. Démontrons ce point de cours a la main (si des fois il n’était pas connu le jour du
DS). Notons pour cela P = apz® + ap_12" 1+ 4+ a1z + ag. Alors :

Ax M =AxP(A)=Ax (apA + a1 A 4 A+ aol,)
= akAk+1 + ak_lAk —+ -+ a1A2 + aoA
- (akAk Tap AL g At aOIn) x A
=PA)x A=M x A.
On a ainsi vérifié « a la main » que M appartient a € (A).

3. Pour toute matrice M € .#,(R) :

Iy xM=M=M x I,.

Ainsi M appartient a € (I,,). D’ou l'inclusion ., (R) C € (I,,) et donc I'égalité ‘ C (1) = Mn(R) ‘

En particulier, | %' (1,,) est de dimension n?.
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Soit M € R[I,]. Par définition, il existe un polynéme P € R[z], qu'on écrit P = apz® +
ap_12" 1 4+ - 4 a1z + ag, tel que :

M = P(I,) = apIf + ap_1 IF 4+ -+ ar Ly + aoly, = (ag + ag—1 + -+ + ay + ag) L.

On remarque que M appartient a Vect(l,). Ainsi R[],] C Vect(I,,).

Réciproquement, I, = P(I,) pour P = z, et appartient donc & R[I,]. Puisque R[[,] est un
sous-espace vectoriel, on en déduit l'inclusion Vect(I,) C R[I,].

Ainsi, ‘R[In] = Vect(I,,) | Or (I,) est une famille génératrice de Vect(l,), et libre car constituée
d’un vecteur non nul. C’est donc une base de cet espace. On en déduit que :

| dim(R[1,]) = dim(Vect(I,)) = 1.|

Partie 2 : cas d’une matrice diagonale a coefficients diagonaux 2 a 2 distincts

4. Etude de ¢(D).

(a) Pour M = (m j)i<ij<n € #n(R), calculons :

7TL171)\1 m172A2 . m17n>\n ml,l)\l ml’g)\l e ml,n)\l

mo1A1 Mogdy - MapA mo1da Mogda - MopA
M x D = 2,111 2,2/1\2 2,n\n 7 Dx M= 2,112 2,2/1\2 2,nN\2

mn71)\1 mn’g)\g e mnyn)\n mn’l)\n mnyg)\n N mn,n)\n

(b) M appartient & € (D) si, et seulement si, M x D = D x M, ce qui équivaut a (avec le calcul
effectué a la question précédente) :

V(i,j) € [L,n], i # j, mijAj = miN;
Et comme les réels Ay, ..., A, sont supposés deux a deux distincts, ceci est encore équivalent

a:
m;; =0 pour tout ¢ # j.

Ainsi, | M appartient & ¢'(D) si, et seulement si, M est une matrice diagonale.

(c) Par la question précédente :

0 IR

€ (D) = . EZ _ s M1y g € RS ={ By + p2FBap + pinEnp, p1,- .5 pin € R}
R
0 ... 0 pup

= Vect (E11,...,Enn),

ot les E; j désignent les matrices élémentaires qui constituent la base canonique de .#,(R).
La famille (E 1, ..., Eyy) est donc génératrice de € (D), et libre en tant que sous-famille
de la famille libre (E; ;)1<ij<n. C’est donc une base de €' (D), ce qui permet de conclure

que ‘dim(‘f(D)) =n. ‘

5. Etude de R[D].
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(a) Soit P = axz® + --- 4+ a1z + ap un polynéme de

P(D) = apD* + - + a1 D + apl,

Lycée Louis Pergaud

R[z]. Calculons :

Moo 0 A0 0
Y 0 A
—a| VM totar| +aol,
: -0 P
0 0 \e 0 0 \n
ak)\]f+---+a1)\1—|—ao 0 0
_ 0 agAs + -+ a1 do + ag
: ’ . 0
0 0 apAf 4+ 4+ ag\, +ag
P(\) 0 0
_ | 0 P(h)
: ' . 0
0 0 P\
(b) Avec le calcul précédent, on peut écrire :
POy) 0 0
PD)=0e | O PO ~ 0,
: ’ 0
0 0 P(\)
& PAM)=--=P(\,) =0

Ainsi,

P est un polynoéme annulateur de D si, et seulement si, Aq, ..

., Ap, sont racines de P.

(¢) Suppsons que P soit un polynéme annulateur non nul de D. D’apres la question précédente,

A,
P # Ogy), tel que :
P=(xz—X)Xx---

En prenant le degré, on obtient :

, An sont racines (distinctes) de P. 1l existe donc @ € Rlz], @ # Og[z] puisque

X (z— Ap) X Q(x).

‘deg(P) =n+ deg(Q) > n. ‘

(d) Montrons que (I, D, ..., D" ) est une famille libre de R[D]. Soit pour cela ay, . ..

des réels tels que :

y Qp—1

aol, + oD+ -+ Oénlen_l = 0,.

Montrons que ag = a1 = -+ = a, = 0.

En notant Q = o, 12" ' + --- + a2 + ag, 1'égalité précédente se récrit Q(D) = 0. Le
polyndéme @ est donc annulateur de D et est de degré < n — 1. Par la question précédente,
Q est donc le polynéme nul. En particulier, tous ses coefficients sont nuls :

ag=Q1 =---

La famille (I,, D, ..., D" 1) est donc libre.

(e) (In,D,..., D" 1) est une famille libre de R[D].

supérieure ou égale au cardinal de cette famille,

=a, =0.

Par conséquent, R[D] est de dimension
c'est-a-dire dim(R[D]) > n.

Or, on a vu a la question 2. que R[D] C ¥ (D) et a la question 4.(c) que dim(%' (D)) = n.

1l suit que [R[D] = €(D). |
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6. Etude de # = {M € .#,(R), M? = D}.
(a) Soit M € #. M satisfait donc M? = D. Calculons :

MxD=MxM?=M?>xM=D x M.

Ainsi, | M appartient a CK(D)‘

Or, d’apres la question 6.(a), le commutant de D est formé des matrice diagonales. Par

conséquent, il existe uq, ..., u, des réels tels que :
M1 0 .. 0
M — 0 12
R (|
0 ... 0 un
(b) Substituons dans 1’équation M? = D :

p2 0 ... 0 A0 ...00
o 0 R '
0 ... 0 pu2 0 ... 0 X\

Par identification, on obtient u% =A,..., u% = An, SOit 1 = £V A1, ..., = £V A
Ainsi, si M appartient a %, alors M est 'une des 2™ matrices :
1V )\1 0 . 0

0 E2vV )\2 ’ :

: 0

0 . 0 envn
ou pour tout 1 < ¢ < n, g; = £1. Réciproquement, toutes ces matrices sont clairement
dans #Z. Par conséquent :

61\/)\71 0 0
B = 0 £2v/ A2

, E1,...6n € {—1,1}

: - 0
0 0 eV

et | Z est bien de cardinal 2" |

Partie 3 : cas des matrices de taille 2 x 2

7. Pour tout A € .#>(R), €(A) est un sous-espace vectoriel de .#5(R) qui est de dimension 4, donc
dim(%'(A)) < 4. Et on a vu a la question 3. que dim(%(/2)) = 4. On peut donc conclure que :

max dim(%(A4)) = 4.

A€ (R)
10 . R . . .
8. (a) Pour D = (O 2), on sait d’apres la question 4.(c) que dim(%¢'(D)) = 2. 1l suit que
min_ dim(%(A4)) < 2.
A (R)
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(b) Supposons qu’il existe A € .#2(R) tel que dim(%(4)) < 1.

i. Puisque I,, appartient a €(A) et que € (A) est un sous-espace vectoriel de .#2(R), on
obtient I'inclusion Vect(I,,) C € (A). Mais, on I'a vu, Vect([,,) est de dimension 1, alors
que dim(%(A)) < 1 par hypothese. Par conséquent :

Vect(I,) = € (A).

Or, A appartient également & ¢ (A) = Vect(I,). On peut donc conclure qu’il existe

)\ERtelque

ii. Toute matrice de .#>(R) commute avec A\l2, de sorte que :
¢(A) = €(M2) = AH(R).

Or ce sous-espace est de dimension 4, et non de dimension < 1. D’ou une contradiction.
Ainsi, pour tout A € #2(R), dim(%€(A)) > 2. On en déduit I'inégalité :

min  dim(%'(A)) > 2.
Ae. 1 (R)

Et avec le résultat de la question 8.(a), on peut donc conclure que :

in  dim(¢(A)) = 2.
A8 im(%€'(A))

Exercice 2 (Edhec 2020)
Partie 1: préliminaires (les trois questions sont indépendantes)

1. (a) Proposons deux méthodes pour cette question.

Méthode 1. Par I’inégalité des accroissements finis.

Soit k € N*. La fonction f = In est continue sur 'intervalle [k, k+ 1], dérivable sur |k, k+1]
et on a :

1
Vt €lk, k + 1], P < f(t) =

L’inégalité des accroissements finis nous assure alors que :

1
- <
;=

1
k

<Iln(k+1)—1In(k) <

> =
el e

Méthode 2. Par encadrement d’une intégrale.
Soit k € N*. La fonction ¢ — 1 est continue et décroissante sur [k, k + 1], d’ott :

vt e [k, k+1], — <
Par croissance de 'intégrale, on obtient :

k+1 1 k+1 1 k+1 1
—dt < —dt < —dt
/k k—+1 _/k t _/k k7

soit encore :




ECG2 - Maths approfondies

(b)
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En sommant les inégalités précédentes pour k = 1,...,n — 1, on obtient :
n—1 - -1y
(In(k+1) —In(k)) < —
Z n(k + n(k)) Z X
kzl k=1 k=1
c’est-a-dire :
n 1 n—ll
Z Z <In(n) —In(1) < T
k=2 k=1
D’ou : .
1 1
—1 <In( <=
n(n ; E— n
Ce qui se réécrit :
1
0<—-—<u,<1
n
On a donc montré que :
‘VneN*, 0<u, <1
Soit n € N* et t € [0,z], on a :
- 1 — "
=3 =1
S-S il
p=1 p=0 t;ﬂ
Ainsi :
" 1—t"
Vn € N*, Vvt € |0, z], .
" 0.2, 2 1—¢

On integre I’égalité de la question précédente entre 0 et x :

2 2 1 —"
/ Zﬂ’—ldt:/ dt
0 2= o 1-t

Or, par linéarité de l'intégrale (sur un segment) :
/ th 1dt—Z/ =t dt =
p=

Egalement par linéarité de l'intégrale (sur un segment) :

1 p

x ] _qm v v gm z yn
dt= [ —dt— dt = —1In(1 — z) — dt.
/0 1—¢ 01—t /0 1—¢ n(1 - ) /0 1—¢

Finalement :

P Togn
Y n(l—2) —
Z n(l—x) /0 T—%

dt.

Pour tout t € [0,z (ot z € [0,1] est fixé), on a 1 —x < 1 — ¢, de sorte que :

" "
<
1—-¢t 71—

On en déduit, en intégrant sur le segment [0, z] :

T 1 gntl
0< dt <
_/0 1—-t ~—1—x2n+1

1 xn+1

vt € [0, z], 0<

Par croissances comparées, lim
n—s4+o0o 1l —xn+1

on peut conclure que

X tn
lim / dt existe et vaut 0.
n—+oo Jg 1 —1t

X

= 0. Et d’apres le théoreme des gendarmes,
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(d) D’apres la question 2.(b) et la question 2.(c) :

m P o
Z—:—ln(l—x)—/ dt — —In(1—2x).
0

=1 P 1-—t n—+400
+00 xp
Donc |la série de terme général % est convergente | et — =—1In(1 —2).
-1 P
=1
3. (a) Soit n € N*. Calculons :
n k n o n
Z ck = Z Z a;by_; = Z Z a;by—;
k=1 k=11i=1 1=1 k=i
n n n n—
3 (w3ne) =3 (w2
i=1 k=i i=1 j=0

Comme les suite (a;)ien+ et (b)) en sont a termes positifs, il suit :
n

ViE[[l,nﬂ, aiz_:bjgaiz:bj
§=0

Jj=0

Ainsi :

En reprenant les calculs faits plus haut (en remplagant n par 2n), on obtient :

2n 2n 2n—1
D k=2 |a 2 b
k=1 i=1 7=0

La encore, comme les suite (a;)ien+ et (b;)jen sont a termes positifs, il suit :
2n n 2n—1
IS 3l S 3 )
k=1 i=1 j=0

Pour tout i € [1,n], on a 2n — i > i et donc :

Ainsi :

Finalement, on obtient que :

n n n 2n
Vn € N*, ch < (Z ak> (Zbk> < ch.
k=1 k=1 k=0 k=1

Autre méthode. Disposons les réels ai et by dans un tableau comme suit.
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l = l= o =n—-1 f=n ... £=2n—-1
k=1 | atbp aiby -+ aiby, - a1bon—1
k 2 CLQbO azbl s ce azbgnfl
k=n anbg anban—1
k =2n a?n,b() a2nb1

n

La somme des termes en bleu est précisément Z ¢k, celle des termes et bleu et en vert est

() (550)

k=1
2n

, et celle des termes en bleu, en vert et en rouge est Z c. Comme tous

k=1

les réels ay, et by sont positifs, on a donc bien que :

n n n 2n
Vn € N*¥, ch < (Z ak> (Zbk> < ch.
k=1 k=1 k=0 k=1

(b) Les séries de terme général a,, et b, sont a termes positifs et convergent. Par conséquent :

()

N

Vn € N,

n n
0< ) ap < A4, et 0<> b <B.
k=1 k=0

A l’aide de la premiere inégalité de la question précédente, il suit :

Vn € N, Z c, < AB.
k=1

La série de terme général (c,)nen est a termes positifs, et la suite de ses sommes partielles

est majorée. Par le cours, E cn, converge donc.

n>1

En passant a la limite dans les inégalités obtenues a la question précédente (tout converge),

on obtient :

+00 +00 +o0o +00 +00
ch < AB < ch, et donc ch: <Z an> (Z bn> .
k=1 k=1 n=1 n=1 n=0

i. Puisque x > 0, les séries de termes généraux a,, et b, sont a termes positifs.

Comme z € [0,1] la série de terme général b, est une série géométrique de raison
appartenant a | — 1, 1], elle converge donc.

On a montré a la question 2.(d) que la série de terme général a, converge et que

+oo
Z ar = —In(1 — z).
k=1

Finalement,

les séries Z an et > b, sont a termes positifs et convergentes.

ii. Calculons pour n € N* :

n k

n n
cn:Zakbn,k: Z%x”_k ::U”Z
k=1 k=1

k=1

=
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Partie 2: étude d’une fonction définie comme somme d’une série

4. (a) Pour z € [0, 1], en prenant les suites définies a la question 3.(c), on obtient :

(%)= () () |- (57) (57)

k=1 n=1

(b) On sait d’apres la partie 1 et le cours que :

+00 n +00 1
Z— —In(1—2) et r;)a:n:l—x'
Ainsi :
XR(&1 —In(l—2z
()
5. (a) La fonction f : u — In(u) est de classe €2 sur R* et on a f"(u) = —% < 0. f est donc

concave sur R , et € est donc en dessous de toutes ses tangentes. En particulier elle est
en dessous de sa tangente en 1 qui a pour équation y = f'(1)(z — 1) + f(1) = z — 1. Par
conséquent :

VueR:, In(u)<u—-1<u

Ainsi : Vue R} In(u) < wu.

(b) Rappelons que z € [0, 1] est fixé. Alors :
e pour tout n € N*, 0 < (In(n))2" < na™ = x x (na™ 1) ;
e la série de terme général nx™ est convergente en tant que série géométrique dérivée de
raison appartenant a | — 1, 1][.

Par théoréeme de comparaison, |la série Z(ln(n))x" est convergente.

+0o0

6. On pose :  f(z) = Z(ln(n))x"

n=1

(a) On a vu a la question 1.(c) que, pour tout n € N* :

n
1
0< ——1 <1
<37 —In(w)
k=1
On en déduit ’encadrement suivant :

Y i-t<hm <Y

k=1 k=1

Rﬂrﬂ
Rﬂ*ﬁ

D’ou, en multipliant par 2™ > 0 :
n 1 n
" - —z" <1

Il a déja été démontré que tous les termes de cette inégalité sont les termes généraux de
séries convergentes, on peut donc sommer ces inégalités pour tout n > 1 (tout converge).

On obtient :
+00 n +o0o n 1
915 SEI B SEERVIEES o (50 o5y
n=1 k=1 n=1 k=1
D’ou, en exploitant le résultat de la question 4.(b) :

aﬂrﬂ

- < f(z) <

l1—=z l1—=z

—In(1—2) x —In(1—=z)
11—z
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(b)

Pour z € [0,1], on a w > 0. En quotientant I'inégalité de la question précédente par
—In(1—2) . .
—1—,  on obtient :
x f(z)
< <
1+1n(1—m) = —ln(l-z) s
11—z
: : B . - - f(=)
Puisque lim 1+ = 1, on obtient par le théoréme de gendarmes que lim ————
e—1- In(l—x) p1- —In(z)
—x
existe et vaut 1. Ainsi :
—In(1—2)
f@) v ——

Soit (z,y) € [0,1[? avec x < y. Pour tout n € N* :
In(n)z" <lIn(n)y".

D’ou, en sommant (tout converge) :

“+oo “+oo
fl@) =" In(n)z" < In(n)y" = f(y).
n=1 n=1

Ainsi ‘ f est croissante sur |0, 1[‘

& Mise en garde.

f étant définie par une somme infinie, il n’est pas du tout clair que f soit dérivable,
ni méme continue. Pour montrer que f est croissante, on ne peut donc pas dériver f.
11 faut donc le faire « & la main » en prenant x < y et en montrant que f(z) < f(y).

+o0
—In(1 =
Remarquons que f(0) = E In(n) x 0 = 0. De plus, lim M = 4o00. Par équiva-
ne1 rz—1— 1—=2x
lence, il suit que linla f(z) = +00. On obtient le tableau de variations suivant.
x— 1"

0

Tout d’abord, d’apres I’étude de variations précédentes, on a pour tout z € [0, 1], f(z) > 0.
D’autre part :

400 “+00 +0o0o
f(z) = Z(ln(n))ﬂl =In(1l)z + Z(ln(n))x” = Z(ln(n))x”
n=1 n=2 n=2

Pour tout n € N*, on a In(n) < n, et donc In(n)z™ < na™ car x > 0. Or ce sont des termes
généraux de séries convergentes. D’oul en sommant (tout converge) :

“+00 —+o00
fz) = Z(ln(n))x" < Z na"
n=2 n=2
Or :
+00 400 +00 . x
nx" = nt" —r ==z ny" " —x = -
=M > =P
Ainsi :
z
Vz € [0,1], 0< f(x) e -

10
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b) Comme lim —— — x = 0, il suit par le théoreme des gendarmes que lim f(x) existe
( ) z—0t (1 — 1’)2 P & d z—0*t f( )

et vaut 0 = f(0). Donc ‘ f est continue a droite en 0. ‘

Pour x # 0, on obtient & I’aide de I'inégalité obtenue a la question précédente :

fx) _ flx) = f(0) 1

0< = < —1
T x—0 ~ (1—x)?
1 - f(0
Or lim ———= —1=0. Par le théoréme des gendarmes, lim M existe et vaut
z—07t (1 — .%') z—0t z—0

0. Donc | f est dérivable & droite en 0 et f;(0) = 0.

Exercice 3
Partie 1 : étude des longueurs de séries

1. L’événement (L1 = n) est réalisé si, et seulement si, on fait n Piles suivi d'un Face ou si on fait
n Faces suivi d'un Pile. D’ou I’égalité d’événements :

(Li=n)=(PiN--NPNFy) | JEIN--NE N Pyy1).

On obtient :

((Pn--n PN F) J (P00 Fun Pag))

P
=PPiN---NP,NFy1)+P(FiN---NF,NP,y1) parincomp. des évenements
P(Py)...P(P,)P(Fpt1) + P(F1)... P(F,)P(Pnt1) par indép. des lancers

La série Z P(L; = n) converge par o-additivité d’une probabilité (les événements sont incom-
n>1
patibles), et :

“+o00 “+o00
Y P(Li=n)=Y p"q+q"p
n=1

n=1

On reconnait ici les termes généraux de deux séries géométriques de raisons p et g toutes deux
dans | — 1, 1[. Elles convergent donc. On obtient par linéarité de la somme (tout converge) que :

+00 +o0 +oo P q
Y P(Li=n)= Zp”quZq”p:qﬂeri =p+q[=1]
n=1 n=1 n=1

1—q_

Remarque. On vient ainsi de montrer que la famille d’événements ((L1 = n))pen+ est un
systéme presque complet d’évenements.

2. On note Lo la longueur de la deuxiéme série.

(a) L’éveénement (L1 = n) N (Le = k) est réalisé si, et seulement si, les n premiers lancers
donnent Pile, les k suivant donnent Face, et le n + k 4+ 1 donne pile ou l'inverse (n Faces,
puis k Piles, puis un Pile). Ce qui donne :

(L1:n)ﬁ(LQ:k):(P1ﬂ~~~ﬂPnﬂFn+1ﬁ~-~ﬁFn+kﬂPn+k+1)U(F1ﬁu-ﬁFnﬁPnHﬁ~~ﬂPn+kﬁFn+k+1)

11
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En utilisant encore une fois l'incompatibilité des évenements, puis l'indépendance des
lancers, on obtient :

P((Ll:n)ﬂ(LQZk)):P(Plﬂ'--ﬂpnﬂFn_Hﬂ'--ﬂFn+kﬁPn+k+1)
+P(FN---NF,NPy1 N NPy NEyiga1)

n+1 k+qn+1pk

=p"¢"p + q"prq|=p

(b) Par la formule des probabilités totales appliquée avec le SPCE ((L1 = n))nen+, on obtient
que pour tout k € N* :

Lz—k’ ZP Ll—n LQ—k an-i-lk n-‘rlpk

On reconnait la encore deux séries géométriques de raisons appartenant a | — 1, 1[. Tout
converge donc, et on peut appliquer la linéarité de la somme. On obtient (sans oublier le
premier terme dans les sommes des séries géométriques) :

k+oo 1 k+oo 1 g P k4 2 k=1, 2 k—1
P(Ly=k)=q¢"Y p"™ +p"> " =q TR el b U ML
n=1 n=1

(c) La variable aléatoire Ly admet une espérance si, et seulement si, la série Z kEP(Ly = k)
k>1
converge absolument, donc converge car elle est a termes positifs. Or, pour tout £ > 1 :

kP(Ly = k) = p°k¢" " + ¢*kp" 1.

On reconnait ici les termes généraux de deux séries géométriques dérivées, qui convergent
car leur raison appartient a | — 1, 1[. Par linéarité de la somme, on peut donc conclure que
E(Ly) existe et vaut :

+oo “+oo “+oo
2) =Y kP(Lya=k)=p* Y k"' +¢*> kp*!
k=1 k=1 k=1

(1—q)? (1-p)

Partie 2 : probabilité d’avoir une infinité de fois deux Pile consécutifs.

3.

4.

La fonction f : x — e~% est de classe €2 (comme composée de fonctions qui le sont), et satisfait
pour tout z € R, f”(x) = e™* > 0. Donc f est convexe. De plus, f(0) =1 et f/(0) = —1, de
sorte que la tangente en z = 0 a € a pour équation y = f(0) + (z — 0)f'(0) =1 — x.

Puisque f est convexe, sa courbe est située au dessus de toutes ses tangentes. En particulier, il

suit que, pour tout réel x :

Remarque. Une autre méthode consiste a étudier les variations de la fonction g : z — e +
x — 1, et ainsi a montrer que g est positive sur R.

(a) La série ZP(Ai) est de terme général positif, donc sa suite des sommes partielles est
i>k
croissante. Par le théoréme de la limite monotone, soit elle converge, soit elle diverge vers
400. Comme la série diverge par hypothése, on en déduit que :

HEIEOOZP
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(b) Ona C,, = U A; = ﬂ A;. On en déduit que :
i=k i=k

P(C)=1-P(C) = |1-]]P(&).
i=k

indép.

D’autre part, il suit avec la question 3. que :

Vk § ) S n, 0 S P(Al) =1- P(A,) § exp(—P(Ai)).

Par produit de ces inégalités, on obtient :

n n

[1 P(&) < exp(= > P(4)).

i=k i=k

On obtient que pour tout n > k :

P(Cn) >1—exp <_iP(Az)> :

n—-+o0o

n
De plus, P(C,,) < 1 pour tout n > k, et lim 1— exp (— ZP(AJ) = 1. Par théoréme
i=k

des gendarmes, on en déduit que | lim P(C),) existe et vaut 1.
n—-+o00

(c) Remarquons que pour tout n > k. Par théoréeme de la limite monotone, on en

déduit que :

P(Uoci> = lim P(C,)|[=1.]
i=k

n—-+o0o

(d) Pour tout i > k :

+o0o
A; CC;C U C,,.
n=k
+oo +oo
Donc U A; C U C,. Réciproquement, pour tout n > k :
i=k n=~k
n +oo
C, = U A; C U A;.
i=k i=k
+oo “+o0o
Ainsi, U C, C U A;. On en déduit que :
n=~k i=k
—+00 —+00
U=
i=k n==k
+o0o +oo
D’ou finalement P (U Ai> =P (U Cn>
i=k n=~k

5. Soit £ € N*. Notons D, I’événement « avoir deux Pile consécutifs apres le /-eme lancer ». Posons

k= {g si £ pair . Alors :
£+ 1 si/fimpair
+00
U A; C Dy
i=k
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+00
car U A; est I’évenement « obtenir Pile & un lancer d’ordre pair ainsi qu’au lancer suivant apres
i=k
le £-éme lancer » qui est bien inclus dans I’événement « avoir deux Pile consécutifs apres le £-eme
lancer ». On en déduit que :

P (UO AZ-) < P(Dy) < 1.
i=k

Or P(A;) = P(Py N Pe1) = p?. La série ZP(AZ-) diverge (grossierement). De plus, les

i>k
évenements A; sont bien mutuellement indépendants de maniére évidente. Par les questions
+oo
précédentes, on en déduit que P (U Ai> = 1. On obtient donc :
i=k

1§P(Dz)§1 = P(Dg)zl.

Il est donc quasi-certain d’obtenir deux Pile consécutifs apres n’importe quel lancer.
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