ECG2 - Maths approfondies Lycée Louis Pergaud

DS8

Correction du devoir surveillé

Exercice 1
1. On peut procéder ainsi :

1 [def un_tirage(r,v):
2 if rd.random() < r/(r+v):
3 y=0
4 else
5 y=1
6 return(y)
Rappelons que la condition rd.random() < r/(r+v) se réalise avec une probabilité de ——, ce

r+uv’
qui est exactement la probabilité de tirer une boule rouge dans une urne contenant r boules

rouges et v boules vertes.

2. On peut procéder comme suit :

1 |def simulX():

2 y=1

3 nb_rouges = 18

4 nb_vertes = 2

5 while un_tirage(nb_rouges,nb_vertes)==
6 nb_rouges = nb_rouges-1

7 y =yt

8 return(y)

On continue les tirages tant qu’on obtient des boules rouges. On fait alors évoluer la composition
de 'urne en retirant une boule rouge a chaque tirage, et en augmentant la variable y de 1 afin
de compter le nombre de tirages effectués.

3. On procede de maniére analogue pour la variable Y. On continue tant qu’il y a des boules vertes
dans I'urne. A chaque tirage, on teste si la boule tirée est rouge ou verte afin de faire évoluer les
variables nb_rouges et nb_vertes. Notons qu’on doit ici initialiser le compteur y du nombre de
tirages a 0 afin de renvoyer la bonne valeur finale.

1 [def simulY(Q):

2 y=0

3 nb_rouges = 18

4 nb_vertes = 2

5 while nb_vertes > 0 :

6 if un_tirage(nb_rouges,nb_vertes)==0 :
7 nb_rouges = nb_rouges-1
8 else

9 nb_vertes = nb_vertes-1
10 y = y+1

11 return(y)

Une autre méthode, en suivant davantage la trame du programme simulX() : On simule le
tirage de la premiere boule verte a ’aide de la fonction simulX (), et on stocke ce rang augmenté
de 1 dans la variable y. A ce stade, il reste dans I'urne 18 — (y — 1) boules dont une verte et
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18 — y boules rouges. On peut alors reprendre les tirages comme a la question précédente avec
cette nouvelle composition de 1'urne.

1 | def

simulY():

y = simulX()+1

nb_rouges = 18-y

nb_vertes = 1

while un_tirage(nb_rouges,nb_vertes)==0 :
nb_rouges = nb_rouges-1
y = y+l

return(y)

4. Voici une proposition de programme :

1 | def

LoiX(m):
loi = np.zeros(19)
for k in range(m):
i = simulX()
loil[i-1] = loif[i-1] + 1
return loi/m

On crée un vecteur loi dont la (k — 1)-éme coordonnée contiendra a la fin de la boucle for le
nombre de fois ott X = k parmi les m réalisations de X. A chaque passage dans la boucle for,
on génere une réalisation de la variable X a ’aide de la fonction simulX, qu’on stocke dans la
variable i. On augmente alors la (i — 1)-éme composante du vecteur loi de 1 afin de prendre

en compte cette réalisation.

A la fin de la boucle for on renvoie le vecteur loi, en n’oubliant

pas de le diviser par m afin de renvoyer les fréquences de réalisations (et non les effectifs).

5. On peut procéder ainsi :

[
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np.arange (1,20)
LoiX(100000)
.bar(u,v)
.show()

Remarque. On avait déterminé la loi de X dans I'Exercice 2 du DS4. Nous avions obtenu

(avec N = 20 ici) que X (2

2(N — i)

)= LN =1l et P(X = i) = mro—gs

. Ce qui semble cohérent

avec le diagramme en batons donné dans I’énoncé.

Exercice 2

1. (a) On peut procéder comme suit.

ot

def simulZ(p,N):
u = np.ones(N)
for k in range(N):
if rd.random() > p :
ulk] = -1
return u

Une autre maniere de faire est de remarquer que Z = 2X —1 ou X suit une loi de Bernoulli
de parametre p. En utilisant ce résultat, on peut procéder ainsi :
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1 |def simulZ(p,N):
2 u = 2xrd.binomial(1l,p,N)-1
3 return u

(b) La variable u contient 10000 réalisations de la variable aléatoire Z. La commande np.mean (u==1)
donne la proportion de 1 dans le vecteur u, qui correspond & une valeur approchée de la
probabilité théorique P(Z = 1) = % (par le théoréme d’or de Bernoulli). La variable a
contient donc une valeur proche de 1/3.

2. (a) Pourtoutn>1, X,, =21+ -+ Z,.

(b) Afin d’obtenir un vecteur de longueur n+1 dont la k-éme coordonnée contient I’abscisse du
point apres le k-eme déplacement, on génére les déplacements avec la fonction simulZ(p,n).
Il s’agit alors, comme vu dans la question précédente, de faire les sommes cumulées afin
d’obtenir la coordonnée du point apres chaque déplacement. On oubliera pas de commencer
le vecteur renvoyé par 0, la coordonnée du point avant le premier déplacement. Cela donne
par exemple :

1 [def marche(p,n):

2 u = np.zeros(n+1)

3 v = np.cumsum(simulZ(p,n))
1 ull:(n+1)] = v

5 return u

(¢) La commande np.sum(marche (p,n)==0) compte le nombre de 0 dans le vecteur marche (p,n).
La variable y contient donc le nombre de passages a 1’origine du point au cours de ces n dé-
placements (en prenant en compte le passage a l'origine avant de débuter ses déplacement).

(d) On peut utiliser la fonction np.arange pour créer le vecteur correspondant au nombre
de déplacements. La fonction marche(n,p) donnera quant a elle le vecteur contenant les
coordonnées du point au cours de ses déplacements. On peut donc faire comme suit.

1 |n = 1000 ; p = 1/2
2 (u = np.arange(0,n+1)
3 |v = marche(p,n)

4 |plt.plot(u,v)
5 | plt.show()

Exercice 3
1. On vérifie que f, est continue sur R sauf éventuellement en 0 et en 1, positive sur R, et telle

“+oo
que / f(t) dt converge et vaut %Z = 1. Donc f, est bien une densité de probabilité.

o0

2. Rappelons qu’on peut obtenir k! & 'aide de la commande np.prod (np.arange (1,k+1)), formule
valable aussi lorsque & = 0. On peut proposer la fonction suivante.

1 [def integrale(a,b):
2 A = np.prod(np.arange(1,a+1))

3 B = np.prod(up.arange(1,b+1))
4 C = np.prod((np.arange(1l,a+b+2)))
5 return A*B/C

3. Aucune difficulté pour cette question.
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4. La variable A contient la matrice A = <

D.

np.sort(A) la matrice (3

1 |def f(a,b,x):
2 y = (xx*a)*((1-x)**b)/integrale(a,b)
3 return y

6 12 3

711 0). On obtient a la suite de la commande

6 12

17 10l Ainsi, la commande np.sort(A) prend en argument une

matrice A et renvoie une matrice de méme taille que A et dont les lignes sont celles de A avec
les coefficients réordonnés par ordre croissant.

(a)

La variable A contient une matrice de taille m x n dont chaque coeflicient est une réalisation
d’une variable suivant une loi uniforme sur [0, 1].

La variable B contient une matrice M de méme taille m x n, et dont les lignes sont celles
de A avec les coefficients réordonnés par ordre croissant.

Enfin, la variable Y contient B[:,k-1], c’est-a-dire la k-éme colonne de la matrice M. Or
cette colonne contient par définition m réalisations de la variable Y. Ainsi, la variable
Y contient une matrice colonne (en fait ligne car Python extrait une colonne et 1’écrit en
ligne) de taille m dont chaque coefficient est une réalisation de la variable Yj.

Le programme trace alors I’histogramme des fréquences associé a ce vecteur Y (en choisissant
50 classes équiréparties). Il trace ensuite la courbe représentative de la fonction fr_1 n—g
sur le segment [0, 1].

Etant donné que I’histogramme des fréquences associé a des simulations de la variable
Y}, colle avec la courbe représentative de la fonction fj_;,—x, on peut conjecturer que la
variable Y} suit une loi béta de parametre (k —1,n — k).

On peut ajouter les lignes de commandes suivantes :

1

print (np.mean(Y))
print (np.std(Y)**2)

2

On pouvait aussi pour la variance utiliser print (np.var(Y)).

Un calcul rapide montre que pour tout n > 1 et pour tout k& € [1,n], les intégrales
+o0 +o0 L.
/ tfrk—1n—k(t)dt et / t2fk—1,n—k(t) dt convergent et valent respectivement _—kmk
o oo Iy 1k
Iit1n—k

et
I 1 n—k

. Si la conjecture de la question 5.(b) est vraie, cela montre que Yj admet une

2
, ) , . « Tin—k Tyt n—k Ik
espérance et une variance, égales respectivement a et — . On
Ik Ig—1n—k I 1 n—k
peut donc proposer les lignes de commandes suivantes afin d’obtenir une valeur approchée

de E(Yy) et V(Yy).

1 [E = integrale(k,n-k)/integrale(k-1,n-k)

2 [E2 = integrale(k+1,n-k)/integrale(k-1,n-k)
3 | print (E)

4 | print (E2-E**2)




