ECG2 - Maths approfondies

Semaine 1, colle du 18/09/2023

Lycée Louis Pergaud

Colle 1. Elena Marsoudet
Question de cours. Propriétés de la trace.

Exercice 1
Représenter dans le plan ’ensemble des points de coor-

données (a,b) € (R%)? tels que la série de terme général
n

Up = soit convergente.
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Exercice 2

Soit n un nombre supérieur ou égal a 2.

On dit qu’une matrice M € ., (R) est nilpotente s'il existe
un entier k € N* tel que MF* est la matrice nulle.

1. (a) Donner un exemple de matrice nilpotente non
nulle de 45 (R).

(b) Une matrice nilpotente peut-elle étre inversible
? Que dire de son rang ?

(c) Montrer qu’une matrice nilpotente semblable a
une matrice diagonale est nécessairement la ma-
trice nulle.

2. Soit M une matrice de 4, (R) (n > 2) nilpotente.

(a) Montrer que la matrice A = I,, — M est in-
versible et déterminer son inverse.

(b) Montrer que I,, — A~! est nilpotente.

Colle 2. Clément Noir

Question de cours. La convergence absolue implique la
convergence simple.

Exercice 3
On donne a € R . Discuter suivant a, la nature de la série
de terme général :

/n/ll

Uy = ——.
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Exercice 4
On dit qu’une application f de E dans E admet z pour
point fixe si f(x) = .

Soit f et g deux applications définies sur [0,1], & valeurs
dans [0, 1], continues et telles que fog=go fet f <g.

1. Montrer que f admet au moins un point fixe xg et
qu’alors g(zg) est encore point fixe pour f.

2. En utilisant une suite définie a partir de xy, montrer
que f et g ont un point fixe commun.

Colle 3. Sami Noui

Question de cours. Matrices semblables et polynomes
de matrices.

Exercice 5
1. Soit & € R\ {1}. Déterminer la nature de la série de

t énéral ———.
erme général — - )

On pourra distinguer les cas ot o < 1 et a > 1.

2. Montrer que In(In(n+1)) — In(ln(n)).

nln(n) n—s+oo

En déduire la nature de la série de terme général
1

nlin(n)’

Exercice 6
Pour tout n € N*, on pose P, = nX"*2 — (n + 2) X"+ +
(n+2)X —n.

1. Montrer que P, est divisible par (X — 1)3.
2. Quelles sont les racines réelles de P ?

3. Montrer que P,, admet au plus 4 racines réelles dis-
tinctes.




