
ECG2 - Maths approfondies Semaine 10, colle du 04/12/2023 Lycée Louis Pergaud

Colle 1. Jules Barthélémy

Question de cours. Formules dans une base orthonormée.

Exercice 1
On considère la fonction f : t 7→

{
0 si t < 0,

2te−t2
si t ≥ 0.

1. Montrer qu’il existe une variable aléatoire à densité T qui
admet f pour densité.

2. Déterminer la fonction de répartition de T .

3. Montrer que T admet une espérance et une variance et
les déterminer.

4. On pose Y = −2T . Justifier que Y est une variable à
densité et déterminer une densité de Y .

5. On pose Z = T 2. Montrer que Z suit une loi usuelle que
l’on déterminera.

Exercice 2
On considère, pour tous polynômes P, Q à cœfficients réels :

Φ(P, Q) = (P Q)(0) +
∫ 1

−1
P ′(t) Q′(t) dt.

1. Montrer que Φ est un produit scalaire sur R[x].
On note désormais 〈P, Q〉 = Φ(P, Q).

2. Déterminer 〈xp, xq〉 pour tout couple (p, q) ∈ N2.

3. Montrer que la famille (1, x, x2, x3 − x) est une famille
orthogonale.

4. En déduire une famille orthonormée de R3[x] qui est
également une base de R3[x].

Colle 2. Nathan Dos Santos

Question de cours. Si X suit une loi de Cauchy, montrer que
X2 est à densité et déterminer une densité.

Exercice 3
On considère l’espace E = Rn[x], et on pose pour tout (P, Q) ∈
E2 :

〈P, Q〉 =
∫ 1

0
P (t)Q(t) dt.

Pour tout 0 ≤ p ≤ n, on pose Qp(x) = xp(x−1)p et Lp = Q
(p)
p .

1. Montrer que 〈·, ·〉 définit un produit scalaire sur E.

2. Montrer que Lp est un polynôme dont on précisera le
degré et le coefficient dominant.

3. Calculer par intégration par parties 〈Lp, Lq〉 pour p 6= q.
En déduire que (L0, . . . , Ln) est une base orthogonale de
Rn[x].

4. Montrer que pour tout p ∈ J1, nK, Lp est orthogonal à
Rp−1[x].

5. Déterminer enfin la norme euclidienne de Lp.

Exercice 4
Soit n ∈ N∗ et soit X une variable aléatoire qui suit une loi uni-
forme sur [0, n[. On note Y la partie entière de X, et Z = X−Y .
Déterminer la loi de Y , puis celle de Z.

Colle 3. Lucien Malfroy

Question de cours. 〈P, Q〉 =
n∑

i=0

P (i)Q(i) est un produit

scalaire sur E = Rn[x].

Exercice 5
Soit a > 0 et soit fa : t 7→

{
at−a−1 si t ∈ [1, +∞[,
0 sinon.

1. Montrer que fa est une densité de probabilité.
2. Soit X une variable aléatoire admettant fa pour densité.

(a) Déterminer la fonction de répartition FX de X.
(b) X possède-t-elle une espérance ? Si oui, la calculer.

Même question pour la variance.
(c) On pose Y = ln(X). Déterminer la fonction de ré-

partition de Y , puis reconnaître la loi de Y .

Exercice 6
Pour des matrices A =

(
a b
c d

)
et B =

(
a′ b′

c′ d′

)
de M2(R),

on définit 〈A, B〉 = aa′ + bb′ + cc′ + dd′.

1. Montrer que l’on définit ainsi un produit scalaire sur
M2(R).

2. On note X =
(

1 0
0 −1

)
, Y =

(
3
2 0
0 3

2

)
, Z =

(
0 1
2 0

)
et

T =
(

0 −4
2 0

)
.

Montrer que la famille (X, Y, Z, T ) est orthogonale. En
déduire une base orthonormée B de (M2(R), 〈·, ·〉).

3. Soit A =
(

1 1
1 1

)
. Exprimer les coordonnées de A dans

la base B.
4. Montrer que la base canonique C =

(E1,1, E1,2, E2,1, E2,2) de M2(R) est orthonormée pour le
produit scalaire 〈·, ·〉.

5. Déterminer la matrice PB,C de passage de la base B à
la base C .


