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Lycée Carnot

1 Matrice d’une application linéaire dans des bases

Dans tout le chapitre, E et F' désigneront des espaces vectoriels de dimension finie sur un corps K.

1.1 Matrice d’une famille de vecteurs dans une base
Définition.
Soit & = (ey,...,e,) une base de F.
e Soit u € E, et (mq,...,m,) les coordonnées de u dans la base %, c¢’est-a-dire 'unique n-uplet de

scalaires tel que :
u=mi-€e+---+mMy- ey,

On appelle matrice des coordonnées de u dans la base 9 la matrice colonne de ., 1(K), notée
My(u), de ces coefficients dans la base A :

o Soit Z = (uy,...,u,) € EP, une famille de vecteurs de E.

On appelle matrice de la famille (uy, . .., u,) dans la base B, et on note Mz(F) = Mg(uq, ..., u,),
la matrice de 4, ,(K) dont la j-éme colonne est My(u;) :

ul DT ’u/] DY up
le PR ml,j PR mLp 61
m271 « s e m27j PR m27p 62 n .
My(F) = ou uj = Zm” -e; pour tout 1 < 5 < p.
i=1
mn,l DY mn,] DY mn,p en

Exemples.
e Si#B=(ey,...,e,) est une base de E, Myx(B) = I,.
o Pour £ =R3 % sa base canonique, et u; = (1,2,3), uy = (2,0,1) € E, on obtient :
Uy Us
21\ (1,0,0)

1 1,0,0
Mgg(ul,UQ) = 2 O (0,170) .
3 1) (0,0,1)

Exercice 1 Soit = ((0,1,1),(1,0,1),(1,1,0)) et u = (2,0,4). Déterminer My(u).

Exercice 2 Soit a € K. Pour tout 0 < i < n, on définit le polynéme P, = (X + a)i. Ecrire la matrice de
la famille # = (P, Py, ..., P,) dans la base canonique 4 = (1, X, ..., X") de R,[X].
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— Propriété 1

Soient £ un K-espace vectoriel de dimension finie n et & = (ey,...,e,) une base de FE.
L’application :
E — ,ﬂnJ(K)

7 o My(x)

est un isomorphisme de K-espaces vectoriels.

1.2 DMatrice d’une application linéaire dans des bases

Rappel. Soient # = (ey,...,e,) une base de E et € = (fi,..., f,) une base de F'. Pour déterminer une
application linéaire f € Z(E, F), il suffit de se donner les p vecteurs (f(e1),..., f(ey)). Et se donner un
vecteur de F', c’est se donner ses n coordonnées dans la base . En résumé, une application linéaire de
E dans F' est entierement caractérisée par la donnée de n x p scalaires. Et si nous mettions ces scalaires
dans une matrice de 4, ,(K) ?

Définition.

Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimensions finies p et n, # = (ej,...,e,) une base de FE,
¢ = (f1,..., fn) une base de F et f € Z(E, F).

On appelle matrice de f dans les bases & et €, notée My (f), la matrice (a;;)1<i<p € Mpn,(R) ol
1<j<n

pour tout j € [1,n], la j-éme colonne contient les coordonnées de f(e;) dans la base € :

fler) oo fle) oo flep)

11 e ay . a1,p f1
as 1 cee Qg cee Qop fQ R n
Mz e(f) = o ot fle;) =Y ai;fi
. =1
Api o Gnj oo Qnp ) fn

Remarques.
e dim(E) = nombre de colonnes de la matrice, dim(F') = nombre de lignes de la matrice.
o Par définition, Mg« (f) = Me(f(e1), ..., f(en)).

R3 — R?

Exercice 3 Ecrire la matrice de f : (£.4,2) = (2429 —2y—32

et R2.

) dans les bases canoniques de R3

Cas d’un endomorphisme. Lorsque £ = F, on prend en général la méme base # au départ et a
larrivée, et pour tout f € Z(E), on note plus simplement Mg(f) = Mg (f) la matrice de f dans la
base 4.

Exemple. Pour toute base # de E, My(idg) = I,,.

Ro[X] Ry[X]

Exercice 4 Ecrire la matrice de 'endomorphisme ¢ : D : (X2 —1)P' - 2XP
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o dans la base canonique ¥ = (1,X,X?) de o dansla base Z = ((X +1)*, X?—1,(X —1)%)

& Mise en garde.
| Si on change les bases, on change la matrice de ’application linéaire.

Cas d’une forme linéaire. Soit ¢ € Z(F,K) une forme linéaire, & = (ey, ..., e,) une base de E. On

prend usuellement (1) pour base de K. En notant a; = ¢(e;) pour tout j € [1,n], on obtient :

My(p) = (a1 -+ an) € M14(K).

1.3 Compatibilité avec les opérations

— Propriété 2 (Coordonnées de 'image d’un vecteur)

Supposons E et F de dimension finie, et considérons 2 et ¥ des bases respectives de E et F'.
Soient f € Z(E,F) et x € E. Notons :

o A la matrice de f dans les bases # et € ;
e X la matrice colonne des coordonnées de x dans & ;

o Y la matrice colonne des coordonnées de y = f(x) dans la base €.

Alors :
Y = AX.

— Propriété 3
Soient E et F' des espaces vectoriels de dimension finie de bases respectives % et €.
Pour tous f,g e Z(E,F)et A€ K:

Mge\-f+g) =X Mge(f)+ Mze(g).

— Corollaire 4
Soient E et F' de dimensions finies n et p, # et € des bases de E et F.

Z(EF) — MppK)

« L’application @4 : f s Mye(f) est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

o Z(E,F) est de dimension finie et :
dim(Z(E, F)) = dim(E) x dim(F).
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— Propriété 5

Soient F, F' et G des espaces vectoriels de dimension finie, de bases respectives Br, Br et Bg.
Si fe Z(EF)etge Z(F,G),alors :

Mg, z.(90 f) =Mz, 2.(9) X Mz, 2.(f)

— Corollaire 6

Soient E un espace vectoriel de dimension finie n, et % une base de E.

Z(E) — M, (K)

L’application ®y 4 : f o Mu(f) est un isomorphisme d’anneaux.
B

— Propriété 7

Soient E et F' deux espaces vectoriels de méme dimension n munis respectivement des bases %

et €. Soit f € Z(E,F). Alors :
f est un isomorphisme << Mgy (f) est inversible.

Et dans ce cas : (Myg;,f(f))_l = My5(f71).

Exercice 5 Soit f :

Ry[X] — Ry[X]

P XP —_3P+pP"" Ecrire la matrice de f dans la base canonique 4. En

déduire que f est un isomorphisme.

— Corollaire 8

Soient £ un espace de dimension n, # une base de E. Considérons % = (uq,...,u,) une
famille de n vecteurs de E. Alors :

F = (uq,...,u,) est une base de E < My(F) est inversible.
Exercice 6 Soient ay,...,a, € K des scalaires deux a deux distincts, = (Ly, ..., L,) la base de K, [X]
formée des polyndémes de Lagrange associés a ces scalaires. Ecrire la matrice de # = (1, X X") dans

la base 4. En déduire que la matrice de Vandermonde :

1 ap ay
1 al Cl1
1 ay ay

est inversible.
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2 Application linéaire canoniquement associée a une matrice

2.1 Définitions
Définition.
Soit A € A,,,(K). On appelle application linéaire canoniquement associée a A I'application :

L M (K) — M1 (K)
vas oy —  A-X

— Propriété 9

Soit A € M, ,(R). Notons # et € les bases canoniques de .#,, 1 (K) et .4, 1(K) respectivement.
Alors :

Mz (pa) = A

Définition.
Soit A € ,,,(K). Notons ¢4 I'application linéaire canoniquement associée a A.

o On appelle noyau de A, et on note Ker(A), le noyau de ¢ 4. Ainsi :

Ker(A) ={X e #,(K) | A- X =0,.}.

e On appelle image de A, en note Im(A), 'image de 4. Ainsi :

Im(A) = {A- X, X € M,,(K)} ={Y € M, (K)|3X € M,1(K), Y = A- X}

1 2 -1
Exercice 7 Soit A= | 3 —1 0 [. Déterminer Ker(A) et Im(A).
4 1 -1

2.2 Rang d’une matrice
Définition.
Soit A € A, ,(K). On appelle rang de A, et on note rg(A), la dimension de Im(A).

— Propriété 10

Soit A € A,,,(R). Notons Ci,...,C, € #,1(K) les vecteurs colonnes de A. Alors :
(1) rg(A) < min(n,p) ;

(2) rg(A) =18(C1,.... Cp) ;5

(3) Théoréme du rang : p = dim(Ker(A)) + rg(A).
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Exemples.
1 2 ... n
. 12 ... n )
e La matrice | | . .| est de rang 1 : en effet, toutes ses colonnes sont proportionnelles.
1 2 ... n

« Soient n,p € N*, 0 <r < min(n,p). On définit la matrice J,, , € 4, ,(K) par :

_ ]'r Or,p—r
Jr,n,p B <0n—r,r On—r,p—r) .

Si on note (ey, ..., e,) la base canonique de ., ;(K), alors rg(J, ) = rg(es, ... e) =7.

— Propriété 11

Soient £ un espace vectoriel de dimension finie n, et % une base de E. Considérons zi,...,z,
des vecteurs de F.

Alors rg(x1, ..., ) =18(Mg(z1,...,7p)).

Propriété 12

Soit f € Z(E, F), et soient # et € des bases respectives de E et F'.
Alors rg(f) = rg(Maz 4 (f)).

2.3 Inversibilité d’une matrice

— Propriété 13

Soit A € #,(R). Notons (C1,...,C,) la famille de ses vecteurs colonne. On dispose des
équivalences suivantes :

Ainversible <« Ker(4) ={0,1} & VX € #1(K), (AX =0,1 = X =0,,)
& Im(A)=4,,(R) & 1g(A)=n <& (C4,...,C,) base de 4, 1(K)

— Propriété 14
Soit A € A, (K). Alors il y a équivalence entre :

(1) A est inversible a gauche : il existe B € 4, (K) telle que BA = I,, ;
(2) A est inversible a droite : il existe C' € ,(K) telle que AC' = I, ;

(3) A est inversible.
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2.4 Calcul pratique du rang

— Propriété 15 (Conservation de 'image et du noyau)
Soit A € A,,,(K), P € GL,(K) et @ € GL,(K). Alors :
(1) Ker(PA) = Ker(A) ; (2) Im(AQ) = Im(A).

En particulier :
rg(PA) =rg(A) = rg(AQ).

— Corollaire 16
o Les opérations élémentaires sur les lignes conservent le noyau.
o Les opérations élémentaires sur les colonnes conservent 'image.

o Les opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes conservent le rang.

— Propriété 17
Soit A € A, ,(K).

e Si A est une matrice échelonnée par ligne, alors son rang est égal au nombre de ses pivots,
soit au nombre de ses lignes non nulles.

e Soit 0 < r < min(n,p). Alors :

rg(A)=r <« 3(P,Q) e GL,(K) x GL,(K), PAQ = J, .

% Méthode. Comment calculer le rang d’une matrice ?
Pour calculer le rang d’une matrice A, on échelonne la matrice par opérations sur les lignes. Le
rang de A est alors le nombre de pivots non nuls de la matrice échelonnée obtenue apres application
de l’algorithme de Gauss.

11111
. . 1 2 3 1 2 , . . .
Exercice 8 Soit A = 41920 4 92 Calculer r = rg(A) et déterminer P, inversibles telles que
1 21 21

PAQ = J,45.

% Méthode. Comment calculer le rang d’une famille de vecteurs ?

Pour déterminer le rang d’'une famille % = (ui,...,u,) de vecteurs d’un espace vectoriel E de
dimension finie, et pour extraire de F une base de Vect(F), on procédera ainsi :

(i) on écrit la matrice de F dans une base B de E ;
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(ii) on se raméne d une matrice échelonnée par opérations élémentaires sur les lignes :

/
m]-vjl
/
0 m27j2
0
/ . )
rJr
0 0
0 0

(7ii) le rang de F est égal a r, le nombre de pivots non nuls dans la matrice échelonnée par lignes ;

() la sous-famille (u;,, ..., u;. ), dont les vecteurs correspondent aux colonnes des pivots (inconnues
principales), est libre de cardinal r = rg(.F).

Exercice 9 Calculer le rang de la famille % = (X2 — 2X + 3, X3 + 3X — 4,2X3 + X? + 2X —2,3X3 +
3X? — X + 3) de R3[X] et déterminer une base de Vect(.Z).

— Propriété 18

Soit A € A, ,(K). Alors rg(A) =rg(AT).

— Corollaire 19

Soit A € A,,,(K). Notons Ly, ..., L, € 4 ,(K) les vecteurs lignes de A. Alors :

rg(A) =rg(Ly,..., Ly).

En particulier sin =p:

A inversible < (Ly,...,L,) base de . ,,(K).

Exercice 10 Soient aq,...,a, € K. Montrer que la matrice de Vandermonde
1 ay ... ag
1 a ... af
V(CL(), y an) =
1 a, ... ay
est inversible si, et seulement si, les scalaires aq, . .., a, sont deux a deux distincts.
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2.5 Caractérisation du rang par les matrices extraites

Définition.

[ Soit A= (a”)%%é,; € My p(K). On appelle matrice extraite de A toute matrice de la forme (am);g,
avec I C [1,n] et J C [1,p].

Plus simplement, il s’agit d’une matrice obtenue a partir de A par suppression de certaines lignes et
colonnes.

Propriété 20

Soit A € A,,,(K), et soit B une matrice extraite de A. Alors rg(B) < rg(A).

1
Exemple. rg 10 3 1 > 3 car la matrice extraite |0 3 1| est inversible.
300 2 002

Propriété 21

Soit A € A, ,(K). Le rang de A est la taille maximale d’une matrice inversible extraite de A.

2.6 Résolution de systemes linéaires

Rappelons qu’un systéme linéaire de n équations a p inconnues peut s’écrire matriciellement sous la forme
AX = B avec A € M,,(K), X € #,,(K) I'inconnue, et B € #,(K) le vecteur colonne des seconds
membres.

Définition.

On appelle rang du systeme linéaire AX = B le rang de la matrice A de ses coefficients.

— Propriété 22 (Ensemble des solutions d’un systéme linéaire homogene)

L’ensemble des solutions du systeme homogene AX = 0,; est égal au sous-espace vectoriel
Ker(A) de #,,(K), de dimension p — rg(A).

— Propriété 23 (Ensemble des solutions d’un systéme linéaire avec second membre)

Soit AX = B un systeme linéaire.
« Ce systeme est compatible si, et seulement si, B € Im(A), soit encore rg(A | B) = rg(A).

e Si B € Im(A), considérons Xy une solution du systeme : AX, = B.

L’ensemble des solutions du systeme linéaire AX = B est le sous-espace affine de ), (K)
passant par X, et dirigé par Ker(A), de dimension p — rg(A).

10



MP21

Rappelons que les opérations élémentaires sur les lignes conservent le noyau et le rang. Ainsi, on a la

Propriété 24

Toute opération élémentaire sur les lignes transforme un systeme linéaire en un systeme linéaire
de méme rang et qui lui est équivalent.

e Danger.

L
Disons le une derniere fois : pour la résolution d’un systeme linéaire, on n’effectuera que des opérations
élémentaires sur les lignes, jamais sur les colonnes (qui ne conservent pas le noyau).

Remarque. Au Chapitre 6. Systéemes linéaires., nous avions défini le rang d’un systeme linéaire
comme étant le nombre de pivots apres application de I'algorithme du pivot de Gauss. Nous venons de
montrer que ce rang est unique, et ne dépend des opérations élémentaires sur les lignes effectuées.

Définition.

Soit AX = B un systéme linéaire carré, c’est-a-dire pour lequel A est une matrice carrée de ., (K).

On dit que le systeme AX = B est de Cramer s’il posséde une unique solution.

— Propriété 25

Soient A € #,(K) et B € #,1(K).
Alors AX = B est un systeme de Cramer si, et seulement si, A est inversible. Son unique
solution est alors X = A~ B.

3 Changement de bases

A une application linéaire f € Z(E,F) donnée est associée une matrice dans des bases de E et F.
Mais cette matrice dépend du choix des bases, et il existe donc plusieurs matrices représentant la méme
application. Comment passer de I'une a I'autre, et quelles sont les propriétés partagées par ces matrices ?

3.1 Matrice de passage
Réﬁnition.
Soient # et %' deux bases de E.

On appelle matrice de passage de la base B d la base ' la matrice Py 4 de #,(K) dont les colonnes
sont les coordonnées dans la base & des vecteurs de la base %'.

Plus précisément, si on note B = (e, €q,...,6,), B = (€},¢€,,...,€.) et P = (pi,j)i?én, alors :
<j<n
/ / / /
ey ey ...oel . e
Pip P12 --- P1j --- Pin\€1
P21 P22 .- P25 --- Dan|€2 <, n
P%,S’f?’ - . . . oue; = Zpivjei.
. . . . . i:1
Pni DPn2 --- pn,j «vv Pnn/ €n

11
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Remarque. Par définition, Py 4 = My 4(idg) puisque :

id(e}) --- id(e;) <--id(el)
P11 e D1y oo DPin €1
. P21 O R oo Po2n |€2
Me@/&;(ld];) = . . . .
Pn s DPn.j e Pnn €n

— Propriété 26

« Soient A et A’ deux bases de E. Alors Py 4 est inversible, d’inverse :
(Pg.a) ' = Pag .

e Soient %, B et A" des bases de E. Alors Pg&gg// = ngﬁ@/P@/ﬁg//.

Exercice 11 Montrer que 8 = (— X%+ 3X + 3, X, —X? + 3X +4) est une base de Ry[X], et déterminer
Py...# €t Py g, ou B, désigne la base canonique de Ry[X].

3.2 Formules de changement de base

— Propriété 27

Supposons E de dimension finie, et soient Z et %’ deux bases de E. Soit x € E. Notons :
e X la matrice de z dans la base % ;
o X' la matrice de z dans la base %’ ;
o P la matrice de passage de & a #'.

Alors :
X = PX'.

Exercice 12 Soit R = 1+3X —2X2. Décomposer P dans la base & = (—=X?+3X +3, X, —X?+3X +4)
de Rg [X]

12
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Théoréme 28 (de changement de bases)

Supposons E et F de dimension finie, soient & et 4’ deux bases de F, et € et €’ deux bases
de F. Soit f € Z(E). Notons :

e A la matrice de f dans les bases &£ et € ;
o A’ la matrice de f dans les bases &’ et €' ;

o P la matrice de passage de Z a %A’ et () la matrice de passage de € a €.

Alors :
A'=Q AP

Théoréme 29 (de changement de bases pour les endomorphismes)

Supposons E de dimension finie, et soient & et %' deux bases de E. Soit f € Z(F). Notons :
o A la matrice de f dans la base 4 ;
o A’ la matrice de f dans la base &' ;

e P la matrice de passage de & a #'.

Alors :
A= P7AP.

Exercice 13 Soit f l’endomorphisme de Ry[X] défini par f(P) = P + P’. Déterminer la matrice de f
dans la base canonique %.., de Ry[X], puis dans la base & = (—X? +3X + 3, X, —X? + 3X +4).

3.3 Matrices équivalentes

Définition.

On dit que deux matrices A, B € 4, ,(K) sont équivalentes s'il existe (P, Q) € GL,(K) x GL,(K) tel
que B = Q 1AP.

— Propriété 30 (Exemples fondamentaux)

Soient A, B € A,,,(K).

e Si la matrice B se déduit de A a partir d’opérations élémentaires sur ses lignes et ses
colonnes, alors A et B sont équivalentes.

o Les matrices A et B sont équivalentes si, et seulement si, elles représentent la méme
application linéaire dans des bases différentes pour I'espace de départ et d’arrivée.

13



Lycée Carnot

— Propriété 31

Soit f € Z(FE, F) une application linéaire entre deux espaces vectoriels de dimensions finies,
avec p = dim(FE) et n = dim(F).
Sirg(f) =r, alors il existe # et € des bases respectives de E et F telles que Mg« (f) = Jrnp-

Théoréme 32

+ La relation d’équivalence des matrices est une relation d’équivalence sur ., ,(K).
o Deux matrices A et B de .#,,,(K) sont équivalentes si, et seulement si, rg(A) = rg(B).

o Il y a exactement min(n,p) + 1 classes d’équivalences pour la relation d’équivalence des
matrices sur ., ,(K), un systéme de représentants des classes d’équivalences étant donné
par les matrices J,,, pour 0 <7 < min(n,p).

Remarque. Supposons n = p. Pour reformuler ce dernier résultat de maniere plus « imagée », nous
venons de « ranger » toutes les matrices de .,(K) dans une grande armoire possédant n + 1 tiroirs
numérotés de 0 a n. Dans le r-éme tiroir (ou r € [0,n]), on y trouve la matrice J,,,, ainsi que toutes les
matrices de rang r qui lui sont équivalentes. En particulier, dans le tiroir 0, on y trouve une seule matrice,
la matrice nulle, et le tiroir n contient tout GL, (K), c’est-a-dire toutes les matrices inversibles de ., (K).

3.4 Matrices semblables
Béﬁnition.

Soient A, B € .#,(K). On dit que A et B sont semblables il existe P € GL,(K) telle que B = P71 AP.

Exercice 14 Quelles sont les matrices semblables a I,, 7 a A - I, pour A e K ?

Propriété 33

La relation ainsi définie, appelée relation de similitude, est une relation d’équivalence sur ., (K).

Remarque. La description des classes d’équivalences pour la relation de similitude est beaucoup plus
compliquée que celle pour les matrices équivalentes, et nous ne donnerons pas cette année de systeme
de représentants de ces classes. Nous disposons cependant d’invariants de similitudes, c’est-a-dire de
propriétés préservées par similitudes, qui permettent de distinguer certaines matrices non semblables.

Propriété 34

Si deux matrices sont semblables, alors elles ont méme trace et méme rang.

Exercice 15 Les matrices suivantes sont-elles semblables :

14
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2 1 31 L1 00 - )
(1)A:<1 2>etB:(O 2); (2)A=<0 1>etB:<0 2); (3)A=<O 1>etB:<0 1).

& Mise en garde.

Comme l'illustre 'exercice précédent, la réciproque de cette propriété est fausse : deux matrices ayant
méme rang et méme trace ne sont pas forcément semblables.

Le résultat suivant est la seule condition nécessaire et suffisante que nous donnerons pour montrer que
deux matrices soient semblables.

Propriété 35

Deux matrices sont semblables si, et seulement si, elles représentent le méme endomorphisme
dans des bases distinctes.

1

10
1 2) et B = (0 3> sont semblables.

Exercice 16 Montrer que les matrices A = (

3.5 Trace d’un endomorphisme

Propriété 36

Soit f € Z(FE) un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie.

Alors la trace de la matrice de f dans une base % de E est indépendante de la base 4 considérée.

Définition.
Soit f € Z(FE) un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie.

On appelle trace de f, et on note tr(f), la trace de la matrice de f dans n’importe quelle base de FE.

Exercice 17 Soit f I'endomorphisme de K,[X] qui a P associe X P’ + P”. Calculer tr(f).

— Propriété 37

« L’application tr : Z(E) — K est une forme linéaire sur .Z(E).

« Pour tout f,g € Z(E), tr(fog) =tr(go f).

— Propriété 38

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, p un projecteur de E. Alors tr(p) = rg(p).
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