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1 Espérance

1.1 Définition
Définition.
Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé fini (2, P).

On appelle espérance de X, et on note E(X), le réel défini par :

E(X) = z% )QZP(X = ).

On dit que X est centrée si E(X) = 0.

Remarques.

o L’espérance est un indicateur de position : c’est la moyenne des valeurs prises par X, chacune étant
pondérée par sa probabilité d’occurrence.

o L’espérance d’une variable aléatoire ne dépend que de sa loi : deux variables aléatoires réelles de
méme loi ont méme espérance.

Exercice 1 Soit X une variable aléatoire de loi donnée par X(Q2) = [1,n] et pour tout i € [1,n],

, 21
P(X =1i) = A1) Calculer E(X).

— Propriété 1

Soit X une variable aléatoire réelle sur un espace probabilisé fini (2, P). Alors :

=2 X(W)P{w}).

weN

Exemple. Soit A € Z(Q2) un événement. Calculons :

=2 LaW)P({w}) = > P({w}) = P(A).

weN wEA
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1.2 Espérances des lois usuelles

— Propriété 2
Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé fini (€2, P).
(1) Si X suit la loi certaine égale a a, alors E(X) = a.

(2) Si X ~ A(p) avec p € [0,1], alors E(X) = p.

(3) Si X ~ A(n,p) avec n € N* et p € [0, 1], alors E(X) = np.

(4) Si X ~ % ([a,b]) avec a,b € Z tels que a < b, alors E(X) = a ;_ b'
I : n+1
En particulier, si X ~ % ([1,n]) avec n € N*, alors E(X) = 5

1.3 Propriétés de ’espérance

— Propriété 3 (Linéarité de 'espérance)

L’espérance est une forme linéaire sur I'ensemble des variables aléatoires réelles sur (2, P) :
pour toutes variables aléatoires réelles X et Y sur (£2, P), pour tout A € R,

E\X +Y) = \E(X) + E(Y).

— Corollaire 4
Si X est une variable aléatoire réelle, alors pour tout (a,b) € R? :
E(aX +b) =aE(X)+0.

En particulier, X — E(X) est une variable aléatoire centrée.

— Propriété 5 (Positivité de I'espérance)

Soit X une variable aléatoire positive sur (£, P). Alors E(X) > 0.

De plus, F(X) = 0 si, et seulement si, X suit la loi certaine égale a 0.

Corollaire 6 (Croissance de 'espérance)

Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur (€2, P) et telles que X < Y. Alors
E(X)<E(Y).
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Théoréme 7 (Théoreme du transfert)

Soit X une variable aléatoire sur (2, P), et g : X(©2) — R. Alors :

E(g(X))= > glx)P(X =ux).

Exercice 2 Soit X une variable aléatoire qui suit une loi binomiale %(n,p), et soit ¥ = X(X — 1).
Calculer E(Y).

2 Variance

2.1 Définitions
Réﬁnition.

Soit X une variable aléatoire réelle sur (£, P). On appelle moment d’ordre k € N de X le réel E(X*).

Remarques.

e Le moment d’ordre 0 vaut 1, le moment d’ordre 1 est 'espérance.

« Par le théoréme de transfert, B(X*) = Y 2*P(X =2).

z€X(Q)
Exercice 3 Calculer le moment d’ordre 2 d’une variable X suivant une loi binomiale %(n, p).
Définition.

Soit X une variable aléatoire réelle sur (€2, P). On appelle variance de X, et on note V(X), le moment
d’ordre 2 de X — E(X), c’est-a-dire le réel :

V(X) = E((X - E(X))?).

Remarques.

« La variance est un indicateur de dispersion : il s’agit de I’écart quadratique (quadratique parce qu’on
passe au carré) moyen de X avec sa moyenne E(X). Plus la variance est élevée, plus X prend des
valeurs éloignées de son espérance. Et plus la variance est faible, plus X prend ses valeurs autour de
E(X).

o La variance d’une variable aléatoire ne dépend que de sa loi : deux variables aléatoire réelles de
méme loi ont méme variance.

Théoréme 8 (Formule de Koenig a7z - 1757 - Huygens ez - 1695))

Soit X une variable aléatoire réelle. Alors :

V(X) = E(X? - E(X)
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Exercice 4 Soit X une variable aléatoire de loi donnée par X(Q2) = [1,n] et pour tout i € [1,n],

, 21
P(X =1i)= Pt Calculer V(X).

2.2 Propriétés de la variance

Propriété 9

Soit X une variable aléatoire réelle sur (£2, P). Alors V(X)) > 0.
De plus, V(X) = 0 si, et seulement si, X suit une loi certaine.

— Propriété 10
Si X est une variable aléatoire réelle, alors pour tout (a,b) € R? :

V(aX +b) = a*V(X).

,»:'i«‘ Danger.

Contrairement a ’espérance, la variance n’est pas linéaire : V(aX) X aV(X) en général. De
méme, nous verrons plus loin que V(X +Y) =V (X) 4+ V(Y) en général.

Définition.
Soit X une variable aléatoire réelle sur (2, P).

On appelle écart-type de X, et on note o(X), le réel \/V(X). On dit que X est réduite si o(X) = 1.

— Propriété 11

Soit X une variable aléatoire qui ne suit pas une loi certaine (de sorte que o(X) # 0).
X — B(X)
o(X)

associce a X.

Alors Y =

est une variable centrée réduite, qu’on appelle variable centrée réduite
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2.3 Variances des lois usuelles

— Propriété 12
Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé fini (2, P).
(1) Si X suit une loi certaine, alors V' (X) = 0.

(2) Si X ~ A(p) avec p € [0, 1], alors V(X) = p(1 —p).

(3) Si X ~ A(n,p) avec n € N* et p € [0, 1], alors V(X) = np(1 — p).

(b—a+1)2-1
12 ‘

(4) Si X ~ % ([a,b]) avec a,b € Z tels que a < b, alors E(X) =

2
-1
En particulier, si X ~ % ([1,n]), alors V(X) = 1 THR

2.4 Table des lois finies usuelles

LLOIS FINIES

VALEUR DE P(X = k) ,
Nowm SUPPORT X (£2) pour tout k € X(Q) ESPERANCE | VARIANCE
Loi uniforme % ([1,n]) [1,n] 1 n+1 n?—1
n € N* ’ n 2 12
Loi uniforme % ([a, b]) [0, 5] 1 a+b (b—a+1)2-1
(a,b) € Z* avec a < b ’ b—a+1 2 12
Loi de Bernoulli #(p) = #(1,p) P(X=1)=p B
p € 0,1] {0.1) P(X=0)=1-p b Pl =p)
Loi bindémiale #(n, p) n\ - B
neN, pelo1] [0,7] <k>p (1-p) np np(l —p)
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3 Couples et n-uplets de variables aléatoires

3.1 Définition, loi conjointe
Définition.
Soient E et E’ deux ensembles. Si X : Q — F et Y : Q — E’ sont deux variables aléatoires sur €2,

alors 'application
Q — E x FE'
w — (X(w),Y(w))

est appelée couple de variables aléatoires sur €). Si X et Y sont des variables aléatoires réelles, on dit
que (X,Y) est un couple de variables aléatoires réelles.

(X,Y):

Remarque. Un couple de variables aléatoires est une variable aléatoire a valeurs dans un produit. Toutes
les définitions et résultats du Chapitre 29. Espaces probabilisés finis et variables aléatoires.
s’appliquent donc également ici.

Définition.

Soit (X,Y’) un couple de variables aléatoires sur un espace probabilisé fini (€2, P). La loi de (X,Y") est
appelée loi conjointe du couple (X,Y).

) Méthode. Comment déterminer la loi conjointe de (X,Y) ?

Déterminer la loi conjointe de deux variables aléatoires X et'Y revient a :
o déterminer X () ={z1,...,x,} et Y(Q) ={v1,...,yp} ;
o déterminer pour tout (i,7) € [1,n] x [1,p], la valeur de p; j; = P([X = z;] N [Y =y,]).

La loi conjointe de (X,Y") peut étre représentée par un tableau a double entrées de la forme suivante :

Y
X Y Y2 e Ym
T pia=PX =x]N[Y =u]) P12 D1m
T P2 P22 e P2.m
Tn Pn Pn,2 e Pnm

Q Notation.
On notera plus simplement [X =z,Y =y| =[X =z]N[Y =y] = [(X,Y) = (z,9)].

Exercice 5 Considérons I'expérience aléatoire consistant a jeter deux dés, et notons X la variable aléatoire
donnant le plus petit résultat et Y le plus grand. Déterminer la loi conjointe de Z = (X, Y).

Remarques.

e Dans cet exemple, Z(Q) = {(4,7) € [1,6] | i < j} et seule la partie triangulaire supérieure du tableau
suffit & caractériser la loi conjointe. En fait, on a toujours (X,Y)(Q2) C X () x Y(Q) et la loi de
(X,Y) est bien caractérisée par la donnée de P(X = x,Y = y) pour tout (x,y) € X(Q) x Y(Q).
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o La famille (X =2]N[Y =

PX=zY=y =1

>

(z,y) X (Q)xY(Q)

Y))(@y)ex(@)xy (@) est un systeme complet d’événements. En particulier :

Ainsi, lorsqu’on représente la loi conjointe de (X, Y’) par un tableau, la somme de toutes les proba-

bilités qui y figurent vaut 1.

3.2 Lois marginales
Définition.

Soit (X,Y') un couple de variables aléatoires sur (£2, P).

La loi de X est appelée premiére loi marginale du couple (X,Y), celle de Y deuzxiéme loi marginale.

— Propriété 13

Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires. Notons X () = {x1,...,x,} et
Y () ={vy1,...,y,}. Alors:
P
j=1 j=1
viellpl, ¢=PY =y) =3 P(X=xz]nY =yl)=> pi;
i=1 i=1

Remarque. Lorsque la loi de (X,Y) est finie, représentée par un tableau, on obtient P(X = x;) en
sommant les termes de la i-eme ligne et P(Y = y;) en sommant les termes de la j-éme colonne :

Somme par lignes
Y : . .
\ Y1 Ym 1°"¢ loi marginale
X }
1 P(X =a]0[Y =ul) P(X=a]N[Y =yn]) || P(X =]
Tn P(X =z, N[Y =u1]) P(X =z, N[Y = yn]) P([X = z,])
Somme par colonnes _ B Somme totale
28 1oi marginale — PV =wnl) PV = ym)) =1

Exercice 6 Déterminer les lois marginales du couple (X,Y") de I'exercice précédent.

X Vily=oilvy=2v=3|vy=4|y=5v=6
O S S B
S I I N S
X =5 0 0 0 0 i ks

36 18
X=6 0 0 0 0 0 =
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#5 A retenir. Lien entre loi conjointe et lois marginales.

« A partir de la loi conjointe de (X,Y’), on peut obtenir les lois marginales de X et de Y. En
revanche, il n’est en général pas possible de retrouver la loi conjointe a partir des lois
marginales (voir le tableau ci-dessus : il n’y a pas de lien entre les p;, g; et les p; ;).

o Il y a un cas cependant ou c’est possible : lorsque les variables X et Y sont indépendantes,
pij =P(X =z]nY =y]) = P(X =z])P(Y = y;]) = pi X ;.
Dans le cas indépendant, la loi conjointe se retrouve a partir des lois marginales par produit.

Formule de probabilités totales

\

[Loi conjointe de (X, Y)] [Lois marginales de X et de Y]

=

~ -

~~~~~
_____

Si X et Y sont indépendantes

3.3 Lois conditionnelles
Définition.
Soit (X,Y') un couple de variables aléatoires, et soit z € X (Q2) tel que P(X = z) # 0.

On appelle loi conditionnelle de Y sachant que [X = x]laloi de Y pour la probabilité Px—,). Autrement
dit, il s’agit de la donnée de Y ([X = z]) et des probabilités Px—,(Y = y) pour tout y € Y([X = z]).

On définit de méme la loi conditionnelle de X sachant que [Y = y].

— Propriété 14

Soit (X,Y) un couple de variable aléatoire. On suppose que P(X =z) #0et P(Y =y) #0
pour tout (z,y) € X(2) x Y(€2). Pour tout (z,y) € X(2) x Y(w) :

P(IX = 2] N[Y = y) = P(Y = §)Py—y (X = 2) = P(X = 2) Pt (¥ = 1),

P(X=x)= Y P(Y =y)Py_y(X =2),

yeY (Q)

P(Y=y)= > PX=1)PxyY =y)

z€X(Q)

Exercice 7 Une urne contient 4 boules numérotées de 1 a 4. On tire une boule de 'urne, on note X le
numéro qu’elle porte, et on ne la remet pas dans 'urne. On effectue alors n tirages avec remise dans cette
urne, et on note Y le nombre de boules portant des numéros impairs ainsi obtenus.

Déterminer les lois de X et Y ainsi que la loi du couple (X,Y).
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3.4 Généralisation aux n-uplets de variables aléatoires

Définition.

Soient X, X, ..., X, des variables aléatoires sur {2 a valeurs dans E, F», ..., F, respectivement. On
dit que l'application :

Q — Eix---xE,

w — (Xj(w),..., X,(w))

est un n-uplet de variables aléatoires sur ), ou encore un vecteur aléatoire.

(Xl,...7Xn)i

La loi de la variable aléatoire (X, ..., X,) est alors appelée loi conjointe de (X1,...,X,), et les lois
des X; sont appelées lois marginales du n-uplet (X1,...,X,).

Comme pour les couples, on montre que :

« la loi conjointe est caractérisée par la donnée des

P(Xi=x)n---N[X,=xz,]) ou (z1,...,2,) € X1(2) x -+ x X,,(Q).

» La formule des probabilités totales permet d’obtenir la i-éme loi marginale a partir de la loi conjointe :

1‘1€X1(Q) ..... l‘i_lexi_l(Q)
Ii+1EXi+1(Q),...,xnexn(g)

3.5 Variable aléatoire fonction d’un nombre fini de variables aléatoires

Loi d’une somme de variables aléatoires réelles

— Propriété 15 (Produit de convolution discret)

Soient X et Y des variables aléatoires indépendantes a valeurs dans N. Alors :

Vn €N, P(X+Y:n):zan(X:k)P(Y:n—k).

k=0

Exercice 8 Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes sur (€2, P), suivant toutes deux la loi
uniforme sur [1,n]. Déterminer la loi de Z = X + Y.

— Propriété 16 (Stabilité de la loi binomiale par somme)

Soient ny,ny € N* p € [0, 1]. Considérons X;, X, deux variables aléatoires indépendantes sur
un méme espace probabilisé (€2, P) telles que X7 ~ #A(n1,p) et Xo ~ HB(na, p).

Alors X1 + X2 ~ %’(nl + TLQ,p).

10
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— Corollaire 17

e Soit p € [0,1], et soient Xj,..., X, des variables aléatoires sur (€2, P), mutuellement
indépendantes telles que X; ~ % (n;,p). Alors :

k k
zxiw(zm,p)-
i=1 =1

o En particulier, si Xy,..., X, sont n variables aléatoires indépendantes suivant une loi de
n

Bernoulli de paramétre p, alors »  X; suit la loi binomiale Z(n, p).
i=1

Remarque. Cela permet de justifier un principe connu depuis longtemps : une loi binomiale Z(n, p)
correspond au nombre de succes lors d’une répétition de n épreuves de Bernoulli indépendantes de méme
parametre p.

Loi d’un maximum ou d’un minimum de variables aléatoires réelles

— Propriété 18

Soient X1,..., X, des variables aléatoires a valeurs dans N, et Z = max(Xy,...,X,,).

n

« Pour tout k € N, [Z < k] = ([X: < k.

i=1

o Si de plus les variables X7,..., X,, sont mutuellement indépendantes, alors :

VkeN, P(Z<k)=P(Xi<k)x-xP(X,<k).

e« Pourtout ke N, P(Z=k)=P(Z<k)—P(Z<k-1).

Exercice 9 Soient X1, ..., X, des variables aléatoires mutuellement indépendantes suivant toutes une loi
% ([1, N]). Déterminer la loi de Z = max(Xy,...,X,).

Remarque. On proceéde de méme pour la loi d’'un minimum Z = min(Xy, ..., X,,) en considérant pour
tout k € N, les événements [Z > k| et en notant que P(Z = k)= P(Z > k) — P(Z > k+1).

4 Covariance

4.1 Espérance d’un produit

— Propriété 19

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles sur un espace probabilisé (€2, P). Alors :

E(XY) = 3 zyP([X = z]N[Y =y]).
(z,y)EX(Q)XY (2)

11
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— Propriété 20

Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes sur (€2, P), alors :

E(XY) = E(X)E(Y).

;g“ Danger.

Sans I’hypothese d’indépendance, cette propriété est absolument fausse. Par exemple, on n’a pas en
général F (X x X) = E(X) x E(X) (sauf si X suit une loi certaine).

— Corollaire 21

Si Xy,...,X, sont des variables aléatoires réelles indépendantes sur (€2, P), alors :

E(liX) :i:ﬁlE(Xi).

4.2 Covariance
Définition.

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles sur (€2, P). On appelle covariance de X etY le réel :

Cov(X,Y) = E((X — E(X))(Y — E(Y))).

On dit que X et Y sont décorrélées ou non corrélées si Cov(X,Y) = 0.

— Propriété 22 (Formule de Huygens ae2o - 1695))
Si X et Y sont deux variables aléatoires réelles sur (€2, P), alors :

Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y).

— Propriété 23

La covariance est une forme bilinéaire symétrique et positive sur ’ensemble des variables aléa-
toires réelles sur (€2, P) : pour toutes variables X, Y, Z, T,

o Symétrie : Cov(X,Y) = Cov(Y, X).
e Bilinéarité (i.e. linéaire par rapport a chacune des variables) :

— linéarité a gauche : VA € R, Cov(AX + Y, Z) = ACov(X, Z) + Cov(Y, Z) ;
— linéarité a droite : YA € R, Cov(X,\Z +T) = ACov(X, Z) + Cov(X,T) ;

» Positivité : Cov(X,X) =V(X)>0.

12
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Propriété 24

Soient X et Y admettant toutes deux une variance.
Si X et Y sont indépendantes, alors Cov(X,Y) = 0.

;g;( Danger.

Si Cov(X,Y) # 0, alors X et Y ne sont pas indépendantes. Mais attention, la réciproque est
fausse : on peut avoir Cov(X,Y) = 0 avec X et Y non indépendantes.

Exercice 10 Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes, suivant une méme loi de Bernoulli
A(p) de parametre p € ]0,1[. On pose S =X +Y et U = X — Y. Calculer Cov(S,U). Les variables S et
U sont-elles indépendantes 7

4.3 Variance d’une somme

— Propriété 25 (Variance d’une somme)
Soient X et Y des variables aléatoires réelles sur (€2, P). Alors :
VIX4+Y)=V(X)+V(Y)+2Cov(X,Y).
Si de plus X et Y sont indépendantes, alors :

V(X +Y)=V(X)+ V().

1
™

1
On retiendra en particulier de la premiere égalité que Cov(X,Y) = §(V(X +Y)-V(X)-V(Y)),

qui permet de calculer la covariance a partir des variances.

— Propriété 26

Plus généralement, si X, ..., X, sont n variables aléatoires réelles sur (2, P), alors :

V(Xi+ X+ 4+X)=SV(X)+2 ¥ Cov(X, X;).
i=1 1<i<j<n

En particulier, si X, Xs,..., X, sont deux a deux indépendantes :

VXi+-+X,)=V(X)+V(Xo)+ - +V(Xn).

13
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Si on connait 'espérance et la variance d’une loi de Bernoulli (p et p(1—p) resp.), alors on retrouve sans

calcul celles d'une loi binomiale. En effet, si X; ~ Z(p) pour tout ¢ = 1,...,n, alors
X => X;~ B(n,p),et:
i=1

BX) ™2 P BX) 4+ B(X,) = np,

V) TSV e+ V(X) = (1 - p).

4.4 Inégalités de concentration

On donne dans cette section deux inégalités qui visent a décrire comment les valeurs prises par une variable
aléatoire se « concentrent » autour de son espérance.

— Propriété 27 (Inégalz’té de Markov (1856 - 1922))

Soit X est une variable aléatoire positive. Alors :

E(X)

Va>0, P(X>a)<
a

— Propriété 28 (Inégalité de Bienaymé (ros - 1s1s) - Tchebychev asai - 1s91))

Soit X une variable aléatoire sur (€2, P). Alors :

V(X)

Ve>0, PX-EB(X)|2e) <

Remarque. Les inégalités de Markov et de Bienaymé-Tchebychev permettent d’obtenir des majorations
de certaines probabilités sans connaitre la loi de X : il suffit simplement de connaitre son espérance et
sa variance. Ces majorations sont cependant assez grossiéres, souvent bien supérieures aux probabilités
considérées.

Exercice 11 Combien de fois faut-il lancer un dé équilibré pour garantir avec moins de 5% d’erreur que
la fréquence d’apparition du 2 sera % +0,017

Remarque. Cette inégalité est loin d’étre optimale, et un calcul détaillé avec Python, en utilisant la loi
binomiale, prouve qu’en fait n > 5395 suffit.

14
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4.5 Vers la loi faible des grands nombres
Considérons X1, ..., X, des variables aléatoires réelles indépendantes, qui suivent toute la méme loi, et
n

notons S,, = ZXi' Notons également 1 I'espérance des X; et o2 leur variance. Alors :
i=1

2
E<S> lin. deEle :Ln,u—,u ot V(SN> indép._des X; 12‘/ _ 12 (n02):1‘

n n

Sn
Par I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev appliquée a —, il vient alors, pour tout € > 0 :
n

2
P(S”—M’Za)sag
n ne

Si on s’autorise & passer a la limite lorsque n — +00 (ce qui en toute rigueur nécessiterait de travailler sur
un univers infini, hors programme en premieére année), on obtient par encadrement :

lim P(‘Sn—,u’28>:0.
n

n——400

Ce résultat est appelé la loi faible des grands nombres. Et il est particulierement remarquable car il justifie
Iinterprétation « fréquentiste » que nous avons des probabilités. En effet, si on répete un grand nombre
n de fois une méme expérience, qu’on note Xi,..., X, les résultats de ’expérience considérée, et qu’on
calcule la moyenne de ces résultats (c’est %), alors la probabilité que cette moyenne soit a distance plus
de e > 0 de = F(X3) tend vers 0 lorsque n tend vers +oo. En résumé,

st on répete un grand nombre de fois ’expérience, la moyenne des résultats va étre proche de
I’espérance.

En particulier, considérons une succession d’expériences identiques et indépendantes, au cours de chacune
desquelles un événement A est susceptible de se produire avec probabilité p = P(A). Pour tout i > 1, on
définit la variable X; par :

¥ {1 si I’événement A se réalise au cours de la i-éme expérience,
1

0 sinon.

Les variables aléatoires X; sont indépendantes et suivent toutes la loi de Bernoulli de parametre E(X;) = p.

S,
La loi faible des grands nombres affirme que la fréquence — de réalisation de I'événement A au cours des
n

n premieres expériences est « proche » de p = P(A). Ainsi,
la fréquence statistique de réalisation d’un événement « tend » vers la probabilité de cet événement.

Ce résultat est fondamental : c’est lui qui justifie que le formalisme que nous employons correspond bien
a l'intuition que 1'on se fait d’une probabilité.
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