MP21 Lycée Carnot

— DM1

Correction du devoir maison

b O AAE = (A\E)U (E\A) =0 U A=A
0

AAA = (A\A)U (A\A) = =0

AAD = (A\D)U (\A) = Aud=A

AAA = (A\NA)U(A\A)=AUA=F

2. Une preuve par double inclusion est possible. Mais préférons le calcul suivant :
AAB = (A\B)U(B\A) = (AN B)U (BN A)
= (ANB)UB)N((ANB)U A)
=((AuB)N(BUB))N((AUA)N(BUA))
—— ——

= =K

—(AUB)N(ANB) = (AUB)\(ANB).

Diagramme de Venn de la différence symétrique.

3. On a, en utilisant la question précédente :

AAB=(AUB)N (AN D)

(
=(AUB)U(ANB) = (A
= (
= (

N
AUANB)N(BU(AN
(AUA)N(AUB))N(

:(AL_JB) N(BUA) = (AUB)O(AO_B)

= (AUB)\(ANB) = AAB.

Et pour la seconde égalité, notons qu’on a toujours AAB = BAA et donc

AAB = BAA = BAA= AAB.
~—

calcul
précédent

On en déduit avec ces deux égalités :

AAB = AAB = AAB = AAB.
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4. Associativité de A.

(a) En utilisant la définition de A puis la question 3., on obtient :
(AAB)AC = (AAB)NC)U (AABNC) = (((AAB)NC)U ((AAB) N C).

(b) Reprenons l'expression de la question précédente, et utilisons la définition de A puis
la distributivité de I'intersection sur I'union :

(AAB)AC = ((ANBYU(ANB)NC)U(((ANB)U(ANB))NCO)
=(ANBNC)U(ANBNCYU(ANBNC)U(ANBNC)

(c) Remarquons que AA(BAC) = (BAC)AA = (CAB)AA. Et donc en reprenant le
calcul précédent, et échangeant les roles joués par A et C, il vient :

AA(BAC) = (CAB)AA
=(CNBNAUCNBNAUCNBNAU(CNBNA)
= (AAB)AC

5. En utilisant la commutativité et 'associativité de A ainsi que les calculs effectués a la
question 1., on obtient :

AABAA = AN(BAA) = ANAAB) = (AAA)AB = )AB = B.

6. (a) La question précédente prouve que pour tout C' € Z(E) :
AN(CAA) =C & fa(CAA)=C.

Donc pour C' € Z(FE) fixé, C possede bien un antécédent B par fa, & savoir CAA =
AAC.

(b) Soient B et C deux parties de E telles que fa(B) = fa(C), ce qui se récrit AAB =
AAC.

Alors AA(AAB) = AA(AAC), soit encore AABAA = AACAA (par commutativ-
ité et associativité de A). Et donc par la question 5., B = C.

Remarque. La question 6.(a) montre que tout élément de Z(F) admet au moins
un antécédent par f4, la question 6.(b) montre qu’elle admet au plus un antécédent
par fa. Ainsi, tout élément de & (FE) admet exactement un antécédent par f4 : on
dit dans ce cas que fa est bijective.

(¢) Nous savons que B = () est une solution puisque f4(0) = AAD = A.

Mais la question 6.(b) nous dit qu’une solution, si elle est existe est unique. En effet,
si B est une solution, alors f4(B) = A = fa(0), et donc B = .

Et donc I'unique solution de AAB = A est B = ().

Remarque. En d’autres termes, puisque f4 est bijective, A admet un unique an-
técédent par f4, qui est () comme on a pu le constater & la question 1.

7. 1l est évident que si A =B =0, alors ANB =0 et AAB = (), donc AAB = AN B.



MP21I

Lycée Carnot

Inversement, supposons que A et B soient deux parties de E telles que AAB = AN B.
Par la question 2. :

(AAB)N(ANB)=((AUB)\(ANB)N(ANB)=((AUB)N(ANB))N(ANB)

=(AUB)N(ANB)N(ANB) = 0.
=0

Mais puisque AAB = AN B, il suit :

) =(AAB)N (AN B)=AAB = ANB.

(AAB)U(ANB)=((AUB)N(ANB))U(AN B)
=AUB
=((AUB)UANB)N(ANBU(ANB))=AUB.

=K

Donc AUB = (AAB)U(ANB) =0, et donc A = ) puisque A C AUB = 0, et de méme
B =0.

Autre méthode. On pouvait également procéder par 'absurde, en supposant que A # ().
Dans ce cas, il existe x € A.

e Sixz e B,alorsz € AN B, et donc x € AAB. Mais ceci est absurde puisque x € A
et © € B, donc z n’est ni dans A\ B ni dans B\ A, donc pas dans leur union AAB.

e« Siz ¢ B,alorsz ¢ ANB. Mais x € A et x ¢ B, de sorte que x € AAB = AN B.
La encore, c¢’est absurde, et on en déduit donc que A est vide.

Et le méme raisonnement prouverait que B est également vide.




