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Exercice 1
1. La fonction ϕ : x 7→ gd(x) − Arctan(sh(x)) est définie sur R. Elle y est dérivable car

composée de fonctions qui le sont (la fonction gd étant dérivable car primitive de x 7→
1

ch(x)), et pour tout x ∈ R :

ϕ′(x) = gd′(x)− sh′(x)× Arctan′(sh(x)) = 1
ch(x) −

ch(x)
1 + sh2(x)

= 1
ch(x) −

ch(x)
ch2(x)

= 0.

Donc ϕ est constante sur R (on utilise ici que R est un intervalle), égale à ϕ(0) =
gd(0)− Arctan(sh(0)) = 0− 0 = 0. Ainsi, pour tout x ∈ R :

ϕ(x) = 0, ce qui se récrit gd(x) = Arctan(sh(x)).

2. gd est continue et strictement croissante sur R (car gd′(x) = 1
ch(x) > 0). Par théorème de

la bijection, gd réalise une bijection de R sur gd(R) =
]

lim
x→−∞

gd(x), lim
x→−∞

gd(x)
[
. Avec

la question 1 :

lim
x→−∞

gd(x) = lim
x→−∞

Arctan(sh(x)) = −π2 et lim
x→+∞

gd(x) = lim
x→+∞

Arctan(sh(x)) = π

2 .

Ainsi, gd réalise une bijection de R sur I =
]
−π2 ,

π

2

[
.

3. Soit y ∈
]
−π2 ,

π

2

[
. Résolvons l’équation y = gd(x) d’inconnue x ∈ R :

y = gd(x) quest. 1⇔ y = Arctan(sh(x)) ⇔ tan(y) = sh(x) ⇔ x = Argsh(tan(y)).

Ainsi :

gd−1 :

]
−π2 ,

π

2

[
→ R

x 7→ Argsh(tan(x))
.

4. gd−1 est dérivable sur
]
−π2 ,

π

2

[
en tant que composée de fonctions qui le sont, et pour

tout x ∈
]
−π2 ,

π

2

[
:

(
gd−1

)′
(x) = tan′(x)× Argsh’(tan(x)) (avec la question précédente)

= 1
cos2(x) ×

1√
tan2(x) + 1

= 1
cos2(x) ×

√
cos2(x)

= 1
cos2(x) × cos(x) (car cos(x) > 0 si x ∈

]
−π2 ,

π

2

[
)

= 1
cos(x) .
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5. Pour tout x ∈ R :

(gd)′ (x) =
((

gd−1
)−1

)′
(x) = 1(

gd−1
)′ ((

gd−1
)−1

(x)
) = 1(

gd−1
)′

(gd(x))
= cos (gd(x))

en utilisant la question précédente.

6. La fonction gd′ est dérivable sur R car composée de fonctions qui le sont (étant donné
l’expression obtenue à la question précédente). Donc f est deux fois dérivable sur R, et
pour tout x ∈ R :

f ′′(x) = 2 (gd)′′ (x) = 2 (gd)′ (x)× (− sin (gd(x))) (avec la question précédente)
= −2 cos (gd(x)) sin (gd(x)) (encore avec la question précédente)
= − sin (2gd(x)) = − sin (f(x)) .

Ainsi, f ′′(x) + sin (f(x)) = 0 pour tout x ∈ R.

7. La fonction ψ : x 7→ gd(x) − Arcsin(th(x)) est définie sur R, dérivable sur cet intervalle
en tant que composée de telles fonctions (notons pour cela que th est dérivable sur R à
valeurs dans ]− 1, 1[, et que Arcsin est dérivable sur ]− 1, 1[), et pour tout x ∈ R :

ψ′(x) = gd′(x)− th′(x)× Arcsin′(th(x))

= 1
ch(x) −

1
ch2(x)

× 1√
1− th2(x)

= 1
ch(x) −

1
ch2(x)

×
√
ch2(x)

= 1
ch(x) −

ch(x)
ch2(x)

(car ch(x) ≥ 0)

= 0.

La fonction ψ est donc constante sur l’intervalle R, égale à ψ(0) = gd(0)−Arcsin(th(0)) =
0− 0 = 0. Ainsi, pour tout x ∈ R :

ψ(x) = 0, soit encore gd(x) = Arcsin(th(x)).

8. La fonction h est dérivable sur R car composée de telles fonctions, et pour tout x ∈ R :

h′(x) = ex × Arctan′(ex) = ex

1 + e2x
= 1
ex + e−x

= 1
2ch(x) = 1

2gd
′(x).

Par conséquent, il existe une constante c ∈ R telle que :

∀x ∈ R, h(x) = 1
2gd(x) + c.

Comme de plus, h(0) = Arctan(1) = π

4 et gd(0) = 0, alors c = π

4 et :

∀x ∈ R, h(x) = 1
2gd(x) + π

4 .
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