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On appelle intégrale de Gauss la limite [ = ll)r_{l e " dt, qu’on notera encore / e dt.
T o0 0

Le but de ce probléme est de justifier [’existence et de calculer la valeur de l'intégrale de Gauss.

I. Intégrales de Wallis

Wi

Pour tout entier n > 0, on pose : W,, = / cos”

s
2

1. Montrer que, pour tout n > 0, W,, = / sin"(z) dz.

2. Calculer Wy et Wj.

3. Montrer que la suite (W,,)nen est décroissante. En déduire qu’elle converge.

4. Montrer que pour tout n € N, W,, > 0.

N n+1
5. A l’aide d’une intégration par parties, établir que pour toutn € N: W, .5 = ( n 2) Wh,.
n

6. Montrer que la suite ((n + 1)W,11W,,)nen est constante et calculer la valeur de cette
constante.

7. En utilisant la monotonie de la suite (W,,), prouver que pour tout n € N :

ntl Wan o
n+2~ W, —

8. En déduire que 1_131 nW? = ;T, puis la valeur de lim = \/nW,,.

n—-+00

9. Montrer que pour tout p > 0 :

(2p) m

Wor = gty < 2
W 227 (p!)?
2p+1 (2p + 1)|

II. Intégrale de Gauss

g2

x
Dans cette partie, on note F': x / e~ dt I'unique primitive de x — e qui s’annule en 0.
0

10. (a) Montrer que F' est croissante.
(b) Pour t € [1,+oc[, montrer que e~** < e,
En déduire que F' est majorée, puis que F admet une limite en +oo.

+oco
Dans toute la suite, on notera / e~ dt cette limite.
0
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11. Soit n € N*.
.1 SR T . vn #\" VR t2
(a) En utilisant une inégalité classique, montrer que / 1—— | dt< / e " dt.
0 n 0

(b) A l'aide du changement de variable ¢ = \/n cos(u), montrer que :

N
\/ﬁWQn+1 S / €_t2 dt.
0
12. Soit n € N*.
2\ "
(a) Montrer que pour tout t e R : e < (1 + ) :
n

(b) A l'aide du changement de variable ¢ = \/n tan(u), montrer que :

vn 2\ " B
/ (1 + > dt = \/ﬁ/ cos? (u) du
0 n 0
ot B € [0, 5] et p € N sont a déterminer.

B ks
(¢) Montrer que / cos?(u) du = / * sin®(t) dt.
0 B
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(d) Déduire des questions précédentes que :
vn
/ e At < /Wap_s.
0

oo
13. Déterminer alors la valeur de / et dt.
0




