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La derniere partie du DM est facultative.

I. Intégrales de Wallis

Pour tout entier n > 0, on pose W,, = /2 cos”(z) dz.
0

1.

2.
3.

Montrer que, pour tout n > 0, W,, = /5 sin”(x) dz.
0

Calculer Wy et Wh.
Montrer que la suite (W,,)nen est décroissante. En déduire qu’elle converge.

Montrer que pour tout n € N, W,, # 0.

N n+1
A Taide d’une intégration par parties, établir que pour toutn € N: W, .5 = ( n 2) Wh,.
n

Montrer que la suite ((n + 1)W,11W, )nen est constante et calculer la valeur de cette
constante.

En utilisant la monotonie de la suite (W,), prouver que pour tout n € N :

n+1<Wn+1<1.
n+2 - W, —

L1 . 2 z . .
En déduire que nl_lgloo nW, = 5 Puis la valeur de nl—lgloo VnW,,.

Montrer que pour tout p > 0 :

(2p)! m
W 2 (pl)2 2
2% (p!)?
Wara 2p+1)!

II. Intégrale de Gauss

€T
Dans cette partie, on note F': x > / e dt I'unique primitive de x +— e~
0

10.

2 .
*" qui s’annule en 0.

(a) Montrer que F est croissante.

(b) Pour t € [1,+oo[, montrer que e~** < e

En déduire que F' est majorée, puis que F admet une limite en +oo.

+o00
On appelle intégrale de Gauss, et on note / e "’ dt, cette limite. Le but de la suite de cette
0

partie est de calculer sa valeur.

11.

Soit n € N*,
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. ey . vn 2\" Vi
(a) En utilisant une inégalité classique, montrer que / 1—— | dt < / e " dt.
0 n 0

(b) A P'aide du changement de variable t = \/n cos(u), montrer que :

N
\/EWQn_H S / 6_t2 dt.
0
12. Soit n € N*.
n

2\ "
(a) Montrer que pour tout t e R : e < (1 + ) :

(b) A l'aide du changement de variable t = \/n tan(u), montrer que :

a 2\ " B
/ (1 + > dt = \/ﬁ/ cos? (u) du
0 n 0
ot B € [0,7] et p € N sont a déterminer.

B
(c) Montrer que/ cos? (u) du:/
0

B

2

sin”(t) dt.

(d) Déduire des questions précédentes que :
N
/0 €_t2 dt S \/ﬁWQn_Q.
+o00 5
13. Déterminer alors la valeur de / e " dt.
0

III. Calcul de ((2)

n

Pour tout n > 1, on pose S, = Z =k Le but de cette partie est de montrer que la suite
k=1
+00 1
(Sn),s; converge et de déterminer sa limite notée ((2) = >

—-
n=1 n

/2
Pour p € N, on pose J, = /o t? cos®(t)dt et K, =

14. Montrer que pour tout p € N*, Wy, = p(2p — 1)J,_1 — 2p*J,.
T

FRCE

15. En déduire que pour tout p > 1, K,,_y — K, = 1
P

16. A Paide de la question précédente, exprimer S, a I’aide de K, pour n € N*.

7
17. Prouver que pour tout x € {O, g}, T < 5 sin z.

7T2W2p

18. En déduire que pour tout entier p e N, 0 < J, < )

19. Prouver alors que la suite (S,),, converge et déterminer sa limite.




