
MP2I Lycée Carnot

Devoir maison à rendre le 12/11/2025
DM5

La dernière partie du DM est facultative.

I. Intégrales de Wallis

Pour tout entier n ≥ 0, on pose Wn =
∫ π

2

0
cosn(x) dx.

1. Montrer que, pour tout n ≥ 0, Wn =
∫ π

2

0
sinn(x) dx.

2. Calculer W0 et W1.

3. Montrer que la suite (Wn)n∈N est décroissante. En déduire qu’elle converge.

4. Montrer que pour tout n ∈ N, Wn 6= 0.

5. À l’aide d’une intégration par parties, établir que pour tout n ∈ N : Wn+2 =
(
n+ 1
n+ 2

)
Wn.

6. Montrer que la suite ((n + 1)Wn+1Wn)n∈N est constante et calculer la valeur de cette
constante.

7. En utilisant la monotonie de la suite (Wn), prouver que pour tout n ∈ N :

n+ 1
n+ 2 ≤

Wn+1

Wn

≤ 1.

8. En déduire que lim
n→+∞

nW 2
n = π

2 , puis la valeur de lim
n→+∞

√
nWn.

9. Montrer que pour tout p ≥ 0 : 
W2p = (2p)!

22p(p!)2 ×
π

2
W2p+1 = 22p(p!)2

(2p+ 1)!

.

II. Intégrale de Gauss

Dans cette partie, on note F : x 7→
∫ x

0
e−t

2 dt l’unique primitive de x 7→ e−x
2 qui s’annule en 0.

10. (a) Montrer que F est croissante.
(b) Pour t ∈ [1,+∞[, montrer que e−t2 ≤ e−t.

En déduire que F est majorée, puis que F admet une limite en +∞.

On appelle intégrale de Gauss, et on note
∫ +∞

0
e−t

2 dt, cette limite. Le but de la suite de cette
partie est de calculer sa valeur.

11. Soit n ∈ N∗.
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(a) En utilisant une inégalité classique, montrer que
∫ √n

0

(
1− t2

n

)n
dt ≤

∫ √n
0

e−t
2 dt.

(b) À l’aide du changement de variable t =
√
n cos(u), montrer que :

√
nW2n+1 ≤

∫ √n
0

e−t
2 dt.

12. Soit n ∈ N∗.

(a) Montrer que pour tout t ∈ R : e−t
2 ≤

(
1 + t2

n

)−n
.

(b) À l’aide du changement de variable t =
√
n tan(u), montrer que :

∫ √n
0

(
1 + t2

n

)−n
dt =

√
n
∫ B

0
cos2p(u) du

où B ∈ [0, π2 ] et p ∈ N sont à déterminer.

(c) Montrer que
∫ B

0
cos2p(u) du =

∫ π
2

π
2−B

sin2p(t) dt.

(d) Déduire des questions précédentes que :
∫ √n

0
e−t

2 dt ≤
√
nW2n−2.

13. Déterminer alors la valeur de
∫ +∞

0
e−t

2 dt.

III. Calcul de ζ(2)

Pour tout n ≥ 1, on pose Sn =
n∑
k=1

1
k2 . Le but de cette partie est de montrer que la suite

(Sn)n≥1 converge et de déterminer sa limite notée ζ(2) =
+∞∑
n=1

1
n2 .

Pour p ∈ N, on pose Jp =
∫ π/2

0
t2 cos2p(t) dt et Kp = 4p(p!)2

(2p)! Jp.

14. Montrer que pour tout p ∈ N∗, W2p = p(2p− 1)Jp−1 − 2p2Jp.

15. En déduire que pour tout p ≥ 1, Kp−1 −Kp = π

4p2 .

16. À l’aide de la question précédente, exprimer Sn à l’aide de Kn pour n ∈ N∗.

17. Prouver que pour tout x ∈
[
0, π2

]
, x ≤ π

2 sin x.

18. En déduire que pour tout entier p ∈ N, 0 ≤ Jp ≤
π2W2p

8(p+ 1).

19. Prouver alors que la suite (Sn)n≥1 converge et déterminer sa limite.
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