MP2I Lycée Carnot

DSI1
Correction du devoir surveillé

Exercice 1
1. Résolution de I’équation. On raisonne par disjonction de cas.

o Sur|—o00,—1],z+1<0et3z—-2<0,dou:
3
|1:—|—1|:4—|3x—2|<:>—x—1:4+3x—2<:>x:—1¢]—oo,—1].
. Sur]—l,%},x—i—l206t3x—2§0,d0nc:
1 2
\x+1|:4—|3:U—2\<:>x—|—1:4+3x—2<:>1::—§E —1,5.
e Sur (]%,—i—oo[,x+120et3x—220,d’01‘1:

5 2
]33—1—1]:4—|3x—2]<:>x+1:4—3x+2<:>:v:1E {3,—1-00[-

15
Final t, | =1 —=,—¢.
inalement, { 2,4}

Résolution de I'inéquation. Notons pour commencer qu’elle est définie sur R* . Pour tout
reRY :

(z —1)? Sa:+1_\/5®(a;—1)2 Sx—2ﬁ+l@(w—1)2 - (VT —1)2
8x 2 8x 2 8x 2

©0< (Vo172 (12— (Vo +1)?)

&0< (Ve—1)?2vVe - (Ve +1) vz + (Vo +1))
©0< (V-1 (3va+1)

N————’

>0
S0<Vr—-1er>1

Finalement, | . = [1, 4o00].

2. Premieére inégalité. Soient z,y € R,. Par positivité des membres de I'inéquation et stricte
croissance de z + z2 sur R, :

I+yvry<vVitaz/T+ye 1+ yay)? <(1+2)(1+y)
S1+2/zy+zy<l4+z+y+ay
S0<zx+y—2/xy
&0 < (Vo — )
Cette derniére inégalité étant toujours vraie, cela prouve l'inégalité de départ.

Seconde inégalité. Soient z,y € [0,1]. Puisque 22 < x et y> <y :

Pt —ay—1<azty—ay—1=(x—1)(1-y) <0

Ainsi, |22 + 9% — 2y < 1.‘
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3. Montrons par récurrence double que pour tout n € N, Z(n) : « u, = (—1)" +3 x 4" » est vraie.
(-1 +3x4"=4=uget (—1) +3 x 4! =11 = u3 donc Z(0) et L(1) sont vraies.
Soit n € N. Supposons Z(n) et Z(n + 1) vraies. Alors :
Upto = SUpy1 + du, =3 ((—1)”+1 +3 x 4”“) +4((=1)" +3 x 4™)
=(-1D)"Bx(-1)+4)+3x4"(3x4+4)
= (—1)"+3x4"x16 = (—=1)""2 + 3 x 472

Dot & (n + 2) vraie.

= (—1)"+ 3 x 4™ pour tout n € N.‘

Par principe de récurrence,

4. Soit f :[—1,1] — R une fonction continue sur [—1,1].

o Analyse. Supposons qu’il existe une fonction g continue sur [—1, 1] telle que / g(t)dt =0,

une fonction h : [—1,1] — R constante égale a un réel noté C, telles que f = g+ h. Alors :

/f £ dt = /(g+h)()dt:/1lg(t)dt+/11h(t)dt20+[Ct}l_l:20.

1 r1
Donc h est la fonction constante sur [—1,1] égale a 5/ f(t)dt, et pour tout x € [—1,1] :
—1

ote) = )3 [ soar

Ceci prouve 'unicité de la décomposition.
1 1
o Synthése. Posons C = 5/ f(t)dt et pour tout z € [—1,1], g(z) = f(x)—C et h(x) = C.
-1

Par définition, f = g + h, h est constante et g est continue sur [—1, 1] et vérifie :

/_1lg(t)dt:/_11(f(t)—0) dt:/_llf(t)dt—/_llcdt:w—[0t]1_1=20—2czo.

Ceci prouve l'existence de la décomposition.

Ainsi, il existe bien une unique fonction g continue sur [—1, 1] et d’intégrale nulle sur ce segment
et une unique fonction h constante sur [—1,1] telles que f = g + h.

5. Soit n € N. Remarquons que :
n+1)?=n*+2n+1<n’+3n+3<n’+4n+4=(n+2)>

Par stricte croissance de la fonction racine sur R :

n+1<vVn2+3n+2<n+2; etdonc {\/n2+3n+3J =n+1.

6. (a) Soitz €[0,1[. Alors0<Z <2 <1,0<2H <2 <1et0< %2 <1 Donc:
x r+1 z+ 2
=|-| = = = 0.
) L%J {BJ {3J
T z+1 T+ 2
f(x)—L))JJﬂ 3 J+{ 3 J—m_o.

2

Ainsi,
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(b) Rappelons le résultat suivant vu en cours :
VeeR, VneZ, |z+n]=|z]+n.

Soit € R. Calculons :

z+1 T+ 2 T +3
1) = — 1
flx+1) _3_+_3_+_3J |z + 1]
z+1 T+ 2 T
= T 1
_3_+_3_+_3+J |z +1]
r+1 T+ 2 €T
= — 1-— 1
_3_+_3_+_3J—|— (LxJ—l—)

En d’autres termes, f est 1-périodique.

(c) Soit z € R. Par 1-périodicité de f, pour tout n € Z,

@ +n) = fl@+nx1)= f(a).

D’ou :
f@)=f((z = [z]) + |z]) = fle - |2]) =0
par la question 6.(a) puisque z — |z] € [0, 1[. Ainsi, f(x) =0, soit :

D

Exercice 2
1. Pour tout x,y € R :

[fi@) + @) =lz+yl et |fa(z)+ folz)l=]-z—yl=]-(@+y)=|z+yl|

Donc | fy et f, vérifient (%). |

2. Prouvons que (P;) est vraie, en prouvant 1’équivalence par double implication.
Supposons que pour tout x € R, |f(z)| = |z|.
Soit z € R. Puisque |f(x)| = |z|, alors f(z) =2 ou f(z) = —=z.
Ainsi, 'implication :
(V2 € R, |f(@)| = |2]) = (Y € R, f(z) = ou f(z) = —2)
est vraie.

Supposons que pour tout z € R, f(z) =z ou f(z) = —=x.

Soit € R. Par hypothese, f(z) = x ou f(x) = —z. Dans le premier cas, |f(x)| = |z|, et
dans le second cas |f(z)| = | — x| = |z|. Ainsi, |f(x)| = |z|.

On a donc prouvé que :
(Vo €R, f(z) =z ou f(z) = —z) = (Vz € R, [f(z)| = |z])

est vraie.

Par double implication, ‘ (P2) est vraie. ‘

En revanche, l'assertion (P;) n’est pas toujours vraie, comme le prouve le cas de la fonction
frx—|z|:



MP2I Lycée Carnot

o clle vérifie Passertion « Vo € R, |f(z)] = |z| » ;

o Puisque f(1) =1 # —1, l'assertion « Vz € R, f(x) = —z » est fausse. De méme, puisque
f(=1) =1 # —1, lassertion « Vz € R, f(x) = = » est également fausse. Ainsi, « (Va €
R, f(z) =z) ou (Vz € R, f(z) = —x) » est fausse.

Par conséquent, les deux assertions (Vz € R, |f(z)| = |z|) et (Vz € R, f(x) = x) ou (Vx €
R, f(x) = —z) ne sont pas équivalentes, et ‘ (Py) est fausse.‘

3. (a) En prenant x = y = 0 dans la relation (¥) :

[£(0) + £(0)] = [0+ 0] = 0 = 2| £(0)| = 0, d’oir | f(0) =0.]

(b) Soit z € R. Alors :
F@)] =1f(2) + F(0)] = |z +0]

(c) Par I’absurde. Supposons que

(Fx R, f(z)#x) et (Ix €R, f(x) # —x).

Les noms des variables étant muets, on peut aussi écrire :

(Fz €R, f(z) #z) et 3y eR, f(y) #—vy).

Considérons donc deux tels réels z et y tels que f(z) # x et f(y) # —y. Remarquons que
x et y sont nécessairement non nuls avec la question 3. De plus, puisque |f(z)| = = et que

f(x) # z, alors f(z) = —x, et de méme f(y) = y.
Alors :
[f@)+ W)l =1-z+yl, etavec (k) |f(x)+ ()] =I]z+yl
Donc | — z + y| = |z + y|. Deux cas sont possibles :
e —x+y=2x-+y, mais alors x = 0 ce qui est faux ;
e x—y=u1x+y, mais alors y = 0, ce qui est faux également.

On aboutit dans tous les cas a une contradiction. Ainsi :

|(¥z €R, f(z) =) ou (V2 €R, f(z) = —x).|

4. La question précédente montre que si f vérifie (%), alors f = f; ou f = fo. Par ailleurs, nous
avons déja montré que fi et fo vérifient ().

Ainsi, |il existe exactement deux fonctions vérifiant (%), qui sont f et fg.‘

Exercice 3 (Etude d’une suite)
1. (a) Onpose f:z €] —1,+00[+— x —In(1 + z). La fonction f est dérivable sur | — 1, +o0] et

pour tout x € | — 1, +00] :
1 T
") =1-— = )
f(z) 1tz 14z
On obtient le tableau de variation suivant :
x -1 0 +00
f(z) - 0 +
0
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pour tout z € | — 1,+o0[: x> ln(l—i—a:).‘

2
(b) On pose g :x € [0, +oo[ = In(1 +2) — o + % La fonction g est dérivable sur R, et pour

Ainsi,

tout x > 0 :
@) 1 14 1 1+az+x+$2 z?
xr = — — xr = — = .
9 1+ 1tz 14z 14z 14z
On obtient le tableau de variation suivant :
x 0 +00
g () 0 +
0
2
Dong, [pour tout x € Ry : In(1+4+z) > x — ER

2. (a) Soit k € N*. Calculons :

Vg1 R+ DL KL (k4 1\F k| (k+1\*
o~ rnr CE o) K EED X - '

(b) Soit k € N*. Par le calcul précédent :
In <”’f+1) — kln <M> — kln (1 + 1) .
Vg, k k

1
En utilisant la question 1. avec x = z (qui vérifie bien x > —1 et x > 0) :

1 (1/k)? 1 1
- < < =
k 5 < In (1+ k) S

D’ou en multipliant par k£ > 0 :
1 (1/k)? Uk+1> 1
k|- — <1 <k-
(k 2 ) =" ( w ) =k

1—1<1n<”’““)§1.
m

qui se récrit :

1
3. (a) Soit k > 2. En appliquant la question 1. avec x = ~Z > —1:

k—1 1 —1
o) = o)< .
ln( k ) hl(l k) k

(b) Soit k> 2. A partir du calcul précédent :

-1

In(k — 1) —In(k) < -
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Dou :

4. Soit n > 3. Sommons les inégalités précédentes pour k variant de 2 a n — 1 :

s In(k—1) —In(k)\ _ =, (k1) %=, o
Z<1+ 5 )g%m( )gkzz1_(n )—2+1=n-2

k=2 Uk

Pour la premiere somme :

= (k- 1)~ I(k)\ 1% o o
];2(14- 5 >—n 2+§]€§2(1n(k 1) —1In(k)) =n 2+2(ln(1) In(n — 1))
2

par télescopage. Pour la deuxiéme somme, de nouveau par télescopage :

n—1 n-1
Z In <vk+1> = Z n(vg41) — In(vg) = In(vy,) — In(v2) = In(vy,) — In(2).
k=2 k=2

Uk

Ainsi :

In(n —1)

In(2) +n -2~ ——

<lIn(vy) <In(2) +n — 2.

5. En divisant par n > 0 les inégalités précédentes :

In(2) t1o 2 In(n-1) < In(vy,) < In(2) t1- g
n n 2n n n n
Récrivons le membre de gauche :
In(2) Pl 2 In(n-1) _ In(2) 1o 2 In(n) In(1-1/n) L
n n 2n n n 2n 2n n—-+00
In(2) 2

par croissances comparées. Puisque d’autre part lim

4+ 1— — =1, par théoréme des
n—+oo N n
In(vy,)

n

gendarmes, la limite lim existe et vaut 1.

n—-+4o0o

Enfin :

(n')% e%ln(n!)

Up = —— = = exp (i In(n!) — ln(n)> = exp (71 [In(n!) — ln(n”)]) = exp (—i In (’Un))

n 6ln(n)

Et par continuité de 'exponentielle :

1
Up = exXp (— In (vn)> — e L
n

n—-+00

Ainsi, | (uy,) converge vers e~ L.
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Exercice 4 (Une limite avec des coefficients binomiaux)
Partie A : Préliminaires.

1. Soit k € [[1,n]. Par définition des coefficients binomiaux :

n—k+1 n _n—k+1 n! B n! _[n
k k—1) k (k—l)!(n—k—i—l)!_k!(n—k:)!_ k]

2. e Supposons 1 < k <n/2. Alors 2k < n, d’ou k < n — k. Par conséquent :

—k+1
k<n—-—k+1, etdonc %>1.

n
k—1

) R ) )

o Sin—1>k>n/2, alors de méme n — k < k < k+1, et donc :

En multipliant cette inégalité par < > > 0 et avec la question précédente :

n—=k

<1
kE+1

n
En multipliant cette inégalité par ( k:) >0:

)< ()

Or, on déduit de la question précédente avec le changement de variable p = k — 1 que :

n n—pfn
Vp e [0,n — 1], = — .
pefon ] (p—i—l) p+1<p>

) =i () <)

3. Ces inégalités montrent que la suite des coefficients binomiaux ((}))

Finalement :

ke[1,n—1] est croissante

strictement entre 1 et |5 ], puis strictement décroissante entre || 4+ 1 et n — 1, et qu'elle

atteint son maximum pour k = [ %].

Partie B : Encadrement et limite.

4. Puisque (5) = (1) =1:

"1 1 "1 1 1 1
PR S SIS S W N W
=6 © =6 GG G
—~
>0
5. On distingue deux cas :
o pour k € {2,..., (5]}, la suite k — (}) est croissant, donc (3) < (}).

o pour ke {|5] +1,...,n—2}, ks (}) est décroissant, donc () = (,,",) < (7)-
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Ainsi, | (3) < () pour tout k € {2,...,n —2}.

6. Puisque (}}) > (5) pour tout k € {2,...,n — 2}, chaque terme de la somme S, est inférieur &
A Dou:
(5)

1 n—3 2(n-23)

(3)

n—2 1 n—2 1
ZWSZT):[(n—2)—2+1]
k=2 \k k=2 \2

7. Avec les inégalités des questions 4. et 6. :

1 1 1 2 2(n — 3)
2< Sy =+ 77+ 7 + +E — <2+ —+
) I O R ) B G R N ) n(n —1)
— 2 2 2(n-—
Or lim M: lim —n:0, donc lim 2—|———|—M:2.
n——400 n(n — 1) n——+oo N2 n—-+oo n n 1)

Par théoreme des gendarmes, | lim .S, existe et vaut 2.
n——+0oo

Exercice 5 (Exercice hors baréme)
Procédons par récurrence sur p € N* en posant

Pp): «Vai,...,ap €ER4, araz...ap=1=>a1+...+ap, >p»
ap =1>1, donc £(1) est vraie.

Soit p € N*. Supposons Z(p) est vraie.
Soient a,...,ap41 des réels positifs tels que ajaz ... apy1 = 1.

Les a; sont nécessairement strictement positifs (leur produit est égal a 1) et, quitte a les échanger,
on peut supposer :
0<a1§a2§...§ap+1.

. 1 " .
Remarquons que a; < 1, car sinon ajas...apy1 > aler > 1. De méme, a,41 > 1, car sinon

+1
a1ag...apy1 < GZH < 1.
Comme agas . ..ap(arap1) = 1, on peut appliquer I'hypothese de récurrence aux réels positifs

ag,as,...,ap, (aapt1) et donc ag +ag + ...+ ap + (ar1ap1) > p. Alors :

a1+ ...+ ap+apr1 =az+az3+...+ap+ (@r1ap1) + a1 + apr1 — a1ap41
>p+ar+app —a1apta
zp+(1—a)(ap —1)+1
>0 >0
>p+ 1.

Donc Z(p + 1) vraie.

Par principe de récurrence, & (p) est vraie pour tout p € N*.




