MP2I Lycée Carnot

DSI1
Correction du devoir surveillé

Exercice 1
1. Soit x € R. Alors :

2" —T=4de " =2 —Te® =4 2(%)? —Te® —4 = 0.

Posons alors X = e”, si bien que x est solution si, et seulement si, 2X2 — 7X — 4 = 0. Or cette
derniere équation d’inconnue X possede deux solutions, qui sont

7+ /81 7—/81

X3 1

4>0 et Xy

Et donc z est solution de 1’équation de départ si, et seulement si, e = X; ou e = X3. Or
e’ = X1 &z =1n(4) et ¥ = X, n’a pas de solution.

Donc ‘l’équation posséde une unique solution qui est In(4). ‘

2. Soit x € R. Alors |z + 1| > 0, et donc |z + 1| +2 > 0, de sorte que ||z + 1|+ 2| = |z + 1|+ 2. Et
donc |||z + 1| +2| — 3| = || + 1| — 1|. Ainsi,

lle+1+2|-3|=2&|z+1]-1|=2
Slr+l—-1=2oujz+1]—-1=-2
Slr+1=3ouljr+1=-1

Il est évident que |z + 1| = —1 n’a pas de solution, et

lt+1=3<(r+1=3ouzr+1=-3)< (r=20uzx=—4)

Donc | ’équation posséde deux solutions qui sont 2 et —4. ‘

3. Soit x € R. Distinguons 3 cas :
e Siz>0: alors |[z+ 1| =x+1et |x| =2x. Et donc
flr+lz—|z|>1edz+Dz—z>142? +32—1>0.

Ce polyndéme possede deux racines qui sont i et —1, si bien que pour z > 0,

1 1
4(x+1)x—x>1@x€]—oo,—1[u]4,+oo{<:>x>4.

e Si—1<z<0. Alors |[x+1|=2+1et |z| = —z. Et donc :

etz —|z|>1ed(x+Dr+r>1e 422 + 52— 1> 0.

Ce polyndome possede alors deux racines x1 = _5_7‘/@ < —letxo= _5+T‘/H > 0. Et donc
pour tout z € [—1,0[, 422 + 52 — 1 < 0.

e Sixz<—1. Alors |[x+ 1| = -z — 1, et || = —z. Et donc

dlz+ 1z —|z|>1e -dr(z+1)+r>1e42 + 32 +1<0

Or un calcul de discriminant nous informe que pour tout ¢ € R, 42 + 3t +1 > 0.

Au final, | 'ensemble des solutions de I'inéquation est ]i, +o0].
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4. Soit f: R — R. Procédons par analyse-synthese.

Analyse. Supposons que f soit la somme d’une fonction affine g et d’une fonction h
telle que h(1) = h(—1) = 0. Sment a,b € R tels que pour tout réel z, g(x) = ax + b.
Alors f(l):g() () g(1) = a+b, et f(—1) = h(—1) = —a + b. On en déduit
facilement que a = 5 fO=f(=1) 1) ,etdoncb= f(1)—a= w Et donc pour tout = € R,
g(z) = f(l)—zf(—1)$ + f(1)+2( )

. Et par conséquent, pour tout z € R,

SO —f=)  fH+ (=)
2 2

Donc si de telles fonctions g et h existent, alors elles sont uniques. -
Syntheése. Posons g : x — f(1)72f(71)$ + f(1)+2f(71) et h:xw— f(z)—g(z).
Alors il est évidemment que g est affine, et que pour tout x € R, f(x) = g(z) +h(z). Enfin,
h(1) = f(1) — g(1) = f(1) = LESED _JOHCED ¢ of de méme :
S —f=1) A+ =D

2 2

Et donc il existe bien au moins une maniére d’écrire f comme somme d’une fonction affine
et d’une fonction s’annulant en -1 et en -1 .

h=1) = f(=1) —g(=1) = f(-1) + =0

Ainsi, toute fonction f : R — R g’écrit de maniére unique comme la somme d’une fonction affine
et d’une fonction s’annulant en —1 et en 1.

Exercice 2
1. Soit € R. Puisque |z| <z < |z] + 1, il suit :

2.

r—1<|z| <.

Par substitution, on obtient 2z —1 < [2z| < 2z et 3z —1 < |3z] < 3z, et donc 62 —3 < 3|2z <
6z et —62 < —2|3z| < 2 — 6z.

Par somme d’inégalités, on en déduit que :

-3 <3|2z] —2[3z] <2

Puisque par ailleurs 3|2z| — 2|3z] est un entier, on a donc ‘ —2 < 3|2z| —2|3z] < 1. ‘

(a)

Il s’agit de montrer I'unicité d’un tel entier, I'existence étant admise dans I’énoncé. Soient
pour cela k, k' deux entiers telsque k — 1 <z <ketk — 1<z <k.

D’une part, k —1 < x < k’ si bien que k — 1 < k" et donc k < k' (k et k' étant des entiers).
Et de méme k' — 1 < x < k, si bien que k' < k.

On en déduit donc que k& = £/, et donc ‘qu’il existe un unique tel entier k. ‘

Soit € R. Notons k = [z], de sorte que k — 1 < x < k. Et donc —k < —x < —k + 1.
Puisque —k € Z, on a donc —k = |—z].

Bt donc |[2] = k = —[-a].|

Soit n € N. Si n est pair, considérons p € N tel que n = 2p.

Alors [%] = [p] et VTHJ = {p%— %J =p+ EJ = p. Donc on a bien 1’égalité annoncée. Et
si n est impair, soit p € N tel que n = 2p + 1. Alors

Fﬂ - {;HH —ptlet V‘J;J =|p+1]=p+1

Dans tous les cas, on a | [5] = {L;lJ
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(d) Soit zeRetneZ. Six <n,alorsona [z] —1<z<n,etdonc [z] —1<n.
Puisque [z] et n sont entiers, on a donc [z]| < n.
Ainsi, x <n = [z] < n.
Et inversement, si [z] < n, alors z < [z| <n. Et donc [z] <n =z <n.

Par double implication, on a bien prouvé que ‘x <n<jz] <n ‘

e) Soit z € R et soient m,n € N*. Notons ¢ = |-£ |, de sorte que ¢ — 1 < -£ < ¢ et donc
mn mn
ng—n< I < ng.

(%]

n

|- or:

[ ]

x
l@q—l<§q®nq—n<{-‘§nq
n m

Il s’agit donc de prouver que g = {

q:w

On a déja ng —n < -

3l

3

IN

|

. Par ailleurs, ng est un entier avec ng > .-, donc par la
question précédente, ng > [—‘
m

[
T

Et donc on a bien ng —n < [£] < ng, si bien que { mﬂ-‘ =q= [-‘

Exercice 3
1. Il est évident que si X =Y =0, alors X UY = {).

Inversement, si X UY =0, alors X C X UY =0, et donc X = (), et de méme Y = ().

2. Onadonc: f(X)=0&(ANX=0et B\X =0).
Orsi ANX =0, alors :

X=XNE=XN(AUA) =(XNAUXNA)=XNACA.
Et inversement, si X C A, XNAC AN A=(. Et donc :
XNA=0& X C A
Et puisque B\ X = BN X, on a pour les mémes raisons :
B\X=0<BcCX=X.

Et donc : - B
fX)=0s (XCcCAetBCX)& BCXCA.

3. Supposons qu’il existe X € Z(FE) tel que f(X) = (), et fixons un tel X.

Par la question précédente on a alors B C X C A, si bien qu'en particulier B C A. Et alors
(BNA)C AN A=, si bien que BN A = (.

Inversement, supposons que AN B = (). Alors si on pose X = B, il vient

f(X)=f(B)=(ANB)U(B\B)=0Ud=0.
Par double implication, il existe donc X € Z(F) tel que f(X) = 0 si et seulement si AN B = (.

4. Dans un premier temps, considérons D une partie de A et posons X = BU D. Alors

ANX=ANn(BUD)=(ANB)UAND)=0U(AND)=0U0=0.
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Et par ailleurs, puisque B C X, B\ X = (). Plus rigoureusement, B\ X = BNX =BnBND = 0.
=0

Et donc f(X) = 0.

Inversement, considérons une partie X de E telle que f (X) = 0. D’apres la question 2., B C X.

Posons alors D = X N B. On a alors :

X=XNE=XN(BUB)=(XNB)UXNB)=BUD.
——
=B
Et puisque par ailleurs X C A, nécessairement D C X C A, si bien que D € @(A) Donc
comme annoncé, il existe bien une partie D de A telle que X = BU D.

Exercice 4 (Nombres de Catalan)
1. On a ag = (8) =1,a; = %(f) =1,a3 = %(;) =2,a3 = %(g) =5,a4 = %(Z) = 14. On en déduit
alors que

0
So = Z apag—r = ag = 1, S1 = apa1 + a1ap = 2, Sz = apaz + aja1 + azap = 5,
k=0

Ss = apas + aias + aga; + azag = 14.

On remarque alors que S3 = a4, So = ag, S1 = as et So = a1. Autrement dit que pour k£ < 3,
Sk- = Qf+41-

2. (a) Soit n € N. On a

2n 2n \  (2n)! (2n)! o (2n)! 1 1
n) \n+1)] anl (+Dn-1)! nln-—1) (n_ n+1>

(2n)! 11 (@2 1 <2n> _

= ap,
n

nln—D!nn+1) n+lnn! n+l

(b) Soit n € N. Puisque (27?) € N et (n%’:l) € N, on a a, € Z. Et puisque par ailleurs il est
1

évident que a,, = m(%;‘) > 0, alors a,, € N.

3. Soit n € N. Dans la somme définissant T},, réalisons le changement d’indice ¢ = n — k. On a
alors

To =) (= )an—itn_(n—iy = Y (n = i)an—a; = Y (n — k)aran_i
i=0 ;
Et donc :

n n n n
2T, = Z kagan—p + Z(n —k)agan—i = Z NARAp_f =N Z ApOn—g = NSy
k=0 k=0 k=0 k=0

4. Soit n € N. On a alors

(n+2)ans1 = (n+2)

n+2\ n+1 -

1 (2n+1)  (@2n+2) (2n +2)(2n + 1) (2n)!
D+ (n+1)2 nln!

1 (2n)! 1 (2n
=220+ 1) — 5 =22+ 1) — <n> = 2(2n + 1)ay,
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5. Calculons :

n+1 n+1
Tht1+ Sp+1 = Z(n +1—k)agant1—k + Z apani1—k  par la quest. 3.
k=0 k=0
n+1
= Z(n +2 —k)agant1—k
k=0

n
= an+1 + Z(n + 2 — k)agans1—r  en isolant le terme pour k =n + 1
k=0

n
= api1+ ) ap(n —k+2)an_g1
k=0

n
= apy1+ Z ar2(2(n — k) + 1)a,—x  par la quest. 4.
k=0

n
= Qp41 + 2 Z an—j(2j +1)a; par changement d’indice j =n —k
j=0

n n
=apy1 +4 Zjajan_j + 2 Z AjOp—j = apg1 + 4T, + 25,
§=0 §=0
= an+1 +2nS, +5, par la quest. 3.

= apt1 +2(n+ 1)Sn‘

En notant alors que par la question 3, pour tout n € N, T, = "THSnH, on en vient a
n+1

n+3
Sp+1 + Sn+1 = ans1 + 2(n+1)S,, et donc Sni1 = any1 +2(n+1)S,.

6. Prouvons par récurrence simple sur n € N que S, = ap11.

Init. Puisque Sy =1 = aq, la récurrence est initialisée.

Hér. Soit n € N tel que S, = ap41. Alors ”T*?’Snﬂ =ant1+2(n+1)ap+1 = (2n+ 3)ap4+1. Mais
par la question 4.,
(n+3)ant2 =2(2(n+ 1)+ Dap+1 =2(2n+ 3)an+1 = (0 + 3)Sn41
si bien que Sy = an12.
Par le principe de récurrence, pour tout n € N*, S, = a,41.
7. Prouvons par récurrence forte sur n € N que a, € N.

Init. On a évidemment ag =1 € N.

Hér. Soit n € N, et supposons que pour tout k € [0,n],ar € N.
Alors pour tout k € [0,n],n — k € [0,n], et donc a,,— € N, si bien que ara,_ € N.

n
Et donc apy1 =S, = Z arlpn_ € N.
k=0

Ainsi, par le principe de récurrence forte, pour tout n € N, a,, € N.

Le saviez-vous ?

Les nombres a,, étudiés dans ce probleme sont appelés les nombres de Catalan, et ils interviennent
dans plusieurs problemes de dénombrement. Par exemple a,, est le nombre de manieres de paren-
theses correctement un produit de n + 1 lettres, ou 'on n’autorise que deux termes dans chaque
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produit. Par exemple, les ag = 5 parenthésages d’'un mot de 4 lettres sont

(zy)(21), ((zy)2)t, (x(y2))t, 2((y2)t) et x(y(2t))

Probléeme (Une équation fonctionnelle)

Partie I. Exemples.
1. Soit x € R. Alors f1(fi(z)) =2— fi(zr) =2—-(2—2x) ==.

Donc fi est bien une involution.

Soit z € R. Si z = 0, alors fo(z) = 0 et donc fa(f2(z)) = f2(0) = 0 = z. Si x # 0, alors
f2 (f2(z)) = + = 2. Donc pour tout = € R, fo (f2(x)) = =, si bien que f, est une involution.

& |-

2. Soient a,b deux réels tels que f(a) = f(b). Alors f(f(a)) = f(f(b)) & a = b. Et donc ceci
prouve bien que si f(a) = f(b), alors a = b.

3. Supposons par I'absurde qu’il existe x € R tel que f(z) # .

e Si f(x) > =, alors par croissance de f, f(f(z)) > f(x) & = > f(x), ce qui contredit
f(z) > =x.

o Etsi f(z) < x, alors toujours par croissance de f, on a f(f(x)) < f(x) & z < f(z), ce qui
est également absurde.

Donc f(x) = z, et ce pour tout x € R.

Partie II. Une équation fonctionnelle.

4. Soient x,y deux réels. Alors

9 (9 +9w) =g (2> +y) =2 +y = 2g(z) + .

Donc g est bien solution de (x). De méme, on a

h (h(a:)2 + y) =h ((—x)2 - y) =y—2®> et zh(z)+y=-2>+y
donc h est bien solution de (x).

5. Prenons =0 et y = 0. Alors f (f(0)2 + f(0)) = 0.
Et donc en posant xg = f(0)? + £(0), on a bien f (z¢) = 0.

6. Soit ¢t € R. En prenant z = xg et y = t dans (%), il vient

£ (f (@0)* + (1) = zof (x0) + 1= F(f() =t
Ceci étant vrai pour tout réel ¢, f est une involution.

7. (a) Soient z,y deux réels. Alors f (f(z)*+ f(y)) = zf(x) +y.
Et donc en appliquant f aux deux membres, et en notant que f est une involution, il vient

F@)? + fy) = flaf(2) +y).
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Soient ¢ et y deux réels. Alors en prenant x = f(¢) dans la relation de la question précédente,
il vient f(f(1))* + f(y) = f(tf(t) +y) & + f(y) = f(f(O)t + ).

Soient t et y deux réels. Par la question précédente, t? 4+ f(y) = f(f(t)t +y). Mais par la
question 7.(a), f (tf(t) +y) = f()* + f(y). Bt donc £ + f(y) = f(t)* + f(y).

Soit 2 € R. Prenons t = x et y = xg dans la question précédente. Il vient alors 2+ f (zg) =
f(@)? + f (o) & 2% = f(2)* & (f(z) =z ou f(z) = —x).

On souhaite prouver que soit pour tout x € R, f(z) =z (si f = g), soit pour tout = € R,
f(z) = —z (si f = h). Or ce que nous venons de prouver ne permet pas d’exclure que pour

certaines valeurs de z, f(z) = = et que pour d’autres f(x) = —z. Par exemple, la fonction
f : x — |z| vérifie bien la conclusion de la question 7.(d) :

Vz € R, (Jz| =z ou |z| = —x).

Pourtant elle n’est égale ni & g ni & h. Donc nous n’avons pas encore prouvé que f = g ou

f=h.

Dans (%), prenons = a et y = b.

Il vient alors f (f(a)®>+ f(b)) = af(a) +b < f(a* —b) = a® + b. Mais par la question
7.(d), soit f (a® —b) = a® — b, soit f (a® —b) = b — a?.

Dans le premier cas, on a donc a® +b=a? — b, et donc b= —b < b = 0.

Dans le second cas, onaa?+b=b—a’> = 2a>=0<a=0.

Donc en conclusion, soit a = 0, soit b = 0.

Rappelons ce que nous souhaitons prouver : c’est que soit pour tout = € R, f(x) = x, soit
pour tout z € R, f(z) = —x.

o Supposons que f(1) = 1. Alors par la question précédente, il ne peut exister de z € R*
tel que f(x) = —z. Et donc pour tout = € R*, f(x) = x.
Et puisque f(0) = 0 (d’apres la question 7.(d)), on a donc pour tout z € R, f(z) = z,
si bien que f = g.
o En revanche, si f(1) = —1, alors par la question précédente, il n’existe pas de a # 0
tel que f(a) = a. Donc pour tout € R*, f(z) = —z. Puisque f(0) = —0, pour tout
x € R, f(z) = —x, si bien que f = h.
Nous venons de prouver que si f est une solution de (%), alors c’est soit f soit g. Puisque
par ailleurs, nous avons déja prouvé que g et h sont des solutions au probléme posée, ce
sont les seules solutions de ’équation fonctionnelle (x).




