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Durée : 3h

a qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements interviendront pour une
L lité de la rédaction, la clarté et | d ts int dront

part importante dans 'appréciation des copies. Les résultats doivent étre encadrés.

La calculatrice n’est pas autorisée.

Exercice 1
Les questions 1 a 6 de cet exercice sont indépendantes.

1. Résoudre dans R I'équation et I'inéquation suivantes :

(x—12% xz+1
< — .
8r T 2 Ve

le+1|=4— 3z —2|] et

2. Montrer les inégalités suivantes :
Ve 20, 14y < VITEVITR,
Vo,y €[0,1], 2*+¢y* -2y <1
3. On considere la suite (u,) définie par ug =4, u; = 11 et :
VYn e N\ {0,1}, w, = 3up_1 + 4u,_s.
Montrer que pour tout n € N:  u, = (—1)" + 3 - 4™

4. Soit f : [-1,1] — R une fonction continue sur [—1,1]. Montrer qu'il existe une unique
1

fonction ¢ continue sur [—1,1] telle que / g(t)dt = 0 et une unique fonction
1

h:[=1,1] — R constante telles que f =g+ h.

5. Soit n € N. Calculer b/n2 +3n + 3J.

1 2
6. Soit f la fonction définie sur R par : Vo € R, f(x) = gJ + V; J + V—; J — |z].

(a) Justifier que pour tout = € [0,1], f(z) = 0.

(b) Prouver que pour tout z € R, f(x + 1) = f(x).

(¢) En déduire alors que pour tout x € R, {IJ + {

r+1 T+ 2
; J+]

3 3 J:Wl

Exercice 2
Le but de cet exercice est de déterminer toutes les fonctions f : R — R vérifiant la relation
(%) suivante :

Ve,y e R, |f(z) + f(y)] = |z +yl. (%)
1. On note : » » - R
— —
Ji T = x. et fa: T = —x.

Montrer que f; et fy satisfont ().
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2. Soit f une fonction de R dans R. On considere les deux assertions (P;) et (P,) suivantes :

(P): (Vx eR,|f(x)]=lz|) & (Vx €R, f(x) =z) ou (Vz € R, f(z) = —x)
(P2) : (Ve € R, |f(z)| = |z]) & (Ve €R, f(z) =z ou f(z) = —x

Justifier soigneusement que I'une de ces assertions est vraie et que l'autre est fausse.
3. Soit f une fonction de R dans R vérifiant ().

(a) Montrer que f(0) = 0.
(b) En déduire que pour tout z € R, |f(z)| = |z|.

(c) A T’aide d’un raisonnement par Pabsurde, prouver que :
(Vz € R, f(z) =2) ou (Vx € R, f(z) = —x).

4. Déterminer toutes les fonctions de R dans R satisfaisant ().

Exercice 3 (Etude d’une suite)
On rappelle que pour tout réel a et pour tout z > 0, on note z® = >,

(n!)%'

On se propose de déterminer la limite de la suite u,, =

n
1. (a) Montrer que pour tout z > —1: In(1+z) <uz.
2

(b) Montrer que pour tout x >0: « <In(1+x).

T
2
k

2. On note v, = e

(a) Simplifier Okt
UV

(b) A P'aide de la question 1., montrer que :

Vk € N, 1—1§ln<vk+l)§1.

k—1 —1
3. (a) Vérifier que que pour tout £ >2: In ( > < )
(b) En déduire que pour tout k > 2 :

L+ In(k — 1; — In(k) <In (Uk+1) -1

4. Déduire de la question précédente un encadrement de In(v,,).

5. En déduire que (u,) converge vers e L.

Exercice 4 (Une limite avec des coefficients binomiaux)
L’objectif de ce probleme est de montrer que :

i, 3y =2

k
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Partie A : Préliminaires.

Soit n € N*,

1. Justifier que :

k

Vk € [1,n], (k

2. En déduire que pour tout entier k£ vérifiant 1 < k <

<k21><<2>

et pour tout entier k vérifiant T <k <n—1:

n n
(k: + 1) = <k> '
3. Qu’en déduit-on sur la suite ((“)) ?

k) ) ke[l,n—1]

Partie B : Encadrement et limite.

On note pour tout entier naturel n :

S"_go(’ll)'

Dans toute la suite, on considere n > 4.
4. Montrer que S,, > 2.

5. Montrer que pour tout entier k entre 2 et n — 2 :
n n
< .

2 1 n—3
Z(zszn(n_l).

n
k

6. En déduire que :

[\

7. En déduire un encadrement de .S,, puis sa limite.

n) n—k+1

n .
5

(

n
kE—1

).
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Exercice 5 (Exercice hors baréme)

Cet exercice plus difficile n’est a aborder que si vous avez trés bien traité tout le reste du sujet.

Prouver que :

Vp e N*, Vay,...,ap € Ry, arag---a,=1= a1 +as+---+a,>p.




