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Correction du devoir surveillé

Exercice 1

1. Pour (%) :

x
(45”1) = X
x
x

=
x

-

+ o+ ++
< e

+ 2z + ¢t =1
+ 2z = 0
+ 2t = m
+ 2z + t = 1

z — t = —1 (LQ%LQ—Iq)

— 2z + t = m-1 (L3%L3—L1)
+ 2z + t = 1
z — t = -1

0 = m-—2 (L3%L3+L2)

La troisieme équation est une équation de compatibilité.

o Sim # 2 : le systéme est incompatible, il n’y a pas de solution.

e« Sim = 2:

on poursuit la résolution en simplifiant I’équation de compatibilité

et en considérant les inconnues = et z comme principales (et donc y et ¢ comme

parametres).

{

z

z + vy + 2z + 1
t

L’ensemble des solutions est alors :

2. Pour (.%%)

mr + Yy +
()= o + my +
r 4+ Yy +
rx + y +
& r + my +
mr + y +

r + Y
& (m—1)y
(1 —m)y

r + Y
& (m—1)y

Il y a trois cas :

T+ A+t e 3 e
N W

1 T+ oy + 2 = 2 (L1« L — Ly)
&
-1 z — t = -1
r = 2—y—21
<:>{ z = =1+t
{@—y—2ty,~1+14,1), (s,t) €R?}.
= 1
= m
= m2
= m2 (L1<—)L3)
m
= 1 <L1HL3)
mz = m?
(1-m)z = m-m? (Ly4 Ly— L)
<l_m2>z = 1-m? (L3<—L3—mL1)
mz = m2
(1—m)z = m —m?
(1-=m)2+m)z = (1—=m)(m—+1)2 (L3« L3+ L)
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o sim # 1 et m # —2: Le systéme présente un unique triplet (z,y,z) solution a

savoir
( m+1 1 (m+ 1)2>

TmE2m+2 m+2

e sim = 1: le systeme se résume a l’'équation x + y + z = 1 et, en considérant x
comme inconnue principale, I’ensemble des solutions est :

{(1—y—z,y,z),y,z€R}.

e sim = —2: La derniere équation du systeme se récrit 0 = 3. Le systeme n’a pas de
solutions.

Exercice 2
1. Pour tout x € ]Ri :

f(z) = 277 = exp <x f_ 1 ln(x)> :

Par composition et produit de fonctions dérivables, f est dérivable sur R*. Et pour tout
reRy:

f’(x)z( ’ 1+$+1_$ln(x)>exp<xj_ 1n(a:)>

r4+1z  (x+1)? 1
W@ @
- A+ 1) = L)

f'x) g

Et donc (puisque f(z) #0) : (o) = @+ 1)

Puisque pour tout z € R%, (z+ 1) > 0 et f(z) > 0, | f'(z) est bien du signe de g(x).

2. La fonction g est strictement croissante et continue sur R’ car somme des fonctions In et
x+— x4+ 1 qui le sont. Par ailleurs, lim g(z) = —oco et lim g¢(z) = +oo. Donc g réalise
z—0t T—+00

une bijection de R’ sur R. Par conséquent, |il existe un unique o € R tel que g(a) = 0.

Par ailleurs, g(1) = 2 > 0 = g(«), et donc par croissance de g, 1 > «, si bien que
a €0, 1]

3. On déduit de ce qui précede le tableau de variation suivant :

x 0 o +00
f'(z) - 0 +
400
(@) \ -
fla
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4. Par croissances comparées, hI(I)l xln(x) = 0. Puisque z + 1 — 1, alors par quotient
T— z—

1 1
Ilij[)l+ Ix :l_(? = 0. Par composition, mli%l+ flz) = Ili%h exp <xx II?) = 1 (par continuité
de exp en 1).

Alinsi, ‘ f est prolongeable par continuité en 0. ‘ Posons alors :

R, - R
f: N {f(:v) six>0

1 sinon

Alors f est continue en 0, et puisque f était continue (car dérivable) sur R et que f et f

tout entier.

coincident sur R, alors f est continue sur R’ . Ainsi,

5. Pour u #0 :
et —1 et —¢°
= — 0 1.
u u—20 u—>0eXp()

Donc pour x € |0, 1] :

fa) - fO) _fwy-1_ 7P (xxhi% oo <xxln+<?> i)

T T rIn(z) r+1
z+1
1
exp zln(z)| .
zIn(z) .oet—1 x+1
Puisque lim =0 et lim =1, alors lim =1.
=0t x+ 1 u=0 Yy 20+ xIn(z)
x+1
1
Et par ailleurs, lim n(z) _ —
=0T x + ]_
F) 70 ]
Par produit, li%l+ M = —o0 et | f n’est pas dérivable en 0.
T— T

6. Pour z > 0 :

fz) _ x+1> ~ exp (xln(x) CER) ln(x)> e (_ 1n(x)) |

r+1 r+1 x+1
} In(z) In(z) =  In(z) 1

Mai — 0 par croissances comparées. Donc, par
r+1 oz x+1  x 14 1/x et
o : o flx)
continuité de ’exponentielle en 0, | lim ——= = 1.
r—+o00

7. 1l s’agit de déterminer si f(x) — x posséde ou non une limite finie en +o0o. Pour z > 0 :

f@) -z =27 —p =g (2751 —1)
R
e eXp( :c+1>

z+1

H
—_

+
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, In(x) In(z) 1 _ ) .oet—1
Puisque — =— — 0 par croissances comparées et lim =1,
r+1 r 14 1/z e+oo u=0
alors : |
exp <_n<x>> o
r+1
1.
ln(:v) T—+00
r+1
1 1
Par ailleurs, _@n(z) = In(x) — +o0. Par produit :
r+1 1+41/x @—r4-00
Jim (f(@) — 2) = —ox.
Ainsi, | €} ne possede pas d’asymptote au voisinage de +oo.
Exercice 3 : :
1 1
1. (a) L’expression f(x) est définie si, et seulement si, 1 +sinfz) > 0 et —'—S;l@)
[—1,1] = Zarccos- Or, pour tout z € R :
1+ s
sin(z) > —1 et donc —i—s21n(x) > 0.
D’autre part :
1 i 1+1 1 i
0< +S’2m<m) < _; —1 dou J“S;l(x) e[0,1] ¢ [-1,1].

Ainsi, |I'ensemble de définition de f est ¥y = R.
(b) Pour tout x € Zy =R, v + 21 € Dy et v — 21 € Yy, et :

f(x 4 2m) = arccos (\/1 + sin(z + 27T>) = arccos ( 1+s1n(x)) = f(z).

2 2

Donc ’ f est 27r-périodique.‘

(c) Soit z € Z; = R. Alors m — = appartient a %y et :

f(ﬂ' — -T) = arccos (\/1 + SjHQ(ﬂ- — ZE)) — arccos ( HS;H(I)) = f(x)

Par conséquent, pour tout (z,y) € R? :

(r,9) €6 & y=f(r) & y=f(r—2) & (1—2,9) €.

2
Y

Dans le plan muni d’un repeére orthonormé (0, Z, Jj), si on note M le point du plan
de coordonnées (z,y) et M'(2,y’) 'image de M par la symétrie s par rapport a la

droite x = 7, alors :

o M et M’ ont méme ordonnée, soit y =y ;

/
o le milieu du segment [M, M'] appartient & la droite x = g, soit = —g - g

Ainsi, M" = s(M) est de coordonnées (1 — x,y).

On a donc montré que M appartient a €y si, et seulement si, s(M) appartient a 67,

soit encore s(¢y) = €5 : |6y est bien symétrique par rapport a la droite x = 7.
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#5 A retenir. Courbes présentant un axe de symétrie vertical.

Plus généralement, pour une fonction f définie sur &, s’il existe un réel a tel que :
e pourtout z € Y,a—x € 9,
» pour tout x € ¥, f(a —z) = f(x),

a
alors € est symétrique par rapport a la droite d’équation x = 7

(d) Si on sait représenter f sur lintervalle I = [—g, g}, alors par symétrie par rapport

T .
a la droite x = 5 on en déduit & sur [3 5—“}, et donc sur [—g, 37”} Cet intervalle

272
étant de longueur 27, on en déduit €r sur R tout entier par (27)-périodicité, en

effectuant des translations de vecteur 27i.

Ainsi, |on peut réduire le domaine d’étude de f a 'intervalle I = [—g, g}

2. (a) Justifions que f est strictement monotone sur [ :

1+
o« T+ +s21n(x) est strictement croissante sur I = {—g, g}, d’image [0, 1] ;

o u > y/u est strictement croissante sur [0, 1], d’image [0, 1] ;

e arccos est strictement décroissante sur [0, 1], d’image arccos([0, 1]) = {0, g}

f est donc strictement décroissante sur [ ‘

Par composition,

D’autre part, f est continue sur I car composée de telles fonctions. Par le théoreme

de la bijection, |elle réalise une bijection de I sur Uintervalle J = f(I) = {0, g}

(b) Soit y € [0, g} Résolvons ’équation suivante d’inconnue x € {—g, g} :

B B 1 + sin(z) |1 +sin(z)
y = f(z) & y = arccos < 2) \[<:,>/] cos(y) = {| ——=——~
ye|0,m

& 2cos(y)® — 1 =sin(r) & cos(2y) = cos <72T - 3:)
& 2yzg—x[2ﬂ] ou 2yz—(g—x> [27]

2 = © =T 9
= Y= 5~ T < T = 5~ Y
2y€[0,m]
5 —x€[0,7]

Ainsi, | f7H(y) = g — 2y pour tout y € {0, g}

(¢) Soit x € I. On résout I’équation d’inconnue y € J :

T _ oy o T
xr= = — = — — —,
2 VT T T
Ainsi, f(x):%—gpour tout x € I.

3. Justifions au préalable que f est dérivable sur }—g, g[ :

1 .
o I —i—s;n(x) est dérivable sur }—g, g[, a valeurs dans |0, 1] ;
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o u — +/u est dérivable sur |0, 1], & valeurs dans |0, 1] ;

o arccos est dérivable sur 0, 1].

us

Par composition, f est dérivable sur }— ) {

Pour tout z € }—g, g[, calculons :
£2) Cosg(z) -1 cos(z)
xr) = =
1+sin(x 14sin(x 1+sin(z 1—sin(z
2\/ 2( : \/1 B 2( ) 4\/ \/ :
cos(x) . cos(z) 1
2,/1 —sin(z)2  2lcos(z)] 2
car cosZOsur} o g{

E]

1
Il existe donc ¢ € R tel que f: x € }—2, g{ > —5 +c. Et puisque f(0) = arccos () =

V2

E, on retrouve bien | f(z) = % — % pour tout x € }—g, g[ , égalité encore valable pour
r = 7 puisque f (g) = arccos(l) =0et f (_;T) = arccos(0) = g

4. Tracons la courbe de f d’abord sur 'intervalle I, puis effectuons une réflexion par rapport
a la droite x = 7, puis des translations de vecteur 277 :

N
;
}

<.

|
[\
3
El
3
|
N
|
[SIE
-l

|

|

|

|

|

|

|

|

:
5 7 3 '
§ o7 2

|

|

|

|

|

5. (a) C’est du cours. Soit x € {—g, g], et notons t = tan(z/2). Alors :

B 5 (T 2 1=
cos(z) = 2 cos <2> —-1= m—l =1 e
2 2t
sin(z) = 2sin (;) cos (g) = 2tan (g) cos <32j) =i
(b) Pour x € { } en notant encore ¢t = tan(x/2) :
/1 1+ 1+1t)? 1+t
—l—sm \/ 1+t2 _ (1+ )2 _ + car t = tan(z/2) > —1
2(1 +t2) 2(1 + 12)
_ 1+tan(z/2)  cos(x/2) +sin(x/2) [cos(x/2)?
\/2(1+ tan(z/2)?) cos(z/2) 2

= cos(x/Q)\—/f—;in(x/Q) car cos(z/2) > 0.
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Alinsi, pour tout z € I :

B sin (%) + cos (%)
f(z) = arccos ( 7 :

(¢) Calculons pour tout = € I :

oG 6) g () (2) e (2 (2) <oz )

D'oi :
P = orcon (cos (5 = 7)) e (e (3 =) ) |27 5
r) = arccos|cos|{— — — = arccos | cos | — — — = - — =
2 4 4 2 4 2
" — 2 appartient a [0,7]
Car4 2appar1en a |0, 7.

Exercice 4
1

1. Encadrons les expressions proposées pour commencer. Puisque 0 < 5 < 1, alors 0 <

rctan ( 5 ) < Arctan = 2 par croissance de arctan. Et comme 0 < Arctan (7 ) < 3 :
A ) <A 1)=1 i d E 0<A <z
1 1
—g < 2 Arctan (2> — Arctan <7> < g

On peut donc calculer I'image par tangente des quantités suivantes (a I'aide des formules

d’addition) :

2 tan (Arctan (%)) 1 4

an <2 Arctan (2>> B 1 — tan? (Arctan (%)) N 1- 1/4 N 3

et :

an (2avctan (1) — vt (1) = L2 (2 Avcten () o (hrean )
2 7 1 + tan (2 Arctan (%)) tan (Arctan (%))

1 25
1+3 £ M\

{sur]R:

Ll

=

Puisque tan réalise une bijection de }—g, 5

2 Arctan (%) — Arctan (%) = Z

2. (a) Supposons par I'absurde que Arctan ( ) + Arctan (]ﬁ) = —. Alors, en utilisant

NN

1
p+q
une formule du cours :

1 1
Arctan | —— | = = — Arctan = Arctan (p+ 7).
p+q 2 p+r
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1
Par stricte croissance de 'arctan, T p+r. Or:
q

1
g Pt e l=btdltn) < 1= p* +pg +pr+qr
Mais gr = 1 + p? par hypotheése, donc ceci est équivalent & 1 = p? + pg + p* + 1, soit
encore 0 = p(2p + g + r). Et ceci est absurde puisque p > 0 et 2p+ g+ 1 > 0.

Ainsi, | Arctan (ﬁ) + Arctan (ﬁ) # g

1 1
Notons pour commencer que Arctan | —— | € {0, g[ et Arctan € {0, %{
p+q p+r

1 1
(car p,q,r > 0). Donc A = Arctan () + Arctan () appartient a [0, 7[.
P+q p+r

v
Et par la question précédente, A # 5

Par conséquent, tan(A) est bien définie, et par la formule d’addition de la tangente :

tan (Arctan () +Arctan< )) = e T p+1r = o7 )Trir)_l
Pta ptr 1_MW p(piq)]ipﬂ)
B 2p+q+r
P +pg+pr+qr—1
2p+q+r

= 1 (carqr=1+7p?

2p+q+r

1
p2p+q+7)| p

1
Nous avons déja noté que Arctan | —— | + Arctan
p+q p+r

sa tangente est positive, comme le montre la question précédente. Donc on ne peut

1 1
pas avoir Arctan | —— | + Arctan | —— | € [g, ﬂ{.
p+q p+r

) € [0, [. Par ailleurs,

1
Donc Arctan () + Arctan (
p+q

1 1 1
Arctan <> + Arctan () = Arctan ()
p+q p+r p

us 1 1 >
Py r) € {0, 5 [ Puisque sa tangente vaut 5, cest
donc que :

3. Puisque 1 + 2% =1 x 5, la formule de Dodgson s’applique avec p=2,g=1et r=5:

1 1 1
Arctan (3) + Arctan (7) = Arctan (2) .

Et donc en repartant de (%) :

s 1 1 1 1 1
1= 2 Arctan (3) + 2 Arctan <7) — Arctan (7> = 2 Arctan <3> + Arctan (7> .

De méme, 1 x 32 =10 =2 x 5, et donc :

1 1 1
Arctan <5> + Arctan (8) = Arctan (3)

si bien que :
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s 1 1 1
ri 2 Arctan <5> + Arctan <7> + 2 Arctan <8) )

Exercice 5
1. Soit z € R. Alors :

Ty(x) = 2Ty (x) — To(x) puis T3(z) = aTy(z) = T1(z) = 2° — 20 — 2 .

2. Fixons # € R, et prouvons par récurrence double sur n € N que « T,,(2 cos ) = 2 cos(nf) ».

Pour n = 0, To(2cos ) = 2 = 2 cos(00).
Et pour n = 1,T1(2cosf) = 2cos(f). Donc la récurrence est initialisée.
Soit n € N tel que T,,(2cosf) = cos(nb) et T,,11(2cosf) = 2cos((n + 1)#). Alors :

Thi2(2cosl) =2cos(0) x Ty41(2cosf) — T, (2cosh)
= 2(2cosf cos((n + 1)0) — cos(nb)).

Il s’agit donc de prouver que cos((n + 2)0) = 2cos(f) cos((n + 1)8) — cos(nf), soit
encore que cos((n + 2)0) + cos(nf) = 2 cos(f) cos((n + 1)#). Or on sait que :

2 cos(#) cos((n+1)0) = cos(6+ (n+1)8)+cos((n+1)8 —68) = cos((n+2)0) +cos(nb).
Et donc on a bien T, 5(2cos6) = 2 cos((n + 2)0).

Par le principe de récurrence double, |pour tout n € N, T,,(2 cos @) = 2 cos(nf).

3. (a) Procédons de nouveau par récurrence double.

L’initialisation est claire : Ty : © — 2 et T} : x — x sont des fonctions polyno-
miales, de degrés respectifs 0 et 1 , a coefficients entiers.

Soit n € N tel que Z(n) et Z(n + 1) soient vraies.

Soient alors ag,...,0nn €6 Gopt1,-- -5 Any1 1 des entiers tels que pour tout
reR:
n n+1
k k
T.(z) = Z apnt” et Thi(x) = Z 1"
k=0 k=0
Alors pour tout z € R :
n+1 n
_ _ k+1 k
Tn+2(~r> - ITn—l—l(x) - Tn(x) - Z Ak,n41T - Z Qf,n T
k=0 k=0
n+2 n
k k
= Z ag-1,n+1T — Z Q,nT
k=1 k=0
n+1
— n+2 k
= Opt1pn1 T+ Z (A—1nt1 — Q) T° — aop
k=1
Posons 12042 = Gni1nt1; Qont2 = —Aon, €6 pour tout k € [1,n+ 1], agpi2 =
k1,041 — Q. AlOTS Ao 2, . .., Apt2nto sont des entiers car les ay,, et les ay pi1

le sont, et pour tout z € R :

n+2
Tn+2($) = Z ak,n+2xk'
k=0

Et donc T,,; 5 est bien une fonction polynomiale de degré au plus n + 2, a coef-
ficients entiers.
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Par le principe de récurrence, pour tout n € N, T}, est polynomiale de degré au plus
n a coefficient entiers.

La formule donnée ci-dessus nous indique que pour n > 0, @yp42,42 = Gptp1ptp1. OF

a; 1 = 1, et alors une récurrence simple sans difficulté prouve que ‘ pour tout n > 1, a,, = 1.

Calculons T,,(2 cos(6)) = 2 cos(mb) = 2 cos(2¢r) [= 2]

Rappelons que pour tout x € R, T, ( Z ag, mx® = 2™ + Z ag mx En partic-

ulier, pour z = 2, il vient :
q

m m—1 k
= Cos = Py _ (P a P
2 =T, (2cos(0)) = T, (q) (q) + kgo k. <q>

Multiplions les deux membres de 1’égalité ci-dessus par ¢, afin de faire apparaitre
une égalité entre entiers :

m—1

P apmptd" T —2¢™ = 0.
0=1

Et donc :

" =2¢" Zakmp q"

On en déduit que :

Z &kmpk m— k_|_2qm ( Z akmpk m—1— k+2qm—1>

si bien que p™ est divisible par q.

Or p™ = pp™~! et p et ¢ étant premiers entre eux, par le lemme de Gauss, ¢ divise
p™ L. Sur le méme principe, on en déduit que ¢ divise p™ 2, etc, et une récurrence
sans difficulté nous conduit alors au fait que ¢ divise p. Et donc ¢ étant un diviseur
commun de p et ¢, c’est un diviseur de leur PGCD, qui vaut 1. Puisque ¢ € N*,
alors ¢ = 1. Et donc |2 cos(f) = p est un entier.

Puisque —2 < 2cos(f) < 2, et que 2cos(f) € Z, nécessairement, 2 cos(d) € [—2,2].
Et donc :

1 1
fel-1,-20:1}.
cos()E{ , 2,0,2,}

10



