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Concours blanc 1 du 13/05/2026

Durée : 4h

La qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonmements interviendront pour une part importante
dans Uappréciation des copies. Les résultats doivent étre encadrés.
La calculatrice n’est pas autorisée.

Exercice 1 (Probabilités)

On effectue une suite de tirages dans une urne contenant initialement une boule blanche et une boule rouge. A
I’issue de chaque tirage, on remet dans I'urne la boule que ’on vient de tirer et on rajoute une boule blanche,
si bien que lors du n®™¢ tirage, I'urne contient une boule rouge et n boules blanches.

Pour tout n € N*, on note :

e A, I'événement : « lors des n premiers tirages, on n’a jamais obtenu deux fois consécutivement la boule
rouge » ;

e B, I'événement « on a obtenu une boule blanche lors du né™e tirage » et R,, = By, ;
® Pn = P(An ﬂBn) et qn = P(An)
On étudie dans cet exercice les suites (pn)nen+ €t (qn)nens-

1. Calculer p1, q1 et pa, go.

5
2. Justifier que pour tout n > 2, —— < ¢, < —.
n+1 6

3. Soit n > 2. Comparer les événements A,, N B, et A,,_1 N B,,.

n
4. En déduire que pour tout n > 2, p, = g1 ——.
n+1
5. Prouver que pour tout n > 2, ¢, = pn + ——Pn_1.
n+1
1
6. Montrer alors que pour tout n > 2, ppi1 — pn = — 3 (Pn — Pn-1)
n
n+1 (_1)k:
P . 1
7. En déduire que pour tout n € N*, p,, =1 Z X
k=0

8. Montrer que la suite (gy),~; converge vers un réel que I’on précisera.

Exercice 2 (Fonction zéta de Riemann) 1
1. Rappeler pour quelles valeurs de = € R la série de terme général — converge. On note D I'ensemble de
n

ces valeurs.
+oo

Dans toute la suite, pour « € D, on note ((x) = Z —, de sorte qu’on définit une fonction ¢ : D — R.
n

n=1

2. Prouver que ( est strictement monotone sur D.

Partie 0 - Un résultat préliminaire
Soit f une fonction de classe €2 sur un segment [a, b], et soit ¢ € ]a, b].

3. Soit x € ]a, b[ fixé différent de c¢. Pour A € R, on définit une fonction ¢ sur [a,b] par :

Yt f(t) = fle) = (t =) f'(c) = At — ¢)?
(a) Justifier que ¢ est deux fois dérivable sur ]a, b[, et pour ¢ € ]a, b, calculer ¥’ (t) et ¥"(¢).
(b) Déterminer la valeur & donner a A pour que ¥(z) = ¥(c).

(¢) En appliquant deux fois le théoreme de Rolle, justifier qu’il existe 6, compris strictement entre ¢ et
x tel que :
(z —c)?

2 f/l (91) .
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Partie I - Dérivées successives de la fonction (

D — R
* .
Pour n € N*, on note f, : - im , de sorte que pour x € D, ((z E fnlz
n

4. Montrer que pour tout n € N*, f,, est de classe ¥°° sur D, et pour tout k € N, déterminer f,(Lk)
5. Montrer que pour tout x € D et tout k € N, la série de terme général fr(Lk) () converge.
6. Soit x € D, et soit h € [—Z31, Z7L].

(a) Montrer que pour tout n € N* :

fo(@+h) = fulz) + R

(b) En déduire que :

|C(x—|—h +hzln”

h OO
<5 Z
(¢) Prouver alors que ¢ est dérivable en x, et que ¢'(z Z iz

7. Prouver que ( est de classe €°° sur D, et que pour tout = € D et tout k € N :

X (= 1)knn)k
C(k)(fﬂ)iz( 1)71(; ) .

Partie II - Comportement de ( aux voisinages de 1 et +o0

N

1
8. (a) Montrer que pour tout z > 2 et tout N >1: 1< ((z) < Z v + Z
n=1 n=N+1

(b) En déduire que IEIEOO ¢(x) =

9. A l'aide d’une comparaison & une intégrale, montrer que pour tous N > 2 et 2 > 1 :

N X1 (N1
< — <
r—1 "~ nt = z—1
n=N
10. En déduire que pour tout z € D :
1 2
0< -1-—=
< (@) 95 = (z —1)2%

puis déterminer un équivalent simple de ((z) — 1 lorsque x — +oo.

11. A T'aide de la questionH prouver que ((z) ~
z—1+ T — 1

. En déduire lim ((z).
r—1t+

Exercice 3 (Endomorphismes cycliques)
Ce probleme étudie quelques propriétés des endomorphismes cycliques d'un espace vectoriel E de dimension
finie. Dans tout le probleme :

e F est un K-espace vectoriel de dimension n avec n > 2 et K=R ou C ;

o si u est un endomorphisme de E, on définit les puissances de u par récurrence : u’ = idg et pour tout

entier k supérieur ou égal & 1, on pose u* = uwouF1 ;

siQ(X)=q+@aX+ -+ gnX™ € K[X], on pose pour tout u € Z(E) :
Q(u) = goidp + qru+ - +gnu™ € Z(E)
et on note Kfu] = {Q(u), @ € K[X]} ;
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o si u est un endomorphisme de F et e un vecteur de E, on note E,(e) le sous-espace vectoriel de E défini
par :
Ey(e) = Vect (u"(e),k € N) ;

si k est un entier naturel non nul, %(e, k) désigne la famille (e, u(e),u?(e),...,uF71(e)) ;
o on dit que u € Z(E) est un endomorphisme cyclique s’il existe e € F tel que F = E,(e) ;

e on dit que A € #,(K) est une matrice de Frobenius ou une matrice compagnon s’il existe des scalaires

ag,a1,...,0,_1 tels que :
0 0 - - 0 0 ag
1 0 - -+ 0 0 o
0o 1 ' (0) :
A .
: (O) - 1 0 Ap—2
0 0 -« -+ 0 1 ap;
Le polyndéme Pa(X) = X" —a, 1 X" ! —--- — a1 X — ag est appelé polynéme caractéristique de A.

Partie I - Exemples

1. Dans cette question, on prend E = R3. Considérons I'application suivante de R? dans R? :
u(z,y,z) = (62,2 — 11z,y + 62).

(a) Montrer que u est un endomorphisme de R3.
(b) Calculer u(1,0,0) et u?(1,0,0). En déduire que u est un endomorphisme cyclique.
(c) Déterminer la matrice de u dans la base %((1,0,0),3) de R3.

2. Dans cette question, F est un K-espace vectoriel de dimension n > 2. Soit « un endomorphisme nilpotent
de E d’indice p > 2, satisfaisant donc u” = 0¢(g) et uP~l £ 02 (E)-

(a) Montrer qu'’il existe un vecteur zg € F tel que (xq, u(xp),...,uP 1 (xq)) soit libre.
Que peut-on en déduire sur p 7
(b) En déduire que u est cyclique si, et seulement si, p = n.

(c) Dans le cas ou p = n, écrire la matrice de v dans la base #(zg,n) de E.

3. Dans cette question, E est un K-espace vectoriel de dimension n > 2. Soit u un endomorphisme de E.
On suppose qu’il existe une base & de E dans laquelle la matrice de u est une matrice de Frobenius.

Montrer que u est cyclique.

Partie II - Etude des sous-espaces E,,(e)
Soit u un endomorphisme de E et e un vecteur non nul de E.
4. Justifier que la famille (e, n + 1) est liée.
5. On note d(e) = max {k € N* | B(e, k) est libre}. Justifier I'existence de d(e).

6. (a) Montrer qu'il existe des scalaires ag, a1, ..., a4)—1 tels que :
d(e)—1
u™® (e) = age + aru(e) + asu?(e) + - - - + ad(e)_lud(e)_l(e) = Z a;u’(e).
i=0

(b) Montrer alors que pour tout entier k supérieur ou égal & d(e), le vecteur u*(e) est une combinaison
linéaire des vecteurs de (e,u(e),u?(e),...,u¥9=1(e)).

(¢) En déduire que #(e,d(e)) est une base de E,(e).

7. Montrer que u est un endomorphisme cyclique si, et seulement si, il existe un vecteur non nul e de E tel
que d(e) = n.
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Partie 111 - Endomorphismes cycliques et matrices de Frobenius

On suppose dans cette partie que u est un endomorphisme cyclique de E et donc qu’il existe un vecteur non
nul e de E tel que E = E,(e).

8. On note A la matrice de u dans la base Z(e,n) de E. Vérifier que A est une matrice de Frobenius.
9. On note Po(X)=X"—a, 1 X" ' —... —a; X — ap le polynome caractéristique de A.

(a) Déterminer I'image par 'endomorphisme P4(u) des vecteurs de la base %(e,n).
(b) En déduire que Pa(u) = 0g(g). On dit que Pa est un polynome annulateur de u.

10. Vérifier que la famille (idg, u,u?,...,u""!) est libre dans Z(E).
11. En déduire que P4 est un polynome annulateur non nul de u de degré minimal.

12. Soit A € K. Montrer que :

ra(u — idg) = {n si A n’est pas racine de Py

n—1 si A estracine de Py

13. On suppose que P4 admet n racines distinctes Ay, ..., A,.
(a) Montrer 'existence d’une famille # = (ey,...,e,) de vecteurs de E telle que :
Vie [1,n], ule;)= e,

(b) Montrer que la famille 2 est une base de E. Ecrire la matrice de u dans cette base.

Partie IV - Endomorphismes diagonalisables et endomorphismes cycliques

Dans cette partie, on considére un endomorphisme « de E et on suppose qu’il existe une base # = (e, ...,ey)
de F dans laquelle la matrice de u est diagonale, égale a :
diag()\l,...,)\1,)\2,...7)\2,...7)\17,...,)\1,) € %n(K)
mi termes meo termes myp termes
ot (A1,...,Ap) € K sont des scalaires distincts deux a deux (avec p < n) et (my,...,mp) € (N*)P.

14. Etablir que (u — Ay idg) o (u — Agidg) o -+ o (u — A, idg) est Pendomorphisme nul.
15. En déduire que la famille (idE, w,u?, ... ,u”) est liée dans Z(F).
16. Quelle est la valeur de p si u est cyclique ?
n
17. On suppose que p = n, et on pose e = Z €;.
i=1

(a) Ecrire la matrice M = Mg(e, f(e),..., f*1(e)).
(b) Conclure que u est cyclique.

Partie V - Etude du commutant d’un endomorphisme cyclique

Dans cette partie, u désigne un endomorphisme cyclique de l’espace vectoriel E. On fixe e € E tel que E = E,,(e).
On rappelle qu’alors, la famille Z(e,n) = (e, u(e),...,u" " 1(e)) est une base de E.

On appelle commutant de u, et on note € (u), le sous-ensemble de .Z(E) suivant :
C(u)={ve Z(E)|uov=vou}.
18. Montrer que % (u) est un sous-espace vectoriel de .Z(E).
19. Montrer que K[u] est inclus dans € (u).

20. (a) Soient deux endomorphismes v et w de €' (u). Montrer que, si v(e) = w(e), alors v = w.
(b) Soit v € € (u). Justifier I'existence de (by,...,b,—1) € K™ tel que :

v(e) = by_1u™ "1 (e) + - + bru(e) + boe.
Montrer que v = byt ' 4 -+ 4+ biu + boidg.

21. Décrire €' (u), puis déterminer sa dimension.




