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Correction du concours blanc 2

Exercice 1 (Probabilités)

1.

Remarquons que A; est ’événement certain Q (on ne peut avoir deux boules rouges consécutives en un
seul tirage), de sorte que Ay N By = B;. Ainsi :

p1=PAINB) =pBi)|==| et q=PA)[=L]

De méme, on remarque que As N By = By puisque By C As, et Ay = Ry N Ry, de sorte que :

2 11 5
pQZP(AQQBQ):P(BQ):* et qQZP(AQ):lfp(RlﬂRQ):17P(R1)P(R2):17§§ = =

en notant que les événements Ry et R sont indépendants, le premier tirage n’influant pas sur la compo-
sition de l'urne et ce qu’il advient au deuxieme tirage.

. Remarquons que pour tout n > 2, A,,41 C A,. En particulier, A,, C A, d’ou par croissance de la

probabilité :
5
D’autre part, A, contient I’événement By N ByN---NB,,. Par croissance de la probabilité et indépendance

des événements B1,..., B, :

n——PAn >P(BiN...B,)=P(B P(B,) = - — . _
4 (An) 2 P(By ) (B1) x P(By) 2><3>< ><n—|—1 n-+1
Ainsi tout > 2 1 < <75
1ns1 our to n n .
P ~ 7 in4+1 q 6

Soit n > 2. Comme remarqué plus haut, A, C A,,_1, de sorte que A, N B,, C A,_1 N B,.

Mais on peut dire davantage. En effet, si 4,1 N B, est réalisé, c’est qu'on n’a pas obtenu deux boules
rouges consécutives lors des n — 1 premiers tirages et qu’on a obtenu une boule blanche au n-eme tirage.
Dans ce cas, on n’a pas non plus obtenu deux boules rouges consécutives lors des n premiers tirages. Ainsi,
A,_1 N B, est contenu dans A,, N B,,.

Par double inclusion, | A, N B, = A,,_1 N B,.

Soit n > 2. Par la question précédente, A, N B, = A,_1 N B,. Et les événements A,,_; et B, sont
indépendants, la composition de 'urne au n-éme tirage étant la méme quelque soit les résultats obtenus
aux n — 1 premiers tirages. Ainsi :

pn = P(A,NB,)=P(A,_1NB,) = P(A,-1)P(Bn)| = ¢n-1 X

indépendance

n+1

Soit n > 2. La formule attendue faisant notamment intervenir les événements A, et A, N B,, on est

naturellement amené & décomposer A,, dans le systéme complet d’événements {B,,, B, } :
A, = (A, NB,)U(A,NB,).

Par incompatibilité : L _
¢n = P(A, N B,) + P(A, NB,) = p. + P(A, N B,).

Mais A, N B, = A, "R, = An_> N B,_1 N R, car A, se réalise avec I'obtention d’une boule rouge au
n-éme tirage si, et seulement si, on n’a pas obtenu deux boules rouges consécutives lors des n — 2 premiers
tirages et on a obtenu une boule blanche puis une boule rouge lors des tirages (n — 1) et n. Ainsi, en
utilisant une nouvelle fois 'indépendance des tirages :

1

P(An OE) = P(An_g n Bn—l N Rn) = P(An_Q n Bn_l)P(Rn) :pn_ln T 1

D’ou I’égalité voulue :

1
qn = Pn + mpn—b
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n+1
6. Soit n > 2. En multipliant I’égalité précédente par %, on obtient avec le résultat de la question 4 :
n

_ n+1 n+1 n 1 _ 1 ot 1
Pn+1 = QGn n+2 n+2pn +2pn—1 =Pn — n+2 +2pn 1.
Et donc :
- )
Pn+1 Pn = n+2 Pn Pn—-1) -

7. En itérant la formule récursive obtenue a la question précédente, on obtient pour tout n > 2 :
1 (—1)2
(Pn —Pn-1) = m(ﬁnn—l Pn—2)

(71)”‘71 (
S (n+2)(n+1)--4

Pni1 —Pn = —

P2 — p1)-
1
Par les calculs effectués, p, = % et py = %, donc py — p1 = 5 et :

—1 n—1
Pnt1 —Pn = ( )

(n+2)!"
Et cette égalité est également valable pour n = 1. On obtient alors par sommation télescopique que pour
tout n >1:
n—1 1 1 n—1 k—l
pn=pn—p1+p1=2(pk+1—pk)+2 5t k+2
k=1 k=1
ntl 1)k=3 ntl k ntl k 2
1 1 -1 1 -1 — — -1
_1 Z _Z( A N )+(}/)V+(})’V+( )
2 = k! 2 P k! 0! 1 2!

+

8. On reconnait dans I'expression précédente la somme partielle d’ordre n 4+ 1 de la série exponentielle de
parameétre —1, de sorte que lim p,, existe et vaut 1 —e~!. Et donc :

1 —1 —1

Exercice 2 (Etude d’un procédé de sommation)
Partie I. Etude de deux exemples

1. (a) D’apres la formule du bindme :

(b) Pour tout n € N :

i3 (e a3 ()=

k=0

(¢) Comme a # 0, ‘les séries Y a, et Y a’ sont grossierement divergentes. ‘

2. (a) Pour tout n € N, par la formule du binéme :

ar = ;i( ) = s+

k=0
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(b) i. Soit n € N. Puisque z # 1 :

n
1— ZnJrl
e
1-=2
k=0
i 1
Puisque |z] < 1, 2" — 0. Donc, Z ap, converge et sa somme vaut A(z) = .
n—+4o0o 11—z
n>0
ii. Soit n € N*. Par I'inégalité triangulaire :
z+1| 14|27
ay| = < <1
La série géométrique Z a; est donc aussi convergente | de somme
n>0
—+oo
1 2
dap=—g = = 24(z).
n—0 1-— = 1—=z2
(¢) 1. Pour tout n € N, |2"]| = |z|™ > |z| > 1 donc (2")nen ne converge pas vers 0. Par conséquent,

la série E a,, diverge grossierement.
n>0

1 n
ii. Dans le cas ou z = =2, a}, = (—2> pour tout n € N d’apres la question 2.(a). Ainsi, Z ay

n>0
est une série géométrique de raison f% avec ;‘ < 1. ‘Elle converge donc. ‘
, 14e?\"
iii. Pour z = e, af = < 2 > pour tout n € N*. La suite (a})nen est géométrique de raison :
r=——= 5 = cos <2> e'z.

Puisque |r| = |cos (§)| < 1 car § € ] — m,0[U]0, 7|, | la série Zafl converge. | De plus :
n>0

N

ia*_ I 1 2 2
PR 1_(1+e“9> Lo et (et = et
2

2 ie10/2 1+ _cos(0/2)
= , = — = j—"t7,
—9iei% sin (g) sin(0/2) sin(0/2)

Partie II. Etude du procédé de sommation
3. Comparaison des convergences des deux suites.

(a) i. Calculons :

(n) a(n—1)...(n—k+1) nk

k)~ k! oo kI
carn—p ~ n pour tout p € [0,k — 1].
n—-+oo
ii. Soit n € N*. Calculons :
nk o ekln(m—nln(2)  ~nn)(1-k=E)
2nkl ] - k!
1 k
Par croissances comparées, lim (1 — RM) =1, et donc lim —— = 0 par opérations sur
n—+o0o n n—-+oo 27!

1
les limites. On en déduit par équivalence la limite | lim — (n) =0.
n—+oo 2™ \ k




(b)

()

(a)

D’apres la question précédente :

2N n—too

vk € [0, no], (Z)ak 0.

L’entier ng étant fixé, on obtient par passage a la limite lorsque n — +o0 :

lim Sp,(n)=0.

n—-+oo

Soit € > 0. Puisque (an)nen est de limite nulle, il existe un rang N > 0 tel que :

Vk >N, |ax| <e.

Soit n > N. En sommant les inégalités précédentes pour k allant de N a n :

k=N
Or :

bl

L0
N
> 3
N——
e

NALEN W HEEES W EE AR
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La suite (Sy—1(n))nen étant de limite nulle d’aprés la question précédente, il existe un rang N’ € N

tel que :
Yn>N', |Sv_1(n)| <e.
Des lors :
Vn > max(N,N'), |af|<e+e=2e.
Ainsi, | lim a) =0.
n—-+oo

Remarquons que :

. _ 1 n n
an—K—Q—n (k)(ak—ﬂ)
k=0

n

1 n
ca Z < > = 1. On se rameéne ainsi au cas précédent avec la suite (a,, — ¢) qui tend vers 0. Par

r —
21’L
k=0

conséquent,

k
lim (af —¢) =0, et

n—+oo

lim a} =4¢.
n—-+o0o

Supposons a, = (—2)" pour tout n € N. Nous avons obtenu dans ce cas que (a

géométrique de raison —3

‘Il n’y a donc pas équivalence entre les convergences de (a,,) et de (ak). ‘

4. Comparaison des convergences des séries E an et E ay.

n>0

0
Calculons Uy = 2° Z ay =a = ao,

k=0

n>0

1 1
Uy =2") aj =205+ 20 =200+ Y ax| =25 + 1

k=0 k=0
et

1 2

2
2
Us :4Zaz = 4dagj + 4a7 + 4a3 :4a0+22ak+z (k)ak
k=0 k=0 k=0

*
n

) est une suite

5 qui converge vers 0, alors que (an) est une suite divergente.

=4ag + 2(&0 + al) =+ (ao + 2a1 + 0,2) = (ao + a1 + ag) + 3(@1 + ao) + 3ag

|= S5 +35: +35.|
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(b) On procede par récurrence sur n.
VAN
La formule est vraie pour n = 0 d’apres la question précédente puisque Z (k N 1) Sr = So = Up.
k=0
Soit n € N. Supposons la formule vraie au rang n. On remarque que :

Upi1 = 2" = 2" YT, + alyyy) = 20U, + 2" ak .
D’apres I’hypotheése de récurrence, on obtient :
n n+1
n+1 n+1
Upt1 =2 S .
e (e ()

Avec la remarque de ’énoncé :

" n+1 o+l
Un+1=22<k+1>5k+2( i )(Sk_sk 1)-

n n+1 n
Upi1 :22 (Z::)S’“ Z <n+1)5k Z (Zii)

=0

TL—|—2 n+1 TL—|—2
S S, = Sk.
k+1> kTt Ont kz_o<k+1> k

D’ou la propriété au rang n + 1.

n
Par principe de récurrence, |U,, = Z (Zi 1) Sy pour tout n € N.

5. (a) Soit n € N*. D’aprés la question précédente :

n—1 n n
Un—1= ];) (k :L_ 1>Sk = ; (Z)Sk—l => (Z)vk = 2"y,

k=0

(b) La suite (S,)nen converge par hypothése vers la somme S de la série Zan. Donc (Up)nen =
n>0
(Sn—1)nen converge également vers S.

D’apreés la question 3.(d), la suite (v}) converge également vers S. De plus, pour tout n > 1 :

T,=Yn —9 U g
n omn - on+1 = 4Unt1-
+oo —+o0
Donc (T;,) converge vers 2S. Ainsi, |la série E a,, converge, et E ay, =2 E .
n>0 n=0 n=0

6. Si(an)nen = ((—2)")nen, on a établi que (af)nen = ((—%)n)neN. On observe dans ce cas que la série 3 a,,

diverge alors que > a’ converge. ‘Les séries > a, et Y a’ ne sont donc pas toujours méme nature. ‘

Exercice 3 (Racines carrées de matrices)
1. Puisque M € Rac(A), M? = A et :

AXM=M?>xM=Mx M?>=M x A.

Donc | A et M commutent. ‘
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Partie I. Etude de deux exemples dans le cas n = 3

2. Notons C4, Cs, C3 les colonnes de A. On remarque que Co = —Cj3 et que C7 et Cy forment une famille
libre car elles sont non colinéaires. Donc |rg(A) = 2.
10 -5 5
3. (a) Considérons la matrice A—Is= | =5 2 —3|. De méme, si on note C7,Cs, Cs5 ses colonnes, on
5 -3 2
remarque que C7 = —Cy + C3 et que C; et Co sont non colinéaires. Par conséquent :
o 1g(A — I3) = 2 et par théoréme du rang, dim(Ker(A — I3)) =1 ;
1
o puisque —C7 — Cy + C5 =031, le vecteur | 1 | appartient & la droite vectorielle Ker(A — I3),
-1
-1
de sorte que Ker(A — Is) = Vect -1
1

Ainsi, dim(Ker (f —idgs)) = dim(Ker(A — 13)), et Ker (f —idgs) = Vect((—1,—1,1)). Le
vecteur ‘ug =(-1,-1, 1)‘ engendre Ker (f —idgs) et est non nul. Il constitue donc une base de

Ker (f — idgs) de la forme souhaitée.

(b) Notons % la base canonique de R? et :

0 -1 2
P= M%(Ul,UQ,Ug) = 1 -1 -1
1 1 1

La famille € = (uy,us,u3) est une base de R? si, et seulement si, P est inversible. Or :

) 11 1 ) 1 1 1 11 1
p <2 |1 -1 41 Z 0 —2 —2 Z 0 —2 —2
frofa\o -1 2 ) Bt \o -1 2 ) Beclamila \g o 3

Cette derniére matrice étant inversible car échelonnée avec trois pivots, P est inversible. Ainsi,

“ﬁ = (u1,us,u3) est une base de R3.

(c) Calculons :

0 -1 -1 2 32 2
Al1] =031, Al-1]=[-1], Al-1]=|-16]=16]-1
1 1 1 1 16 1

Ainsi, | f(u1) = Ogs, f(uz) = us et f(ug) = 16us. |

(d) On reconnait ici une formule de changement de base. Avec les notations précédemment introduites :

My (f) = P~'Mg(f)P = P~'AP

0o -1 2
ou|P=Pge=|1 -1 —1]|et:
1 1 1
flur)  fluz)  f(us)
0 0 0 Uy
Me(f) = 0 1 0 Us
0 0 16 us

4. (a) Gagnons du temps en écrivant directement %(D) sous forme d’un sous-espace engendré par une
famille de vecteurs. Soit pour cela M = (m; ;)1<; <3 dans .#3(R). Alors :

0 mi 2 16m1,3 0 0 0
MD=DM <& |0 ma 2 167’)7/2’3 = ma 1 ma 2 ma.3
0 ms3.2 16m3,3 16m3,1 16m372 16m3,3

@V(i,j) € Hlv?’ﬂ?” i 7&‘7? mij = 0
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Ainsi :
mi 0 0
%(D) = 0 ma 2 0 , M1,1,M22,M3 3 € R » = Vect (El,h EQ’Q, Es’d) .
0 0 mss

)

‘%(D) est donc un sous-espace vectoriel de .#3(R) ‘en tant que sous-espace engendré, et (Eq 1, Ea 2, E3 3)

est génératrice de €' (D), et libre en tant que sous-famille de la base canonique qui est libre : c’est

donc une | base de €' (D).

(b) Soit M une matrice de Rac(D). D’apres la question 1, M appartient & € (D). Elle est donc diagonale
M = diag(a,b,c) par la question précédente. Et puisque D = M? = diag(a?,b?,¢?), on obtient
a> =0,b>=1et c®=16,s0it a=0,b=+1et c==+4. Ainsi, M est I'une des quatre matrices

suivantes :
0 O 0
0 &9 0 ou £9,E3 € {1, —1}.
0 0 634

Réciproquement, on vérifie aisément que ces quatre matrices appartiennent & Rac(D). Ainsi :

0 0 0 0\ /0 0 0
o|.[o -1 o),[0 -1 o0
—4) \o 0o 4/ \o 0o -4

Rac(D) =

o O O
o = O
- O O
o O O
S = O

5. (a) Pour toutes matrices My et My de .#5(R) et pour tout scalaire A € R :
O(AM, + My) = P(AM; + My)P~' = APMP~! 4+ PMyP™' = A®(M) + &(M,).

Donc @ est un endomorphisme de .#3(R). Et on vérifie aisément qu’il est de plus bijectif, d’inverse
M +— P~'MP. Donc ‘ ® est un automorphisme de .Z3(R). ‘

(b) Soit M dans Rac(D). Alors ®(M)? = (PMP~1)? = PM2?P~! = PDP~! = A, de sorte que
®(Rac(D)) C Rac(A).

De méme, si N appartient & Rac(A), alors ~}(N)? = (P7INP)? = P7IN?P =P~ 'AP = D. D’ou
I'inclusion ®~1(Rac(A)) C Rac(D), et donc :

Rac(A) = ®(®~!(Rac(A)) C ®(Rac(D)).

Ainsi, ‘@(Rac(D)) = Rac(4). ‘

(c) Puisque ® est injective et que Rac(D) est de cardinal 4, Rac(A) = ®(Rac(D)) est aussi de cardinal
4: ‘A admet exactement 4 racines carrées. ‘

0 0 1
6. (a) Puisque N>= [0 0 0] # 03 et N* =03, alors | g* # 0.¢(rs) et que g° = 0.5 (gs).
0 0 0

(b) Puisque M? = N, alors h? = g et par la question précédente, h* # 0.4 gs) et h® = 0. (rs). L’ensemble
I={keN|hk = 04 (rsy} est une partie non vide de N (elle contient 6) : elle admet un plus petit
élément p, qui est supérieur & 5 puisque h* # 0.2 (rs) et donc hk £ 0o m®s) pour k=0,...,4.

Par définition, ‘l’entier p > 5 satisfait bien hP~! #£ 02 rs) et h? = 0o (gs). ‘

il existe zg € R? tel que h?~1(xq) # Ops.

(c) Puisque h?~! # 0.p(rs),

Soient g, o, ..., ap_1 des scalaires satisfaisant :
[e 73140} —+ Oélh(l'o) —+ 4 ap,lhpfl(xo) = ORS‘
En composant par application linéaire h?~! :

o W7~ () + @a (o) + -+ + p1h* () = Og,
—
#0453 =0g3
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et donc ag = 0. En substituant, on obtient :
Oélh(l‘o) + -4 ap,lhp_l(xo) = Ogs.

En composant par h?~2, on obtient de méme «; = 0, et ainsi de suite as = -+ = a1 = 0.

Ainsi, (xg, h(x),...,h?71(xq)) est une famille libre de R? de cardinal p > 5. Mais ceci est impossible
dans I'espace R® qui est de dimension 3.

Par conséquent, | Rac(N) = 0.

Partie II. Racines carrées d’une matrice tridiagonale

7. Pour tous polynémes P et Q de R,[X] et pour tout scalaire A € R :

AP+ Q)= (X*-1)(AP+Q) +n(1-X)AP+Q) = (X* - 1)(A\P' + Q) +n(l — X)(AP + Q)

=A[(X?-1DP +n(l-X)P] + [(X*-1)Q" +n(l — X)Q]
= Ap(P) + ¢(Q)-
D’autre part, considérons P dans R,[X] qu'on écrit P = aX™ + R avec a € R et R € R,_1[X]. Par

linéarité :

©(P) = ap(X") + ¢(R) = anX" 1 (X? = 1) +n(l - X)X"+ (X> - 1)R' +n(1 - X)R
= —anX""' +anX" + (X? - 1R +n(l - X)R € R,[X]

car deg((X2 —1)R') <2+ deg(R') <2+ (n—2)=net deg(n(l—X)R) <1+ (n—1) =n.

Ainsi, @ est linéaire et a valeurs dans R, [X] : c’est bien ‘un endomorphisme de R, [X]. ‘

8. Calculons ¢(1) = n(1 — X), p(X") =nX" —nX""! et pour tout k € [1,n —1] :

O(XF) = k(X2 = D)XF 1 401 — X)XF = (k— n)XF 4 nXF — pxF-1

Ainsi :
e(1) (X)) e(X?) .. e(X"TE) p(X"Th) (XM
n -1 0 0 1
—n n -2 X
0 —mn+1 n X2
Ma(p) = = A,
n —n+1 0 Xxn—2
: " -2 n -n | X"t
0 0 -1 n Xn

9. Calculons :
o(Py) =p((X-1)") = n(Xz—l)(Xfl)"fl+n(1—X)(X—1)” =nhX+1)+n1-X)](X-1)"=2nPF

et
e(P) =p((X+1)") =X - 1) +n(l - X)| (X +1)" =0x P,.

Soit & présent k € [0,n]. Calculons :

(X2 -D)P=(n—k)X?-1)(X - D" HX+ 1) + k(X% - 1)(X - )" H(X +1)F!
=[n—k)(X+1)+ kX —-1] P, =(nX+ (n—2k)) Py.

Dot :

p(Py) = (X2 = 1)P +n(1 = X)P, = [nX + (n — 2k) + n — nX] Py | = (2n — 2k)Py. |
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10.

11.

12.

Soient «v, a1, ..., a, des scalaires tels que :
apPo+ 1P+ -+ + ap Py = Og, [x]- (%)
Remarquons que pour tout k € [[0,n], —1 est racine de multiplicité exactement k de Py, de sorte que :
Pu(-1)=Pi(-1)=---=PF V(=1)=0 et PP(-1)+0.

En évaluant (*) en —1, on obtient :

(%) P()(—l) —I-OzlPl(—l) —+ -+ anPn(—l) =0,
——

#£0 =0
et donc A\g = 0. Ainsi, () se récrit :
arPL+ -+ a, P, = Or,,[x]-
En dérivant cette égalité, puis en évaluant de nouveau en —1, on obtient :

(651 Pl(—].) +Ol2P2(—1) 4+ 4 anPn(—l) = 0
#0 =0

et donc Ay = 0. En poursuivant, on obtient ensuite ag = --- = a,, = 0.

La famille (Py,..., P,) est donc libre, de cardinal n 4+ 1 = dim(R,,[X]) : ‘c’est donc une base de R,,[X]. ‘

A T'aide de la question précédente :

o(Po)  »(P1) 0(Pn)
on 0 0 Py
0 2n—2 . : P
Mg () = , '1
: s . 0 .
0 ... 0 2n—2n/ P,

Notons D = diag(2n,2n — 2,...,2,0) = Mg (), et soit k € [0,n]. La matrice D — (2n — 2k)I,,+1 est
diagonale avec un unique coeflicient nul. Elle est donc de rang (n + 1) — 1 = n. Par conséquent :

rg(p — (2n — 2k)idg,,(x)) = rg(Ma (¢ — (2n — 2k)idg,, (x])) = 18(D — (2n — 2k) 1) = L.

Par le théoréeme du rang, ‘ Ker(p — (2n — 2k)idg,, [x]) est de dimension 1. ‘C’est donc une droite vectorielle,

qui est par conséquent engendrée par n’importe lequel de ses vecteurs non nuls. Puisqu’enfin, Py appartient
a

Ker(¢p—(2n—2k)idg, x]) car ¢(Py) = (2n—2k) Py, on obtient donc‘Ker(ap — (2n — 2k)idg, x]) = Vect(Py). ‘

(a) Puisque B appartient a Rac(A,,), B et A, commutent par la premiére question. Par conséquent,
‘ g et ¢ commutent également. ‘

(b) Rappelons un résultat vu en TD.

Rappel. Un résultat a retenir.

Si f,g € Z(F) commutent, c’est-a-dire si f o g = go f, alors Ker(f) et Im(f) sont stables

par g.
Ici, g commute avec ¢, donc également avec ¢ — (2n — 2k)idg,[x]. Par conséquent, Ker(yp — (2n —
2k)idg,,[x]) est stable par g.
Dans le cas ou ce résultat n’était plus connu, on pouvait également procéder directement comme suit
: soit P € Ker(¢ — (2n — 2k)idg,,[x]), de sorte que ¢(P) = (2n — 2k)P. Alors :

e(g(P)) = g(¢(P)) = g((2n — 2k)P) = (2n — 2k)g(P).

Et donc (¢ — (2n — 2k)idg, (x7)(9(P)) = 0, si bien que g(P) € Ker(¢ — (2n — 2k)idg, [x]). Ainsi,
‘Ker(g@ — (2n — 2k)idg,, |x]) est stable par g.‘
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Pour tout k € [0, n], puisque Py € Ker(p — (2n — 2k)idg, [x]), alors g(Py) appartient a Ker(¢ — (2n —
2k)idg,,[x7) = Vect(Py). ‘Il existe donc un scalaire A tel que g(Py) = Mg Pr. ‘

Enfin :

(2n — 2k) Py = o(Py) = ¢*(Pr) = 9(9(Pr)) = N Pi.

Et comme Py # Og, [x], on obtient ‘ A= (2n— 2k)‘

(¢) On en déduit que pour tout k € [0,n], g(Px) = exv/2n — 2k avec € = £1. Et donc :

9(Fo) ... g(Pam1) g(Pn)
5()\/% 0 0 .P()
0 . .

. Enfl\/i 0 .
0 0 0o /P,

13. Notons A I’ensemble des matrices obtenues ci-dessus, et P la matrice de passage de la base canonique %
a la base %. On vient d’établir que si B est dans Rac(A,,), alors P"!BP = Mg (g) appartient a A.

Réciproquement, si C' est dans A, alors :
(PCP™1)? = PC?P~! = Pdiag(2n,2n —2,...,0)P~! = A,

par formule de changement de base, de sorte que PCP~! appartient & Rac(4,). Ainsi, Papplication
B € Rac(A,) = P~!BP € A est bijective, de bijection réciproque C € A — PCP~! € Rac(4,,).

Puisque Card(A) = 2™,

Rac (A,) est fini de cardinal 2".

Partie III. Racines carrées de I,

14. On reconnait ici la caractérisation algébrique d’une ’ symétrie vectorielle.

15. On va construire une famille infinie de symétries vectorielles. Considérons pour cela 'hyperplan H =

{(1,...,2,) € R" | &1 = 0}, et pour tout a € R, la droite vectorielle D,, dirigée par le vecteur u, =
(1,,0,...,0). Puisque u, n’appartient pas & H, on sait que H et D, sont supplémentaires dans R" :
R"=H® D,.

Considérons alors s, la symétrie vectorielle par rapport a H dans la direction de D,,, et M, la matrice
de s, dans la base canonique de R™.

Pour tout o € R, M2 = I, et M, est une racine carrée de I,,. De plus, si a et 3 sont des réels distincts,
Sq est distinct de sg puisque Ker(s, + idgn) = D, # Dg = Ker(sg + idgn ), et donc M, est distinct de
Mp.

On construit ainsi une injection o — M, de R dans Rac([,,). Ainsi, ‘ il existe une infinité de racines carrées de I,,.
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