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—— TD13
Applications

Généralités sur les applications

Exercice 13.1 (%)
Soit f : x € R+ cos(z). Déterminer les ensembles suivants (on pourra pour cela tracer la
courbe représentative de f) :

F®R), f([0,7]), f([=m/2,7/2]), F1({0}), f7 ({v/3/2}), f1([0, 1)),
O, fOHHOD), 0, 7/2D)), f(F7H([0, 1))

Exercice 13.2 (%)
L, C — C

1. Déterminer f(C), f(C*) et f(R).
2. Déterminer f~1(C), f~1 (C*) et f~H(R).

1. Rappelons que f(C) = Im(f) est I'ensemble des complexes qui possédent au moins
un antécédent par f. Mais pour tout a € C, I’équation f(z) = «, d'inconnue z € C,
est une équation polynomiale de degré 2, qui possede donc au moins une solution.
Et donc a posséde au moins un antécédent par f, et donc est dans f(C). Ainsi,

f(C)=cC.

f (C*) est 'ensemble des éléments de C qui posseédent au moins un antécédent non
nul par f. Puisque Im(f) = C et que f(0) = 1, le seul complexe susceptible de ne
pas avoir d’antécédent non nul est 1. Or les antécédents de 1 par f sont 0 et —1.
Puisque —1 € C*, 1 = f(—1) € f(C*), et donc f (C*) = C.

Enfin, f(R) est 'ensemble des complexes qui ont au moins un antécédent réel par
f. Notons que si z € R, alors f(z) € R, si bien que f(R) C R. Et pour a € R,
'équation f(z) = a, qui se récrit 22 +x+ (1 —a) = 0, posséde au moins une solution
x € R si, et seulement si, son discriminant est positif ou nul, soit si, et seulement si :

3
1—4(1—«) >0, soit encore « > T

Et donc f(R) = [%, —i—oo[.
2. Par définition, f~}(C) = {2z € C| f(z) e C} = C.

Les seuls complexes dont I'image est nulle sont —%—I—i§ =jetj. Etdonc f~1(C*) =

C\{s.4}.

Par définition, f~'(R) = {z € C| f(z) € R}. Soit alors z = a + b un complexe sous
forme algébrique (avec a,b € R ). Alors :

f)ER & 2+2+1€R & *+2€R & Im(z2+z):0.
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Mais :
Im (z2 + z) =Im (22) + Im(z) = 2ab + b.

Et donc :
1
e fTHR) & 2ab+b=0 < b2a+1)=0 < b=0oua=—;

1
& zERU{zEC‘Re(z):—Q}.

Donc f~1(R) = RU {z € C|Re(z) = -1 }.

2

Exercice 13.3 (%)
Soit E un ensemble, A et B des sous-ensembles de E.

1. Déterminer les fonctions caractéristiques de A, AN B, AU B en fonction de 14 et 15.

2. Retrouver a 'aide des fonctions indicatrices que ANB=AUB < A=B.

Exercice 13.4 (k% %)
Soit f: E — F. Prouver que pour tous A, A’ € Z(F) et B,B' € Z(F) :

(1) AcC f7Y(f(A) et f(f1(B)) C B. A-t-on égalité ?
(2) fFIAUA)=f(AUf(A)et fF(ANA) C f(A)N f(A"). A-t-on égalité ?

(3) [FHBUB) =BV (B)et [fH(BNB)=fHB)N [ (B)

Injections, surjections, bijections

Exercice 13.5 (%)
Déterminer si les applications suivantes sont injectives, surjectives ou bijectives :

1 .
fi: z— x4+ — del0,+o00[ dans R, ; R*;
x
1 f5: (ZE,y,Z)H(ZL‘+2y+Z,y,—{L‘—4y+Z)
fa: xr—>x+gde [1,+oo[ dans R, ; de R? dans R3 ;
fa: (x,y) = 2 —y* de R* dans R ; forn { 2 0 ST PAT g0 N dans
—™2 sin impair
fi: (x,y) = (x —y,—2x + 2y) de R? dans Z.

Exercice 13.6 (%)

Soient f : No—= N et g : N = N définie par g(n) = { 2 S% " Palr . Calculer g o f puis
= 2n 0 sin impair

fog. f et gsont-elles bijectives 7
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Exercice 13.7 (% %)

Soit a € C\U. Considérons f, : z +— Zta

az+1
1. Montrer que f, est définie sur U et a valeurs dans U.

2. Montrer que f, est bijective de U sur U et déterminer sa réciproque.

Exercice 13.8 (% %)
Soit f: EF — F et g: E — G deux applications. On considere 'application h : E — F x G
définie par :

Ve e E, h(x)=(f(z)g(x)).

1. Montrer que si f ou g est injective, alors h est injective.

2. On suppose f et g surjectives, h est-elle surjective ?

Exercice 13.9 (%)
Soient E, F', G trois ensembles non vides et soient f: F — Fet g: F — G.

1. Montrer que si g o f est surjective et g injective, alors f est surjective.

2. Montrer que si g o f est injective et f surjective, alors g est injective.

Exercice 13.10 (% %)
Soit £/ un ensemble et f une application de E vers F.

1. Supposons que f o f = f. Montrer que si f est injective ou surjective, alors f = idg.

2. Supposons que fo fof = f. Montrer que f est injective si et seulement si f est surjective.

Exercice 13.11 (%)
Soient E et F' deux ensembles et f une application de E dans F.

1. Supposons f injective. Montrer que pour tout M, N € Z(FE), f(MNN) = f(M)Nf(N).

2. Réciproquement, montrer que si pour tout M, N € Z(E), f(M N N) = f(M)n f(N),
alors f est injective.

Exercice 13.12 (%% %)
Soient E et F' deux ensembles, et f une application de E vers F.

1. Montrer que f est injective si, et seulement si, pour tout A C E, A= f~1(f(A)).
2. Montrer que f est surjective si, et seulement si, pour tout B C F, B = f(f~*(B)).

3. (%) On consideére les applications :

P (E P (F P(F
cp:{ (21 : f(j(él)> et @D:{ (

Montrer les équivalences suivantes :

(i) f injective < @ injective < 1) surjective ;

(ii) f surjective < ¢ surjective < 9 injective.
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1. Fait en TD.

2. Fait en TD.

3. (i) Supposons f injective. On a démontré & la premiére question qu’alors :
VAe Z(E), A=["f(A), soit oop=idym).

L’application id » () étant bijective, il suit que v est surjective et ¢ est injective.

Supposons ¢ injective. Montrons que f est injective. Soit pour cela x1, 2o € E

tels que f(z1) = f(za). Alors :

p({1}) = o({za}).

Par injectivité de ¢, {x1} = {x2}, et 1 = x5. On a ainsi montré la premiere
équivalence.

Supposons v surjective, et montrons que f est injective. Soit encore xq,x9 € F
tels que f(z1) = f(x2). Montrons que x; = xs.

Par surjectivité de 1, il existe B € Z(F) tel que ¥(B) = {z1}, soit f~1(B) =
{z1}. Mais alors x; € f~Y(B), et donc f(z2) = f(z1) € B, donc z, appartient
a fY(B) = {z1}. Dot z; = x5 et l'injectivité de f. On a ainsi montré la
deuxieme équivalence.

(ii) Supposons f surjective. On a démontré a la deuxieme question qu’alors :
VBe Z(F), B=f(f'(B)), soit @ot=idyw).

L’application id » () étant bijective, il suit que ¢ est surjective et 1) est injective.

Supposons ¢ surjective. Montrons que f est surjective. Soit pour cela y € F,
et considérons B = {y}. Par surjectivité de ¢, il existe A € Z(F) tel que
©(A) = {y}, ce qui se récrit f(A) = {y}. En particulier, A # () et pour tout
x €A, f(x) € f(A) = {y}, de sorte que f(x) =y. D’ou la surjectivité de f.

Supposons v injective, et montrons la surjectivité de f. Soit y € F. Il s’agit
de montrer que ¥({y}) = f'({y}) # 0 = ¥(0). Or cette propriété est bien
satisfaite par injectivité de ¢. D’ou la surjectivité de f.

On a ainsi montré toutes les équivalences voulues.

Exercice 13.13 (% %)
Soient E et F' deux ensembles. Montrer qu’il existe une application injective de E dans F si,
et seulement si, il existe une application surjective de F' dans F.

E — B=Im(f)
- f(@

est bijective, car injective puisque f I'est, et surjective car tout élément de Im~( f) admet un

antécédent par f, et donc par f. Elle admet donc une bijection réciproque f~!: B — E.

Supposons qu’il existe une application injective f : E — F. Alors f :
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Fixons arbitrairement un élément a € F, et considérons ’application suivante :

F — E

. F—1 . B
95, {f (v) siy€ b
a siye B

Montrons que g est surjective. Prenons pour cela x € E. Puisque f: E — B est bijective,
r=f"Yf(z)) = g(f(x)). Ainsi z admet un antécédent par g : g est bien surjective.

Supposons a présent qu’il existe une surjection g de F' dans E. Pour tout x dans F, il
existe donc y, € F tel que z = ¢(y,). Considérons alors 'application f :x € E +— y, € F,
et montrons que f est injective. Soient pour cela x1, x5 € E tels que f(x1) = f(z3). Alors
Yz, = Yzy, €t en appliquant g, 21 = ¢(Ys,) = 9(¥z,) = 2. Donc f définit bien une injection
de E dans F.

Exercice 13.14 (k% %)
Soit F et F' deux ensembles et f une application de E vers F'. On définit la relation Z sur E
en posant :

xRy < [f(z) = fy).

1. Montrer que Z est une relation d’équivalence sur E. Décrire les classes d’équivalence de
cette relation.

2. Notons E/Z l'ensemble des classes d’équivalences pour la relation d’équivalence Z et
considérons 'application :
- E/#% — F
f: L .
T~ f(z)
(a) Montrer que l'application f est bien définie, ¢’est-a-dire que I'image de T par f ne
dépend pas du représentant choisi dans la classe de 7.

(b) Montrer que f est une application injective.

Exercice 13.15 (% %)
Soit £/ un ensemble, et A, B deux sous-ensembles de E. On considere I'application :

CP(E) —» P(A)x P(B)
I x 7 o (XNAXNB)

1. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que f soit injective (resp. surjective,
resp. bijective).

2. Dans le cas ou f est bijective, déterminer son application réciproque.

I Une correction en vidéol


https://www.youtube.com/watch?v=Nt6yyPpAE60
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Exercice 13.16 (%% % %)
Soit f: E — F.

1. Montrer que pour tout B € Z(F), f~Y(B) = f~}(B).

2. Montrer que f est bijective si, et seulement si, pour tout A € 2(E), f(A) = f(A).

1. Soit x € E. Alors :
r€ f1YB)& f(r)¢ Be flr)e Bexc f1(B).
D’ou I’égalité souhaitée.
2. Procédons par double implication.

« Supposons dans un premier temps que f soit bijective, et soit A € Z(F).

Soit alors y € f(A). Alors y admet un unique antécédent par f, qui est x =
f~Y(y). Nécessairement, x ne peut étre dans A, faute de quoi on aurait y =
f(z) € f(A). Donc z € A, et par conséquent, y = f(x) € f(A). Ceci prouve
donc déja que f(A) C f(A).

De méme, soit y € f (fl) Alors I'unique antécédent de y est x = f~1(y), qui
par hypothese est dans A. Donc f ne peut pas étre I'image d’un élément de
A, car cet élément serait nécessairement = ¢ A. Donc y € f(A), de sorte que

F(A) = f(A).
Par double inclusion, on a donc f(A) = f(A).

« Inversement, supposons que pour tout A € Z(F), f(A) = f(A). En particulier,
pour A = (), on obtient

f0)=F0) =0« f(E)=F.

Donc déja, f est surjective.

Soient x,y € E tels que f(x) = f(y). Soit alors A = {z}, de sorte que f(A) est
le singleton {f(z)}. Alors f(A) = f(A) = F\{f(z)}. Puisque f(y) = f(x) ¢
F\{f(x)}, on en déduit que f(y) ¢ f(A). Et donc y, qui est un antécédent de
f(y), ne peut appartenir & A, et donc appartient & A. Mais A ne contient qu’un
élément, qui est x, de sorte que y = x.

Et donc f est injective, et par conséquent bijective.

Exercice 13.17 (k% % % - Oral Polytechnique 2017)
Déterminer toutes les applications f : N* — N* telles que f + fo f+ fo fo f=3id.

Il est évident que idy+ convient.

Soit f une application de N* — N* vérifiant la condition requise. Alors :

(id+ f+ f*) o f = 3id
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est injective. Et donc f est injective.

Montrons par récurrence forte sur k& que pour tout k € N*, f(k) = k.

Par hypothese :
fO)+ fFD) + f(£(f())) = 3.

Or, chacun des entiers f(1), f2(1) et f3(1) est supérieur ou égal a 1, et donc ils sont
nécessairement tous trois égaux a 1. Et en particulier, f(1) = 1, ce qui initialise la
récurrence.

Supposons que pour tout n < k, f(n) =n. Alors :
fk+1D)+ P+ + fFPk+1)=3k+1).

Puisque f est injective, et que f(1) =1, f(2) =2, ..., f(k) = k, alors f(k+1) > k+1.
Et donc, toujours par injectivité de f, f(f(k+1)) > k+1et f(f(f(k+1))) > k+1.
Par conséquent, on doit avoir f(k+1) = k+1, f(f(k+1)) =k+1et f(f(f(k+1))) =
k+ 1. Et puisque f(k+ 1) =k + 1, nous venons de prouver I’hérédité.

Par le principe de récurrence, pour tout k € N*| f(k) =k, et donc f = id.

Ainsi, f = id est la seule application vérifiant la relation demandée.




