MP2I Lycée Carnot

TD2
Ensembles

Exercice 2.1 (% %)
Montrer les égalités d’ensembles suivantes :

L {(z,y) eR? |4 —y=1} = {(t+ 1,4t +3), t € R} ;

2. {(\ 20— X 2x+ ), (A, p) € R?} = {(22,2y, 52 +y), (z,y) € R?};
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3.]-11= | {—1+,1—};
neN* n n
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4. [-1,1] = ) }—1—,1+[.
neN* n n

Exercice 2.2 (%)
Soient E et F' deux ensembles. Montrer que Z(E) C Z(F) si, et seulement si, £ C F.

Exercice 2.3 (%)
Soient E un ensemble, et A, B deux sous-ensembles de E. Comparer les ensembles suivants :

1. P(ANB) et 2(A) N P(B). 2. (%) Z(AUB) et 2(A)U P(B) :

Exercice 2.4 (k%)
Soient E un ensemble, et A, B deux sous-ensembles de E. Montrer que les assertions suivantes sont

équivalentes :

(i) AC B; | (i) ANB=A; | (i) AUB=B; | (iv) AnB=0.

Exercice 2.5 (%)
Soit E' un ensemble et A, B, C trois sous-ensembles de E. Montrer que :

(i) AuUB=ANnC& BCACC; (iv) A\B=B\ A;
(i) AUB=ANB& A=B; (v) (A\B)U(A\C)=A\(BnNnC);
(iii) ANB =ANC et AUB = AUC < B=C; (vi) (A\B)\(A\C) = (A\B)NC = (ANC)\B.

Exercice 2.6 (% %)
Soit F un ensemble, et soient A et B deux parties de F.

1. Montrer I’équivalence : AC B & VX € Z(F), ANX C BN X.

2. Montrer I'équivalence : AUB=F & VX € Z(E),( XNA=0= X C B).
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Exercice 2.7 (%% - Différence symétrique)
Soit £ un ensemble. On définit la différence symétrique de deux parties A, B de E par :

AAB = (A\ B)U(B\ A).
1. Montrer que pour tout A, B € #(E), AAB = (AU B)N (AN B).
2. Soit A € Z(E). Calculer AAA, AANA, AAE et AA(.
3. Montrer que : VA, B,C € Z(FE), AAB = BAA et AA(BAC) = (AAB)AC.
4. Montrer que : VA, B € #(E), AAB = AAB.
5. Montrer que : VA, B,C € #(E), AAB=AAC < B=C.

6. Soient A, B € #(FE). Résoudre ’équation XAA = B d’'inconnue X € Z(E).

Exercice 2.8 (%% %)
Soient E un ensemble, et A, B deux sous-ensembles de E. Résoudre les équations suivantes d’inconnue
XeZE):

(i) XUA=B; | () XNA=B; | (i) X\ A=B.

Exercice 2.9 (% %)
Montrer que ¢ = {(z,y) € R?:224+9% < 1} n’est pas le produit cartésien de deux ensembles de R.

Exercice 2.10 (% %)
Soient A, B,C, D des parties d’un ensemble E.

1. Montrer que (Ax C)N(B x D)= (ANB)x (CND).
2. Montrer que (A x C)U (A x D) = A x (CUD,).
3. Que dire des ensembles (A x C)U (B x D) et (AUB) x (CUD)?

Exercice 2.11 (%% %)
Soient F un ensemble, n un entier naturel non nul et Ay, A1,..., A, des sous-ensembles de F tels que

D=AyC A C...CA,=FE.

On pose pour tout k dans [1,n], By = Ax \ Ax_1. Montrer que (B1, Bo, ..., B;,) est une partition de
FE.

Exercice 2.12 (% %)
Soient F un ensemble, A et B des sous-ensembles de F.

1. Déterminer les fonctions caractéristiques de A, AN B, AU B en fonction de 14 et 1p.

2. Retrouver, a l'aide des fonctions indicatrices, que ANB=AUB & A=0B.
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Exercice 2.13 (%% %)
Soit E un ensemble et soient E1,...,E, (n > 2) des parties deux & deux distinctes de E. Montrer
que 'un au moins de ces ensembles n’en contient aucun autre.

Exercice 2.14 (k%% % - Axiomes de Peano et construction des entiers de Von Neumann)
Dans le cadre de la théorie axiomatique des ensembles (assez différente de la théorie « naive » des en-
sembles que nous manipulerons en prépa), on considére que tout objet mathématique est un ensemble,
et les régles de manipulation de ces ensembles sont constituée de 8 axiomes qu’il est hors de question
d’énoncer ici.

L’un des axiomes les plus difficiles & appréhender, I’axiome de fondation, dit que si x est un ensemble
non vide, alors il existe y € z tel que y Nz = (.

1. Montrer qu’il n’existe pas deux ensembles a et b tels que a € b et b € a. Considérer x = {a,b}
et utiliser l’axiome de fondation.

Pour tout ensemble a, on notera s(a) = a U {a}, ensemble que 1'on appellera le successeur de a.

Un ensemble A est dit clos par successeur si Va € A, s(a) € A.

L’axiome de l’infini, qui comme son nom l'indique, a pour but de garantir I’existence d’un ensemble
infini, s’énonce comme suit : il existe un ensemble X tel que ) € X et Vo € X, s(z) € X.

Autrement dit, il existe un ensemble X contenant le vide et clos par successeur.

On souhaite alors mettre en évidence 'existence d’un ensemble qui serait « une copie de N », c’est-a-
dire vérifiant I'intuition qu’on se fait des entiers.

Dans la suite, notons X un ensemble contenant () et clos par successeur (dont I'existence est garantie
par axiome de 'infini), notons Y I'ensemble des parties de X qui contiennent () et sont closes par
successeur, et enfin notons N = ﬂ A.

AeY
Dans la suite, on note 0 ’ensemble vide.

2. Montrer que N possede les propriétés suivantes :

(a) 0e NetVne N, s(n) e N ;
(b) Vn € N, s(n) # 0 (0 n’est successeur d’aucun élément de N) ;
(¢c) Vm,n € N, (s(m) =s(n)) = m=n;

)

(d) VAe Z(N), (0 AetVne A, s(n)e A)= A= N.

Ces propriétés réunies (appelées les axiomes de Peano) nous semblent caractéristiques de N (ou
d’une copie de N ), dans lequel 'application successeur serait s : n — n + 1.




