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TD25
Séries numériques

Etudes de convergence

Exercice 25.1 (k)
Déterminer la nature des séries suivantes :

V| TR g (et | m Sl

= n—1
®) Z("Sm (i)) P DY W 2t (Ziiiiii)
C>Zﬁl g Y et ) Y Wl ¥ °>Z<¢n21_1‘¢n21+1)

d) er;(i_é)l h) Z(;+i>n 1) ZM 1) Zarccos (1—\}5)

Exercice 25.2 (%%)
Soient > uy,, Y v, deux séries convergentes & termes positifs. Etudier les séries de termes généraux :

() max(un,ve) ;| (i) wd; | () Vo (V) Vit

(i) On utilise les inégalités suivantes, valables pour tout n € N :
0 < max(un, V) < Up, + Uy

Puisque > u, et > v, convergent, > (u, + v,) converge également. Par théoréme de comparaison
des séries a termes positifs, E max (U, v,) converge.

(ii) Puisque E uy, converge, la suite (u,) converge vers 0 (c’est la condition nécessaire de convergence

des séries). A partir d’un certain rang, on dispose donc des inégalités 0 < u, < 1, de sorte que
0 < 42 < u,. On conclut par théoréme de comparaison des séries a termes positifs.

(iii) On utilise 'inégalité classique, & connaitre :

V(z,y) €R? zy <

D’ou ici, pour tout n € N :
VUntp < —5
On conclut comme pour le point (7).
(iv) De méme qu’au point précédent, pour tout n € N :

Up + U2n

V UnU2n S 2

Justifions la convergence de la série Z usy. Pour cela, remarquons que pour tout N € N :

N 2N “+o0
n=0 n=0 n=0
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+oo
La suite des sommes partielles de la série Z Uy, est majorée (par Z uy,). Elle converge donc.

n=0

On conclut comme au point (iii) pour la convergence de E VU Uz,

Exercice 25.3 (%% % - Banque CCINP) (e _ (1 4 l)") ot
Etudier la nature de la série de terme général u,, =

On cherche un équivalent de la suite u,,. Pour cela, remarquons tout d’abord que ew ~1et:

In(n? 4+ n) = In(n?) +In (1 + i) =2In(n) |1+ W ~ 2In(n).

—1

D’autre part :

<
bl

D’ott par produit et quotient (ce qui est bien licite pour le calcul d’équivalent) :

(&

“n ™ Sn In(n)?’

On reconnait le terme général d’une série de Bertrand. Rappelons la condition nécessaire et suffisante de
convergence concernant ces séries (qu’il est bon de connaitre).

Rappel. Séries de Bertrand.

1
La série ————— converge si, et seulement si, a > 1ou (a=1et 5> 1).
1;2 neIn(n)? & ( A )

e
———— étant convergente, Z u, converge également par théoreme de com-
8nln(n)?

paraison des séries a termes positifs.

La série de terme général

Si le résultat sur les séries de Bertrand n’est pas connu, ou si le jury demande de le démontrer le jour de
Poral (ce qu’il fera trés probablement), on pourra procéder comme suit.

1
La fonction f :t € [2,+o0] — W étant continue, décroissante et positive, par comparaison série/in-
n
dt

1 n
tégrale, la série Z TLIT(”)Q est de méme nature que la suite (/2 tln(t)2> = Et pour tout n > 2
nz

/” dt :{_1}“: L
5 tIn(t)? In(t)|, In(2) In(n) ~ In(2)

1
La série Z W converge donc.
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Exercice 25.4 (%% % - Séries a parameétres)
Etudier la nature des séries suivantes suivant la valeur des parameétres :

0 Z 1+ (2! _:_ .).'+ n!, peEN: (iv) () Z (arctan(n + a) — arctan(n)), a € RY ;
n+p)!

,na

0 Z[<1+;)H_1]’QER; 0002 ATy ey ¢S R

(iii) Z %nbn, (a,b) eRY ; (vi) (%) Zarccos <1Zn°‘>’ a>0.

Exercice 25.5 (k%)
Etudier la nature de la série > u,, dans les cas suivants :

S : _ sin(up)
2+ (=) 41" (v) ur € Ret upqq = -
pour tout n € N*,

. 1+ n)sin(n

(ifi) up =

In(n)? —In(n) v ="
S| M

(ii) u, = sin(n)

Exercice 25.6 (%% %)
Montrer que pour tout n € N, (14++/3)"+(1—+/3)™ est un entier pair. En déduire la nature de Z sin <7r(1 + \/3)")

Soit n € N. Par la formule du bindme de Newton :

n

(1+\/§)“+(1\/§)”Z(Z>(\/§)k+i

k=0 k=0

(1) -var - ) (1) ovar = 3 (5:)%

est bien un entier pair, qu’on notera N,,. Alors :
sin (77(1 + \/?:)”) = sin (ﬂ'Nn —7(l— \/5)”) = —sin (77(1 - \/5)”) .
Mais (1 — v/3)" — 0 puisque |1 — /3| < 1, et donc :

sin (77(1 + \/3)") = 7r(\/§ —1)".

~ ‘w(l — V3"

On obtient ici le terme général d’une série géométrique convergente. Par critére de comparaison des séries
& termes positifs, Y sin (7(1 + v/3)") est absolument convergente, donc convergente.

Exercice 25.7 (%)
Etudier la nature des séries de termes généraux suivants :

Lo 1+ (=)"a 1) _ D"
(i) u, = -, (iil) w, =4/1+ ( -1; (v) tn e+ (—D)rnp
vn a, B €R. wen
.. (_]-)n IH(TL) -" sin(n
(11) Up = \/ﬁ 3 (IV) Up = ( 31/)4 (1 + n3(/4)) ’

Exercice 25.8 (%% % - Banque CCP)
On pose, pour n > 1, u, = cos (77\/712 +n+ 1).
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L. Prouver que 1vn?+n+1 = nr+5+aZ+0 (%) ol « est un réel que 'on déterminera.
o0

n—+
2. En déduire que la série > wu, converge.

3. La série > u, converge-t-elle absolument ?

1. Pour tout n € N%st :

/ 11
mvVn24+n+1=nn 1+<+2
n n

n
T 3 1
= —4+—4+0(—].

mr+2+8n <n2>

3
D’ou le développement asymptotique voulu avec o = 3

2. Pour tout n € N* :

™ 3 1 n
Uy = COS (mr—f—2+8n—|—0 <n2>> = (—1)"cos

3T 1 3T
— (-1 n+1 _: o0 - — (-1 n+1<"%
(1) Sln<8n+0<n2>> (=1) 8n

8n
n2

3. Par le calcul précédent :
1 n+1 3l

3m
nl ~ -0 3

T 8n

(550 ()
o)

La série de terme général (—1)"+13T converge par le critére spécial des séries alternées. Celle de

1
terme général O ( est absolument convergente donc convergente. Par somme, 3 u,, converge.

qui est le terme général d’une série divergente (multiple de celui de la série harmonique). Par
critere de comparaison des séries a termes positifs, g |u, | diverge, et la série Y u, ne converge pas

absolument.
Exercice 25.9 (%% %) 2
1. Justifier I'existence, pour n € N, de R,, = Z

k=n-+1

2. (a) Soit n € N. Montrer que R, + R,41 = —— et R,
W5 k(k+1)

(~1)"

(b) En déduire que R, s 100 2(n+1)

3. Retrouver ce résultat a l'aide du critere spécial des séries alternées.

- Rn+1 =

(_1)n+1
n+1

1 ) -
+ 0 (1#)’ puis la nature de la série Z R,.

n>0

Calculs de sommes

Exercice 25.10 (% %)
Justifier la convergence et déterminer la somme des séries suivantes :

(i) 2 (mem)

n>2
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Exercice 25.114**)
=1
On admet que Z roi

n=1

+oo 1
. Calculer alors Z

etz n2

6

Exercice 25.12 (k% - Séries géométriques dérivées - £7)
On fixe un entier naturel p ainsi qu'un nombre complexe z.

kP

k
1. (a) Montrer que ( )
P k—)-i—oo p'

(b) Montrer que la série Z ( )z converge si, et seulement si, |z| < 1.
k>p

+oo
k
2. On suppose dans cette question que |z| < 1. On pose S, = Z < )zk

k=p p

a) Calculer z(S, + S,+1). En déduire une expression simple de .S,, en fonction de p et z.
P P+ P

+oo
k
(b) En déduire la valeur de Z ( )zk_p.

k=p p
, . n? +3n 9 _
3. Application. Etablir la convergence et déterminer la somme de Z o et Z(n +n+1e™
n>0 n>0
Exercice 25.13 (%% - Développement en série entiére de arctan)
Soient x € R et n € N.
1 n ok (_1)n+1w2n+2
1. Montrer que : 1322 kz_o(_l) =+ 1+ 22
n Y2kt |20+
2. En dédui : t .
n déduire que arctan(z kz_o 2k+1 < ont3
(71)k$2k+1
3. En déduire une condition nécessaire et suffisante de convergence de Z 1 et calculer sa somme.

1. Pour tout = € R, —x2 # 1 de sorte que :

i( ) - 1 ( x2)n+1 - 1 (_xQ)TL-‘rl
pors Tr= 1—(—22) 1422 1+ a2

Ce qui se récrit :
1 n (_1)n+1w2n+2

_ )2k \IZT AT
1422 Z( e+ 14 22

2. En intégrant I’égalité précédente entre 0 et z € R :

n 2k+1 x 4 t2n+2
arctan(x) = +/ (-1 —— dt.
Z% 0 14 ¢2

x t2n+2
[l
o 1+t
Si z > 0, on obtient par inégalité triangulaire :

x t2n+2 x xT t2n+2 x x2n+3
/4——&§/‘ &:/ wg/t%”@: .
0 1 + t2 0 0 1 —+ t2 0 277, + 3

D’ou :
n p2k+1

arctan(z) — Z(—l)ka 1

k=0

1+ ¢2

_ ‘ _1\n+1 t2n+2 _
= (-1 dt| =
0

t2n+2

1+12
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Si z < 0, en procédant de méme :

T t2n+2 0 t2n+2 T t2n+2 T x2n+3 |x|2n+3
/7dt g/ 7dt:—/ 7dt§—/t2"+2dt:— =
o 1112 L1+ e o 1+22 A Mm+3  2m+3
D’ou I'inégalité voulue.
|$|2n+3 n p2k+1
3. Supposons |z| < 1. Puisque nll}r_r‘_loo Sy 0, nkrfoo Z(_l)k% = existe et vaut arctan(z) par
2k
le théoréeme des gendarmes. En particulier, la série 2:(—1)’C converge si |z| < 1.
2k+1
k>0
Supposons a présent |z| > 1. Alors :
2k+1 |21
x x
—1)* = —
’( VT T gL aore T

(E2k+l

2k +1

diverge grossierement.

et la série Z(—l)k

k<0
p2k+1

2k+1

Ainsi, la série E (—1)* converge si, et seulement si, || < 1. Et en cas de convergence, sa

k>0
somme vaut arctan(z).

Exercice 25.14 (k%)
Pour tout entier n > 1, on pose u, = In(n) + aln(n 4+ 1) + bln(n + 2).

1. Déterminer les réels a et b pour que la série de terme général u,, soit convergente.

2. Calculer alors la somme de cette série.

Exercice 25.15 (k%)
Montrer la convergence et calculer la somme des séries suivantes :

Zsm(ng)g; Z(4n+1)1(4n+3); Zln(cos<21n>); Z(—U“/ cos(t)" d.

n>0 n>1

Comparaisons séries-intégrales

Exercice 25.16 (k%) no
Pour tout n € N*, on note S,, = Z

1. Montrer que S, W 2\/n.

2. On pose wy, = S, — 24/n.

K
(a) Déterminer deux constantes o et K telles que w, — wp—1 ~ —.
n—+oo N

(b) En déduire que la série Z(wn — wp_1) converge.
(¢) Montrer Pexistence d’une constante réelle 3 telle que S,, = 2v/n + 4 o(1).

Exercice 25.17 (%% % - Séries de Bertrand -1 @D)
Soit (a, 8) € R%. On s’intéresse & la série Z
n>2

————— qu’on appelle une série de Bertrand.
n<In(n)?
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1. Montrer que la série diverge si o < 1, et converge si a > 1.

1
2. Déterminer la nature de la série Z (P pour tout 5 € R grace & une comparaison série-intégrale.
nln

(n)
1

3. Enoncer une condition nécessaire et suffisante de convergence de la série E W
nIn(n

n>2

Exercice 25.18 (k% %)
En exploitant une comparaison avec des intégrales, établir :

n—+oo 3 kln(k) n—+oo

ix/% ~  Zny In(nl) | ninm); Zn: L~ ().
k=1 k=2

Exercice 25.19 (k% %) n

1 . 1
1. Soit a €]0, 1[. Posons pour tout n € N*, S, = Z T Etudier la convergence de Z 5
k=1 n>1
2. Soit a > 1. P tout n € N*, § anltR +§1Etd'1 dZR"
. Soit « . Posons pour tout n , Sp = — e = —. Etudier la convergence de —.
b " k=1 ke ! k=n+1 ke ’ n>1 Sn

1. Supposons « € ]0,1[. On part & la recherche d’un équivalent de S,, & l'aide d’une comparaison

série/intégrale. Considérons pour cela la fonction ¢ — o continue, positive et décroissante sur
[1,+00o[. Pour tout k € N* :
fk+1) < f(t) < f(k).

D’ott en intégrant entre k et k+ 1 :

k+1
flern) < [ s < f00).
k
Soit n > 2. Sommons les inégalités précédentes pour k=1,...,n —1:
n—1 n n—1 1—
dt « 1 1
Zf(k+1)§/l t—QSZf(k), qui se récrit S, —1 < fia—mgsn——a
k=1 k=1
On en déduit :
nl—@ 1 1 <9 < nl—o 1 1
l—-a l1l—a no~"""1-a 1l-«a '
1—
Et puisque — a >0:
n —
1_ 1 +1—0¢§ 1—a5n§1_ 1 +1—oz.
nlfa n nlfa nlfa nlfoz

11—«
Par théoréme des gendarmes, lim ———S,, existe et vaut 1. Ainsi :
n

1 11—«
Sn pl—o '

La série de Riemann E

critére de comparaison des séries a termes positifs.

1
d’exposant 1 — a < 1 étant divergente, la série > 5 diverge par

nlfoz n

1
2. On suppose a présent a > 1. La série de Riemann Z — converge dans ce cas, et la suite (Sy) admet
n

R R
une limite finie § > 0. Par conséquent, S—” ~ —*. Pour déterminer la nature de la série de terme
n
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R,

général 5 on est amené a chercher un équivalent de R,,. On va procéder comme précédemment,
n

par comparaison série/intégrale.

Soient n et N des entiers tels que 1 < n < N. En reprenant les calculs précédents :

N-1 N N1
< —_— = — < )
= f(k+1) — n f(t) o — ]_nafl o — ].Nail = ké:n f(k)

En passant a la limite quand N — 400 dans ces inégalités (tout converge) :

1 = 1
T <D f(k)=Rn+—.
k=n

1
a—1ne

+oo
k=n

D’ou 'encadrement :
1_ a—1

<(a-— 1)no‘*1Rn <1
n

Par théoréme des gendarmes, lim(a — 1)n®" 1R, existe et vaut 1. Ainsi :

R, 1
S, S(a—1)ne-t’
La série de Riemann Z — converge si, et seulement si, « —1 > 1. Par critere de comparaison
o=

s . N e n . .
des séries & termes positifs, > 5 coverge si, et seulement si, a > 2.
n

Divers

Exercice 25.20 (% %% - Application des séries a ’étude des suites (Oral Centrale))

|
Soit x € R}. Pour n € N*, soit u, = n | I In (1—|— %)
xn
k=1

1. Etudier la série de terme général In (uy41) — In (u,,).

En déduire que la suite (u,) converge et préciser sa limite.
2. Etablir I'existence de a € R tel que la série de terme général In (u,41) — In (u,) — aln (1 + 2) converge.
3. Montrer qu’il existe A € R* tel que u, e An®.

—40o0

1. On a

Un+1 n+1 T
In(upt1) —In(up) =In|{ —— | =In{ ——1In (1 .
n(tp41) — In(uy,) n( o ) n( . n( +n+1>>
x

x 1 T
n+1/) ns+on+1 n+1/ notoo

Donc en utilisant ’équivalent In(t) Kod) t — 1,1l vient
—

Mais In (1 + , et donc n

n+1 x
In(tpn41) — In(uy,) e In (1 + — 1) -1

n+11 14 T n+1 T x? n 1
11 = — J— .
x n+1) notoo x n+1 2(n+1)2 °\n2

On en déduit que

Mais

T 1 T
I (unsa) =In(un) = =50y +o <n) e o
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Mais alors, par comparaison de séries dont le terme général est de signe constant (négatif au moins a
)

partir d’un certain rang), la série de terme général (In(u, 1) —1In(u,)) est divergente, nécessairement

vers —oo (c’est le théoréme des suites monotones !).

n

Or Y “(In(uns1) — In(un)) = n(upi1) — In(us).

k=1
Donc In(u,) — —oo et donc u,, = e — (.

n—-+oo n—-+o0o

1 1
2. En reprenant les calculs précédents (en remplacant les o ( > par des O ( )),

)t —a (142 = vo(L) (2o (L))
e () o)
e a0 ()

1 x
On obtient un O (2> et donc le terme général d’une série convergente si o = —5

1
Ainsi, pour o = —g, la série de terme général In(u,41) — In(u,) — aln (1 + n) converge.
3. Remarquons que :
n—1
k+1
Zln(l—i— ) Zl ( i )zln(n).

Donc, en notant S la somme de la série de la question précédente, on obtient :

Z <1n Ups1) — In(ug) — aln (1 + ;)) =1In(u,) —In(u1) — aln(n) — S.

n—-+oo
k=1

Soit encore

U
In n — S.
uin® ) n—+oo

Et donc, en composant par I’exponentielle (qui est continue), et en posant A = ue® > 0,

u
lim = =A etdonc w, ~ An*
n—+oo N n—4oo
Exercice 25.21 (k%% %) 2
1. Soit = un réel. Montrer que la série Z EDE converge. On note f(x) sa somme.
n>0

2. Soient = et y deux réels positifs. Notons z = max(x,y). Montrer que |f(z) — f(y)| < e*|lx — yl.

En déduire que f est continue sur [0, +o0].

3. Montrer que pour tout > 0, f(x) > 1et que f(z) —1 ~ .

z—0

Toodt
4. Posons pour tout x > 0, g(z) = / T Montrer que g est bien définie sur ]0,+oo[, puis que
1

(t)*
9(x) ~ n(z).

Exercice 25.22 (k%% %)

On énumere en ordre croissant les nombres premiers par une suite (py)p>1: p1=2,p2=3,p3 =05, ...

1. Soit N € N*. Vérifier que :
N

Hl—l/pn Zf

n=1
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1
2. En déduire la nature de la série Z —
DPn

Exercice 25.23 (%% %% % - Oral Polytechnique
Soit (uy,)nen+ une suite réelle décroissante telle que U, converge. On pose pour tout n € N* :

U = n(Up — Upt1)-

—+00 + oo
Montrer que Z vy, converge et que g Uy = Z Uy -
n=1 n=1

I Je vous renvoie a cette vidéo.

10


https://youtube.com/watch?v=TK2lxzKCGqM&si=AwhNwMlASIiUFGzG

