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TD30
Groupes symétriques et déterminant

Groupes symétriques

Exercice 30.1 (% - Premiers calculs)
On consideére les permutations suivantes de &15 :

(1234 5 6 7 8
7= 1 2

9 10 11 12
4 6 8 7 10 12 9 ’

5 11 3

\]
Il
N
wW =
— DN

1. Calculer co7, 700, o~ %, 771

2. Décomposer o et 7 en produit de cycles disjoints, puis en produit de transpositions.

3. Déterminer (o) et (7).

Exercice 30.2 (%% - D’autres générateurs du groupe symétrique - £3)
1. Montrer que pour tout (j, k) € [2,n]? avec j # k, (j k) = (1 j) o (1 k) o (1 j).

En déduire que les transpositions (1 2), (1 3),...,(1 n) engendrent G&,,.
2. Montrer que pour tout 2 <i<n, (1i)=(1i—1)o(i—14)o(li—1).
En déduire que les transpositions (1 2),(2 3),...,(n — 1 n) engendrent &,
3. Supposons n > 3. Notons v = (1 2 3 ...n) la permutation circulaire de &,, et 7 = (1 2).
(a) Expliciter 47, pour tout p=1,...,n— 1, puis ¥ o7 0y~ P,
(b) En déduire que v et 7 engendrent &,,.

Exercice 30.3 (%% - Classes de conjugaisons dans &,, - £)
1. Soit G un groupe. On dit que deux éléments g; et go de G sont conjugués s’il existe h € G tel que
g2 = hgih~!. Montrer que la relation de conjugaison est une relation d’équivalence sur G.
2. On souhaite caractériser les classes de conjugaisons du groupe symétrique &,,.

(a) Soient 7y et 7/ deux cycles de méme longueur. Montrer qu'il existe o € &,, tel que 7/ =g oyoo~ L.

(b) Soient T et 7/ deux permutations, 7 =7, 007, 7 =] 0 -0+, leur décomposition en produit de
cycles a supports disjoints, ot ’on suppose les cycles rangés dans ’ordre croissant de leur longueur :

Uy) <o <L)
et de méme pour 7. Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) 7 et 7/ sont conjugués ; ‘ (ii) r = s et pour tout ¢ € [[1,r], £(y;) = £(7}).
Ainsi, les classes de conjugaison dans &,, sont paramétrées par les partitions de n, c’est-a-dire les suites
de la forme (i1 < i < --- <4,.) telles que n =iy + -+ + i,

3. (a) Les permutations 7 =(124)0(25)0(16),7 =(12345)et 7" =(132)0(456) de S sont-elles
conjuguées ?

(b) Déterminer les classes de conjugaison des groupes symétriques 3, Sy, S5.

Exercice 30.4 (%% % - Théoréme de Cayley)
Soit G un groupe fini d’ordre n.

— . N
. gC-;h appartient a Gg.

1. Montrer que pour tout g € G, 'application ¢, : g
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2. En déduire qu'il existe un sous-groupe de &,, isomorphe a G.

Exercice 30.5 (%% % - Unicité du morphisme signature)
Déterminer tous les morphismes de groupes non triviaux (c¢’est-a-dire différents du morphisme constant égal &
1) de &,, dans le groupe multiplicatif C*.

Formes multilinéaires

Exercice 30.6 (%)
Soit A € A, (K). Montrer que ¢ : (X,Y) — X T AY est une forme bilinéaire sur .4, ; (K). Prouver qu’elle est
alternée si A est antisymétrique.

Exercice 30.7 (% %)
Soit E un espace vectoriel de dimension n, et soit 8 = (e1,...,e,) une base de E. Soit également f € Z(FE).
Montrer que, pour tout (z1,...,x,) € E™:

Zdet@(xl, ooz, fxg), g, o) = tr(f) detg (@, .. ).
j=1

Exercice 30.8 (k% %% - Dimension de ’espace des formes k-linéaires alternées (Oral ENS))
Soit F un K-espace vectoriel de dimension n, et soit k& € N*. Déterminer la dimension de 1'espace @ (FE) des
formes k-linéaires alternées sur F.

Déterminants théoriques

Exercice 30.9 (k% - Formules de Cramer - £7)
1. Soit A € GL,(K), de sorte que pour B € .4, 1(K), le systéme AX = B posséde une unique solution, que
lon notera X = (x;)1<i<n € An1(K). Pour i € [1,n], on note A, la matrice dont toutes les colonnes

sont celles de A, sauf la i-éme, qui est égale & B.

(1et(14i)
det(A)

Prouver que pour tout i € [1,n], z; =

r+y+z=1
2. Application. Soient a,b,c,d € K avec a, b, c deux a deux distincts. Résoudre le systeme ¢ ax + by + cz = d
a’x 4+ b%y + %z = d?

Exercice 30.10 (k%)
Soit A € #,(K), dont les colonnes sont notées Ay, ..., A,. On considere B € .#,,(K) dont les colonnes, notées
Bi,...,B,, sont définies par :

Vielln], Bi= Y. A

1<k<n
ki

1. Exprimer le déterminant de B en fonction du déterminant de A.

2. En déduire le calcul du déterminant de la matrice suivante (ol aq,...,a, € K):
0 a1 a1 tee aq
as 0 a9 tee a9
B = € Mn(K)
Gp—1 . . Qp—1
an DEEEY DY a,n 0
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Exercice 30.11 (k%)
Soit M = (a; ;)1<s,j<n une matrice de .#,(Z). Montrer que si les coefficients diagonaux de M sont impairs et
les coefficients hors diagonale sont pairs, alors M est inversible dans ., (R).

Exercice 30.12 (%% %)
Déterminer toutes les matrices A € ., (K) telles que : VB € M, (K), det(A+ B) = det(A4) + det(B).

Exercice 30.13 (k%% - Un classique : deux matrices semblables sur C le sont sur R - £3)
Soient A, B € .#,(R), semblables en tant que matrices de ., (C), c’est-a-dire telles qu’il existe P € GL,(C)
telle que B = P~YAP. On note P = P, +iP, avec P, P> € .4, (R).

En considérant I'application ¢ — det(P; + tP,), prouver que A et B sont semblables sur ./, (R).

Calculs de déterminants

Exercice 30.14 (%)
Donner, sous une forme la plus factorisée possible, la valeur des déterminants suivants, ou a,b,c,d € K :

1 0 -1 2 01 1 3 a a a a a ¢ ¢ b
-4 1 3 -4 2 01 -1 a b b b c a b c
0O 1 0 1 3 1 1 4 a b ¢ ¢ c b a c
1 0 -1 4 1 0 2 3 a b c d b ¢ ¢ a
Exercice 30.15 (k%)
Calculer par récurrence les déterminants suivants ot a,b,c € K et (n,p) € N x N* :
a 0 -+ - 0 b
(1) (,"1) 0 0 a ¢ (0)
(") ey b b
A” = pT Bn = @ Cn =
TL-H.D—l n+;i)—1 b a c
(") ( p—1 ) 0 . 0 (0) b
b 0 0 a

Exercice 30.16 (%)
1. Soit f € £(K,[X]) définie par f(P) = P — P’. Calculer det(f).

n

2. Soit g € .Z(K,[X]) définie par g(P) = Z P Calculer go f(P) pour tout P € K, [X]. En déduire det(g).
k=0

3. Retrouver la valeur de det(g) en écrivant la matrice de g dans la base canonique.

Exercice 30.17 (%)
Soient A € #,(C) et pa € L (M, (C) définie par ps(M) = AM. Calculer la trace et le déterminant de 4.

Exercice 30.18 (% %)
Pour quelles valeurs de A € C la famille ((8, 1,2 — \), (5,1 — X, 1), (2 + X\, —2,1) est-elle une base de C3 ?

Exercice 30.19 (%k%)
Soient zg, ..., 2, € K deux & deux. Montrer que % = ((X —z20)" .., (X — zn)”) est une base de K, [X].
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Exercice 30.20 (%% - Déterminants de Hurwitz)
Soient n € N\ {0,1}, (a,b) € R? tel que a # b, et (A1,...,\,) € R™.

M+X a+ X a+ X
1. Montrer que H,(X) = b Jr X et X est un polynoéme de degré au plus 1 :
: . B a+ X
b+ X b+X M+ X
AMoa ... a AMoa ... a
2. Calculer D,, = b X . En déduire A,, = C.L A2
: . a o T
b ... b A\, a ... a A

Exercice 30.21 (%% % - Déterminant et polynémes de Tchebychev)
1. Soit n € N. Montrer qu’il existe un unique polynéme T,, € R[X] tel que

Ve e R, T,(cos(z)) = cos(nz).

Préciser le degré et le coefficient dominant de T,.

2. Soit (ag,...,a,) € R**1. Calculer le déterminant :
1 cos(ag) cos(2ag) ... cos(nap)
1 cos(a1) cos(2a1) ... cos(nay)
1 cos(a,) cos(2a,) ... cos(na,)

On pourra effectuer des opérations sur les colonnes pour se ramener a un déterminant de Vandermonde.

Applications du déterminant

Exercice 30.22 (%)
1. Montrer que H = Vect((1,0,0,1),(1,1,—1,2),(1,0,3,—1)) est un hyperplan de R* et en déterminer une
équation cartésienne.

2. Donner un systéme d’équations cartésiennes du sous-espace F = Vect((1,1,1,1),(1,—1,1,—1)) de R%.

Exercice 30.23 (% %)
Soit A = (ai,j)1<i,j<n une matrice de M, (Z).

1. Justifier que det(A) € Z.

2. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que M soit inversible et que M ! soit dans M.,,(Z).

Exercice 30.24 (k% - Rang et déterminant de la comatrice)
n sirg(A)=n
1. Soit A € A, (K). Prouver que rg(Com(A)) =<1 sirg(4d)=n—1.
0 sirg(A)<n-2

2. Déterminer une expression de det(Com(A)) en fonction de det(A).

Exercice 30.25 (k% %)
Soient A, B € #,,(C) qui commutent. On souhaite prouver que Com(A) et Com(B) commutent.

1. Prouver le résultat si A et B sont inversibles.
2. Prouver que f : t — det(A+tI,) est une fonction polynomiale. En déduire que pour p € N* suffisamment

1 1
grand, A + —1I,, et B+ —1I,, sont inversibles. Conclure.
p p




