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Espaces préhilbertiens

Produit scalaire et norme euclidienne

Exercice 32.1 (%)
Soit n € N*. Montrer qu’on définit bien un produit scalaire sur R, [X] en posant

P.Q)= [ PuQEI- )t

-1

Exercice 32.2 (%%) n "
Soient n € N* et 1,...,7, € RY tels que E x; = 1. Montrer que E — > n?. Etudier le cas d’égalité.
=1 1=1

Exercice 32.3 (%)
On consideére 'espace E = %([0,1],R) et on pose :

Vig e B, (f.g) = F()g(1) + / F(t) (8) dt.

1. Montrer que (-,-) définit un produit scalaire sur E.

1 2 1
2. Etablir que pour tout f € E : (f(l) +/ M0 dt) <2 (f(l)2 —|—/ f(t)? dt) :
0 0

Exercice 32.4 (%% - Produit scalaire canonique de .#,(R) - £3)
On consideére l'espace E = .#,,(R) muni du produit scalaire usuel défini par (4, B) = tr(A' B).

1 .01
1. Déterminer la norme du vecteur J = | : :
1 .01
n 2 n n
2. Etablir que pour tout A € E : <Z ai,i> <n Z Z a?’j.
i=1 i=1j=1

3. Montrer que les sous-espaces .7, (R) et o, (R) sont supplémentaires orthogonaux.

4. Montrer que la famille (E; ;)1<;, j<n des matrices élémentaires de taille n est une base orthonormée de E.

Exercice 32.5 (% %)
Soit A € .4, (R). Prouver que rg (AT A) =rg (AAT) = rg(A).

Exercice 32.6 (k% - Théoréme de représentation de Riesz)
Soit (E, (-,-)) un espace vectoriel euclidien.

1. Montrer que 'application v — ¢, = (v, -) définit un isomorphisme de E dans E* = Z(E,R).
2. En déduire que pour toute forme linéaire ¢ sur FE, il existe un unique vecteur v € E tel que :

Ve e E, ¢(x)=(v,z).

3. Soit n € N. Montrer qu'il existe un unique A € R,[X] tel que pour tout P € R,[X], P(0) =

/ 1 P(tA(t) dt.
0
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Exercice 32.7 (k% %)

Soient E et F deux espaces préhilbertiens, de produits scalaires respectifs (-,-)g et (-,-)r, dont les normes
associées sont notées || - |z et || - || 7. Soit f: E — F une application telle que f (0g) = 0F et

V(z,y) € %, |If(z) = fW)llF = llz - ylle
1. Prouver que :  Y(z,y) € E%, (z,y)r = (f(2), f(y))F.

2. Montrer alors que f est linéaire.

Bases orthonormées

Exercice 32.8 (%)

On se place dans R* muni du produit scalaire canonique. Soit F = {(z,y,2,t) € R* | y = —2}. On note

L s e = L(1,0,0,1) et e = 2(—1,1,-1,1)
61_2 y Ly ) 762_\/§ s Uy Uy 663_2 PE) y L)

1. Montrer que (e1, ea, e3) est une base orthonormée de F'.

2. Justifier que u = (2,3, —3,7) € F et déterminer (a, 3,7) € R3 tel que u = ae; + Bes + ves.

Exercice 32.9 (%% - Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt)

Dans chacun des cas suivants, donner une base orthonormée du sous espace vectoriel F' de E, muni du produit
scalaire (-, ).

1. E=R3 F = Vect((1,0,-2),(1,1,1)), produit scalaire canonique ;

1
9. E=F =Ry[X], (P,Q) = /_1 PHQ(t)dt ;

3.E:,//12(R),F:Vect(<é _01>,<(1) g)G _12)>,<M,N>:tr(MTN);

4. E=R* F = Vect((1,0,1,0),(1,1,0,1),(2,0,1,1)), produit scalaire canonique ;

5. E=R[X], F = Vect(X? + 1, X3 + 1), (P,Q) /1P(t)Q(t)dt.
0

3

Solutions.
170(6,573)) 2 (%»\@Xv\/%(ﬁ—%)) 5 (Jli(cl) O)’i(l 0)’L<0 1))

1
L <ﬁ(170,—2), V2 -1)>v2\0 1)°v2\1 0

4. (%(1,0, 1,0), 11 (1,2,-1,2), \/%(1, -3, 71,2)) 5. (\ /13(X2 +1), §(16X3 —15X2 4 1))

8

Exercice 32.10 (k% %)

On considére une famille de vecteurs unitaires (e, .

..,ep) de E espace euclidien de dimension n, vérifiant la
relation suivante :

P
VoeE, |pl* = (e v)>.

k=1
Montrer que la famille (eq, ..

., €p) est orthonormale, puis que c’est une base orthonormale de E. En déduire
que n = p.
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Polynomes orthogonaux

Exercice 32.11 (% %)
Soit n € N et a € R. On note E = R, [X] et ¢ application définie par :

V(P,Q) € E*, ¢(P,Q) =Y P¥(a)Q™(a).
k=0

1. Montrer que ¢ est un produit scalaire sur E. On notera désormais ¢(P, Q) = (P, Q).
2. Pour tout i € [0,n], on note P; = (X — a)’.
(a) Calculer Pi(k)(a) pour tout ¢, k € [0, n].

(b) Montrer que la famille (Py, Py, ..., P,;) est une famille orthogonale de E.
(c) Calculer || P;|| pour tout i € [0,n]. En déduire une base orthonormée & de E.

3. Exprimer les coordonnées d’un polynéome P de F dans cette base #. Retrouver ainsi la formule de Taylor
pour les polynémes.

Exercice 32.12 (%% %)
On considére 1'espace E = R, [X], et on pose :

1
(P,Q) = /O P®)Q(t) dt.

dr
T dxe
1. Montrer que (-,-) définit un produit scalaire sur E.

Pour tout 0 < p <n, on pose L,(X)

(XP(X —1)P).

2. Montrer que L, est un polynéme dont on précisera son degré et son coefficient dominant.

3. Calculer par intégration par parties (L,, L) pour p # ¢. En déduire que (Lo,...,L,) est une base
orthogonale de R, [X].

4. Déterminer enfin la norme euclidienne de L,,.

Exercice 32.13 (k% %% - Polynémes orthogonaux - £3)
On considére une fonction continue strictement positive w : [a,b] — R, et on pose :

b
VP,Q € Ry[X], (P,Q)= / PO)Q()w(t) dt.

1. Montrer que (-,-) est un produit scalaire sur R,,[X].

2. Etablir Pexistence d’une base orthonormée de polynémes (P, Py, ..., P,) tels que deg(Py) = k pour
0<k<n.

En déduire que pour tout 1 < k < n, Py est orthogonale & Ry_1[X].
3. Montrer, pour 0 < k < n — 1, qu’il existe ag, b, cx (avec ¢o = 0) tels que :
XP, = apPey1 + b Py + e Pr—1.
Comparer les deux nombres ¢ et ai_1.

4. Soit k € N*. Dans cette question, on souhaite montrer que toutes les racines de Pj sont des réels
appartenant & l'intervalle Ja, b, et qu’elles sont toutes de multiplicité 1.

Notons z1,...,xp, les racines d’ordre impaires de P, appartenant & |a,b[, et on définit le polynéme
P

D= H(X — z;) (dans le cas ou P n’a aucune racine d’ordre impair dans ]a, b[, on pose D = 1).
=1

(a) Justifier que P D garde un signe constant sur [a, b].

(b) Par 'absurde, on suppose que p < k. Obtenir une contradiction en considérant le produit scalaire
(Py, (X —x1)...(X —xp)). Conclure.
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Orthogonal d’une partie

Exercice 32.14 (%)
Dans R* muni du produit scalaire canonique, déterminer une base de F+ dans les deux cas suivants :

F = Vect((1,1,0,2),(0,1,3,2)). F={(z,y,2,t) eR* |2 +y—z+t=0etz—y—t=0}

Exercice 32.15 (k% - Propriétés de I’orthogonal - £7)
Soient F' et G des sous-espaces vectoriels d’un espace préhilbertien réel E.

1. Montrer que :
FrnGt=(F+o)t ; Ft+Gtc(Fno)t

2. En déduire que si E est de dimension finie et si F et G sont des sous-espaces supplémentaires de F, alors
E=FtoGt.

Exercice 32.16 (%% - Orthogonal d’un sous-espace de dimension infinie)
On munit F = %([0,1],R) du produit scalaire défini par :

1
Vige B, (f.g)= / F(Dg(t)at.

On consideére l'espace H = {f € E | f(0) = 0}.
1. Soit f € H+. On pose g : t — tf(t). Que peut-on dire de f et g ? En déduire que f = Op.
2. En déduire H+ et (H+)*. A-tton H® H- =E ?

Projection orthogonale

Exercice 32.17 (%)
Dans R? muni du produit scalaire canonique, on considére le sous-espace F = Vect((1,1,0), (—2,0,1)).
Déterminer le projeté de a = (—=2,1,1) sur F.

Exercice 32.18 (% - Calcul de projetés orthogolnaux)
Soit E = R3[X] muni du produit scalaire (P, Q) = / P(t)Q(t) dt.
0

1. Déterminer le projeté orthogonal de P, = X2 + X + 1 sur F; = R;[X].
2. Déterminer le projeté orthogonal de Pp = X3 + X2 + X + 1 sur Fy = Vect(X?® + X, X2, 1).
3. Déterminer le projeté orthogonal de P3 = X2 — 1 sur F3 = Vect(1 + X, X2 — X).

Réponses : pp,(P1) =2X + 2, pp,(P2) = X? + X2+ X + 1, pp,(P3) = —20X? 4+ 2x 10,

Exercice 32.19 (% %)
Dans R* muni du produit scalaire usuel, on considére F' le sous-espace vectoriel défini par :

{(z,y,2,t) eR* |z +y — 2 =0}.
On détermine la matrice dans la base canonique & de la projection orthogonale p sur F' par deux méthodes.
1. Méthode 1.

(a) Déterminer une base orthonormale de F'.
(b) Déterminer .#(p).
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2. Méthode 2.

(a) Déterminer une base orthonormale de F*.
(b) On note g la projection orthogonale sur F-. Déterminer .#z(q).
(c¢) En déduire AZz(p).

Exercice 32.20 (% %)

Soit E un espace euclidien de base orthonormée (eq,...,e,), soit F' un sous-espace vectoriel de F de dimension
n

1, et soit p le projecteur orthogonal sur F'. Montrer que : Z llp(es)||* = 1.
i=1

Exercice 32.21 (k% %% - Oral Mines Ponts PSI)
Soit (E, (-, -)) un espace euclidien muni de la norme || - || associée au produit scalaire, et u € £ (E) vérifiant :

Vee B, |lu(z)| < =]

1. (a) Soit  un vecteur appartenant & Ker(u—id) NIm(u—id). Justifier qu’il existe y € E tel que : Vn € N,
nz =u"(y) —y.
(b) En déduire que E = Ker(u — id) ® Im(u — id).

14

2. Onpose: Vp e N, v, = 1 Z u®, et on note w le projecteur sur Ker(u —id) parallélement & Tm(u —id).
p
k=0

Montrer que pour tout z € E, la suite (v,(x))pen converge vers w(zx), c’est-a-dire que :

Ve € E, m |vp(z) —w(z)|]| =0.

li
p—+
3. Soit ¢ un projecteur de E, distinct de 'application nulle.

(a) Montrer que si Ker(q) et Im(q) sont orthogonaux, alors :  Va € E, ||q(z)|| < ||z|.

(b) Réciproquement, on suppose que pour tout z € E, ||g(x)| < ||z||. Soient z € Im(q) et y € Ker(q).
En considérant les vecteurs z = x + Ay pour A € R, montrer que : (x,y) = 0.

(c) En déduire que le projecteur ¢ est orthogonal si, et seulement si, pour tout = € E, |q(x)| < ||z

4. En déduire que w est un projecteur orthogonal.

Distance a un sous-espace

Exercice 32.22 (%) 2
SiP=ayg+a1X +axX?et Q=by+ b X + by X? sont deux polynéme de Ry[X], on pose (P, Q) = Z a;b;.
=0
On pose F' = {P € Ro[X] | P(1) = 0}.
1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de Ro[X] et en déterminer une base.

2. Montrer que (-, -) est un produit scalaire sur Ry[X].

3. Déterminer la distance entre le polynéme X2 et F.

Exercice 32.23 (k% - Déterminant de Gram - £9)
Soit (E, (-,-)) un espace préhilbertien. Pour tout n € N et pour tous v1,...,v, € E, on définit le déterminant
de Gram de ces vecteurs par :

(v1,v1) ... (v1,Un)
Gram(vy,...,v,) = : :

(Un,v1) oo (U, Un)
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1. Montrer que pour tout Ay,..., A\, € Ret vy,...,v,a € E:

Gram(vy, ..., 0, a) = Gram(vy, ..., Up,a + Ajvy + -+ + Apug).
2. Soient vy, ...,v, € E. Montrer que (v1,...,v,) est libre si, et seulement si, Gram(vy, ..., v,) # 0.
3. Soient F' un sous-espace de E de dimension finie, (v1,...,v,) une base de F, et a € E. Montrer que :
Gram(vy, ..., v,,a) = Gram(vy, . .., v,) x d(a, F)%.

Exercice 32.24 (k%)
Soit n un entier supérieur ou égal a 2, et E = R,,[X] muni du produit scalaire défini par :

wameE2<R@=fymmm.

On note F'={P € E | P(0) = P(n) = 0}. On considére les polyndmes :

_ Mk
-~ My(k)

M= J[ (X-i) et L
i€[0,n]\{k}

pour tout k € [0,n].

1. Montrer que (-,-) est un produit scalaire sur E.

[\)

. Montrer que (Ly)o<k<n est une base orthonormée de E.

3. Montrer que (Lj)1<k<n—1 st une base orthonormée de F'.

4. Déterminer ’expression de la projection orthogonale d’un polynéme P € E sur F'.
5

. Calculer la distance de P a F' pour tout polynéme P de E.

Exercice 32.25 (%% %)
On munit ., (R) du produit scalaire usuel. Soit F' = {M € .4, (R) | tr(M) = 0}.

1. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de ., (R) et déterminer sa dimension.

2. Soit J la matrice de ., (R) dont tous les coefficients sont égaux & 1. Déterminer la distance entre la
matrice J et le sous-espace F'.

Exercice 32.26 (%% % - Oral Mines Ponts PSI)
L’espace R, [X] est muni du produit scalaire défini par :

1
Q)= [ Poawa.
0
1. Justifier l'existence et 'unicité d’une suite py, ..., p, telle que :

X(X-1)...(X =n+1) _z": Di
X+DX+2)...(X+n+l) ZX+it+l

2. Montrer que P =pg +p1 X + -+ + p, X™ est orthogonal a R,,_1[X].
3. Calculer < P, X™ >. Montrer que < P, P >=p,, < P, X" >, puis déterminer ||P||.

4. En déduire la distance d,, de X™ a R,,_1[X].




