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Fonctions de deux variables

Continuité, dérivées partielles

Exercice 36.1 (%)
Les fonctions suivantes ont-elles une limite (finie) en (0,0) 7

fl(*ray) = ({L‘—f-y) sin (l‘giyg> ) fQ(xvy)

2 2

f3(z,y) =

:$2+y2’ 22 + 42’

. Comme |sin(t)| < 1, on obtient

[filz,y)| <z +y] <z + |yl
x|+
= w'um%mm

Par le théoreme d’encadrement,

lim - fi(z.y) = 0.

(z,y)—(0,

. Comme f5(t,0) =1 et f»(0,t) = —1 pour tout ¢ # 0,

%g%f?(t?()) =1 et %I_I)%fg((),t) = _17

f4(m,y) =

2 +y?

Si f admettait une limite en (0,0), on aurait %Lr% fa(t,0) = PL% f2(0,t), ce qui est

faux. Ainsi, fo n’admet pas de limite en (0,0).

. Pour tout = # 0,

2z 1
f3(1’7$> = @ = ;7
donc
fa(z,x) — +o0.
x—0

Par conséquent, f3 n’admet pas de limite finie en (0, 0).

. On utilise les inégalités

o[ <22+ y2 0yl < et + R
Ainsi,

22 22 4 42)3/2
ey = L VT e

x2+y2— x2_|_y2

Jr2 ey ———— 0
(z,9)—(0,0)

Comme
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le théoréme d’encadrement donne

lim - fi(z.y) = 0.

(2,y)—(0,0

Exercice 36.2 (k% %)
1. Justifier que si f : R* — R est continue, alors pour tout (a;,as) € R?, fi : t — f(t,as) et
fo it — f(aq,t) sont continues respectivement en a; et as.

Y si(a,y) # (0,0

2. En considérant la fonction f : (x,y) — { x? + 12 , montrer que la
0

réciproque est fausse.

1. Si f est continue, fixons (a;,as) € R?, et soit € > 0.
Soit alors > 0 tel que pour (z,y) € A((a1,a2),n), |f(z,y) — f(ai,a2)| < e.
Alors en particulier, pour [t —a;| <n, on a || (t,as) — (a1,as) ||= |t —a1| <, si bien
que
[f1(t) = filar)| = [ f(t az) = flar, a2)| <e.
Et donc f; est continue en aj;.

On prouve de méme que f est continue en as.

2. Pour montrer que la réciproque est fausse, utilisons la fonction donnée dans ’énoncé,
et considérons (aq,as) = (0,0). Alors fi et fo sont constantes égales a 0. Donc en
particulier, elles sont continues en 0.

Pourtant, f n’est pas continue sur (0,0). En effet, pour  # 0, on a

1

flaa) = 5 — 2 #0=f(0,0).

Exercice 36.3 (%%)
Justifier que les fonctions suivantes sont de classe 6! sur un ouvert que l'on précisera, et
déterminer leurs dérivées partielles.

flz,y) = (@ + ) cos(zy),  glz,y) =22 — 92", h(z,y) = In(2zy)sin(z* + ).

e Pour f:

(r,y) — 2* + y? et (z,y) — zy sont €' sur R? car ce sont des polynémes et
x — cos(z) est €' sur R. Par opération sur des fonctions €, f est €' sur Pouvert

R2.
Elle admet en particulier des dérivées partielles sur R? et on a :
of 2, 2\
5 & Y) = 2z cos(ay) — (27 +y7)ysin(ay)
et

gzj/c(w, y) = 2y cos(wy) — (2" +y*)wsin(zy).
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e Pour g :

O ={(z,y) e R?| 2> —y*> > 0}.
Elle admet en particulier des dérivées partielles sur & et on a :

x

Y

e Pour h:

¢ sur Vouvert 0 = {(z,y) € R? | 2zy > 0}.

Elle admet en particulier des dérivées partielles sur & et on a :

g(x, y) = isin(m2 + ) + 22 In(2zy) cos(z® + )

et
oh 1
a—y(x, y) = ; sin(z? + y) + In(22y) cos(z? + y).

@ — L [r2 .2 @ _ e
8I<x’y)_< xg_y2+ T y>€ et ay(x7y>_ .'L’Q—

o

(z,y) — 2% — y* est €' sur R? car c’est un polyndme, z — /z est €' sur R% et
T — e est €' sur R. Par opération sur des fonctions €, f est €' sur ouvert

(z,y) — 22y et (z,y) — 2? +y sont €' sur R? car ce sont des polynémes, x — In(z)
est €' sur R et z — sin(x) est €' sur R. Par opération sur des fonctions €, h est

Exercice 36.4 (k% %)
Soit f:R* — R de classe € telle que : V(z,y) € R?, Vt e R%, f(tw,ty) = tf(z,vy).

1. Pour tout u € R?, calculer la dérivée de f en (0,0) selon le vecteur u.

2. En déduire que f est linéaire.

1. Notons que pour ¢t > 0, on a

0,0) = lim f(t,t) =0.

Comme f est continue en (0,0), on a donc f )}
t—0

(
Calculons les dérivées partielles de f en (0,0) :
0)

97 0, 0) = timg 80 =100 _, ( = lim xf( O _ i £1,0) =

or z—0 T z—0 z—>0 z—0

0
De méme, 6‘5(0,0) = f(0,1).

<Vf(07 0)7 u> = ulf(L 0) + u2f<07 1)
2. Soit (x,y) € R% Pour tout ¢t > 0,

f((0,0) +t(x,y)) — f(0,0) . f(tx,ty)

t—0+ t t—0+ t t—0+

lim = lim ———=* = lim f(z,y) = f(z

f(1,0).

Ainsi, pour u = (uy,us) € R? la dérivée de f en (0,0) dans la direction de u est

JY)-
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Or ceci est exactement la définition de la dérivée en 0 de t — f((0,0) + t(x,y)),
c’est-a-dire la dérivée directionnelle de f en (0,0) selon le vecteur (x,y). D’apres la
question précédente, c’est donc zf(1,0) + yf(0,1). Ainsi,

flz,y) =xf(1,0) +yf(0,1)

et f est donc bien linéaire.

Exercice 36.5 (k% %) zy
On pose : V(z,y) € R*\ {(0,0)}, f (z,y) = ——— et f(0,0) = 0.

1. Démontrer que f est continue sur R2.

2. Démontrer que f admet des dérivées partielles en tout point de R2.

3. [ est-elle de classe € sur R?? Justifier.

1. Sur Pouvert R?\ {(0,0)}, la fonction f est obtenue par opérations usuelles sur des
fonctions continues avec un dénominateur strictement positif. Elle est donc continue.

Il reste a étudier la continuité en (0,0).
Pour tout (x,y) # (0,0),

=]yl

)l =

Comme
mgm et |y|§\/ma

on obtient

Fy)] < o+
Ainsi,

z,y) = [(0,0)] = |f(z,y)] < /22 + 92
|f(z,y) — f(0,0)] = | f(z,y)] ﬁ(z,ywwm

Donc

lim )f(x,y) = £(0,0),

(z,y)—(0,0
et f est continue en (0, 0).

Par conséquent, f est continue sur R?.
2. Sur R\ {(0,0)}, la fonction est de classe €, donc admet des dérivées partielles.
Etudions le point (0,0).

Dérivée partielle par rapport a x :

of . f(t,0) = f(0,0)

f(t70) =0,
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donc of
%(0,0) = %i_r)ré() =0.
De méme,
8y t—0 t

Ainsi, f admet des dérivées partielles en tout point de R2.

3. Pour (z,y) # (0,0), on calcule :

gi(x, y) = y(a® +y?) 7?2 = 2Py (a? + ) 2

Apres simplification,

al(x )_yig
ox Y T a2y

Pour que f soit de classe €, cette dérivée partielle devrait étre continue en (0, 0).

Considérons la droite y = x avec x > 0.

Alors
g( )= O |
oz ) = (202)372 ~ 237243 ~ 2. /2
Ainsi,
li 07]‘“( ) = 1
eoor 0z T 9
Or
af B
8—30(0,0) 0

0
La dérivée partielle 2 n’est donc pas continue en (0,0).

oz

Par conséquent, f n’est pas de classe € sur R?.

On a ainsi démontré que f est continue sur R?, admet des dérivées partielles partout,
mais n’est pas de classe €.

Exercice 36.6 (%% %) y'

Soit @ € R. On considere application définie sur R? par f(z,y) = ¢ 22 + y2 — zy
o si (2,y) =

RN

si (@,y)

1
1. Prouver que : V(z,y) € R?, 22 +¢y* —xy > 5(1’2 + y2).
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2. (a) Justifier que le domaine de définition de f est bien R2.

(b) Déterminer o pour que f soit continue sur R2.

3. Dans cette question, on suppose que a = 0.

of

0
(a) Justifier I'existence de 8f et 5, S R2\ {(0, O)} et les calculer.

x Y

of af

(b) Justifier I'existence de —=(0,0) et —=—(0,0) et donner leur valeur.

ox dy

(c) f est-elle de classe € sur R? ?

1. Pour tout (z,y) € R?

2.

1 1 1
2+’ —ay — 5(?62 +y°) = 5(1’2 +y° —2xy) = 5= y)?.

Comme (z — y)? > 0, on obtient

(a)

1
o* oyt —ay > 5(:152 + 7).
D’apres la question précédente,

1
Ay —wy > S+ ).
Ainsi,

Py —ry=0=21*+1y =0=2=y=0.
Le dénominateur ne s’annule donc qu’en (0,0), point ou la fonction est définie
par la valeur a.
Ainsi, le domaine de définition de f est bien R2.
Sur R%\ {(0,0)}, la fonction est rationnelle & dénominateur non nul, donc
continue.
Etudions la limite en (0, 0).

Grace a la question 1,

4 4
1yl < 2yl

Or

y? < 2?47
donc

|f(z, )| <297

Par conséquent,
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lim )f(x,y) = 0.

(z,y)—(0,0
La fonction est donc continue en (0,0) si et seulement si a = 0.

3. On suppose désormais o = 0.

(a) Sur R%\ {(0,0)}, les théorémes généraux assurent l'existence des dérivées par-
tielles.

Par la formule de dérivation d’un quotient,

ox Y (22 + y? — zy)?’
et
of y3(42? + 2y — 3y)

c’Ty(z’ v) = (22 + y2 — 1y)?

(b) Calculons les dérivées partielles a 'origine.

Comme
f(h,0) =0,
on obtient
ar 00 = lim n =0
De méme,
h4
f(()?h) = ﬁ = h27

d’ou

af h?

g, (0 0) = Jim 5 =0

(c) Vérifions la continuité des dérivées partielles en (0, 0).
Pour (z,y) # (0,0),

or "’ (22 +y? —zy)?

D’apres la question 1,

(2* +y* —xy)® > = (2* + y*)%

o |

Ainsi,

4 _
’(‘i‘f(x’y)‘ S4|y| 122 — y|

37% (x2 —|—y2)2 :
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Comme
' < (@ +97)% 20—yl < 322+ 42
on obtient
a—f(x Y| <12y/22+y2 ——— 0
ox 7 = (@y)—(00)
Donc
of of
— = —(0,0).
L 5 &Y = 5-(0,0)
De méme,
0 31422 4+ 242 — 3
—f(x,y) §4Iyl |42® 4 2y* — 3y
dy (22 + y?)?
Or

[42” + 2" — 3zy| < 6(2® +3/°),

ce qui donne

of lyl®
‘ay(ﬂf,y)| <A oy < 244/a? + 2

Ainsi,

of

lim —
(z,1)—(0,0) Oy

(2.y) = gjjm,o»

Les deux dérivées partielles sont continues en (0, 0).

Par conséquent, f est de classe € sur R2.

Exercice 36.7 (k% %) z? —y?

On considere Papplication définie sur R? par f(x,y) = Y2 + 12 s (z,y) # (0,0)

0 si (,y) = (0,0)
1. Montrer que f est continue sur R2.

2. Montrer que f est de classe ¢! sur R2.

1. Sur R?\{(0,0)}, la fonction est quotient de fonctions polynomiales avec dénominateur
non nul, donc elle est continue.

Il reste a étudier la continuité en (0,0).
Pour (z,y) # (0,0)

zy(z® —y°)
x2 492

< eyl +¢7)

TR |2yl

[f(z, )] =
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Ainsi,

[f(z,y)] <

Comme f(0,0) = 0, on obtient

L f(ry) = (0.0)

Donc f est continue sur R2.

2. Sur R?\ {(0,0)}, f est de classe €.
Calculons les dérivées partielles pour (z,y) # (0,0) :

y(zt + 42?y® — y*)
($2 + y2)2

)

87<x7y) =

P 4422 — ot
i(may) = i (xzijz)Q / )

Calculons ensuite les dérivées partielles en 1'origine :

0. 00 = T -0
of _f(0,h) — £(0,0)
oy OO =T =0

Il reste a vérifier la continuité de ces dérivées en (0, 0).

Pour (z,y) # (0,0),

=L <
'aZL‘(I’y)‘ = |y| (1‘2 +y2)2
Or

ot 4 dz?y? 4yt < 2022 + 2)2,
d’out

of

— <

’5$(9ﬁyy)| 2|yl 00y 0.
Ainsi o7 o7

— 0,0

w0 o 5y (@) = 5-(0,0).

De méme,
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of
—(x,y)| < 2|z ———— 0,
’8y< y)‘ ir—s

donc

of

. of
lim =% =
(z,y)—(0,0) Ay

(z.9) = 3,(0.0).

Les dérivées partielles sont donc continues en 'origine.

Par conséquent, f est de classe € sur R2.

Exercice 36.8 (%)

2

Y .

On considére Papplication définie sur R? par f(z,y) ={ 5 °>7 70
Y

siz =10
Montrer que f admet des dérivées partielles en (0,0) mais n’est pas continue en (0, 0).

La fonction f possede bien des dérivées partielles en (0,0) car :
o Pour tout = # 0,
€T z—0
donc %(0, 0) existe et vaut 0.
o Pour tout y # 0,
Y y—0
0
donc —f((), 0) existe et vaut 1.
Ay
Pourtant, elle n’est pas continue en (0,0), puisque
f(2? x) = 1 — +o00
’ xr z=—0

Exercice 36.9 (%)
Soit f : R? — R une fonction de classe €.

1. On définit g : R — R par g(t) = f(2 + 2t,t?).
Démontrer que g est de classe ¢! et calculer ¢'(t) en fonction des dérivées partielles de f.
2. On définit h : R? — R par h(u,v) = f(uv,u? + v?).

Démontrer que h est de classe € et exprimer les dérivées partielles de h en fonction des
dérivées partielles de f.

10
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1. Les fonctions x : t — 2 + 2t et y : t — 2 étant polynomiales, elles sont de classe €™
sur R. Comme f est aussi de classe €, g est également de classe €.

Par la formule de dérivation d’une composée,

g'(t) = () (() (t))+y’(t)%($(t),y(t))-

—f(z + 2t, %) + 2t gjyc(z + 2t,1%).

2. Les fonctions z(u,v) = uv et y(u,v) = u® 4+ v? étant polynomiales, elles de classe ¢!
sur R2. Comme f est de classe €, h est de classe €.

Pour calculer les dérivées partielles, on applique la regle de la chaine :

o Dérivée partielle par rapport a wu :

Comme 9 5
€ Y
—_— pr— —_— = 2
on obtient
oh _of 2, .2 of 2, 2
au(u,v) =0 aJE(uv,u +v°) 4+ 2u ay(uv,u +v7).

o Dérivée partielle par rapport a v : Comme

ox B oy
%(u, v) = u, 5 ——(u,v) = 2v,
on obtient
oh af 2, .2 of 2, 2
o —u 2 o0 2L .
aU(u,v) uam(uv,u + %) + vay(uv,u +v)

Exercice 36.10 (% %)
Soit ¢ : R — R une fonction continue.

11

T4y
1. Démontrer que la fonction u définie sur R? par u(z,y) = / ©(t) dt est de classe € et
T—y
calculer ses dérivées partielles.

zy
2. Méme question avec la fonction v définie sur R? par v(x,y) = / . o(t) dt.

1. Soit ¢ une primitive de la fonction continue ¢ sur R. Alors ¢ est de classe € sur R
et
T4y
uley) = [ () dt = o(x +y) ~ o( —y).
Les applications (x,y) — z+y et (z,y) — x—y étant de classe € (car polynomiales),
la fonction u est elle-méme de classe €*. En appliquant la régle de la chaine, on



Lycée Carnot

obtient pour tout (x,y) € R? :

gZ(I,y) =z +y) -z —y) =z +y) -z -y)
et 9
83(56,1/) =z +y)+ 9z —y) =plz+y) +e—y)

2. En notant toujours ¢ une primitive de classe €' de la fonction continue ¢ sur R, on
a

o(ey) = [ et dt = oley) - o(a?)

Les applications (x,y) — zy et (z,y) — x? étant de classe €' (car polynomiales),
la fonction v est elle-méme de classe €. En appliquant la régle de la chalne, on
obtient pour tout (z,y) € R? :

00 (w,0) = ! (a) — 200/ (2?) = yiplay) — 2rp(a?),

et
gZ(ﬂf, y) = ¢/ (zy) + 04/ (2%) = zp(xy).

Exercice 36.11 (k% %)

On cherche a résoudre 1’équation aux dérivées partielles suivante :

of of
27 —_— =
or 0Oy 0

ol f est une fonction inconnue de classe ¢! sur R2.

1. Soit a,b,c,d € R tels que ad — be # 0. On pose ¢(x,y) = (ax + by, cx + dy) qui est une
bijection de R? dans R? et pour (u,v) € R?,

F(u,v) = fo¢ *(u,v)
de sorte que, pour tout (z,y) € R?,
f(z,y) = Fo¢(x,y) = Flax + by, cx + dy).
Former une équation aux dérivées partielles vérifiée par F.

2. En choisissant astucieusement les réels a, b, ¢, d, déterminer F' puis f.

OF  OF

1. On va noter Em et 0 les dérivées partielles respectives de F'. D’apres la regle de
U v
la chaine, on a, pour tout (z,y) € R?,
of

F F
(x,y) = ag (ax + by, cx + dy) + ca ax + by, cx + dy)
u

P 0t

et
of L OF OF
a—y(m,y) = b@u (ax + by, cx + dy) + dav (ax + by, cx + dy).

12
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L’équation aux dérivées partielles devient

OF OF

2. Sionposea=1,b=0,c=1et d=2, onaad—bec+# 0 et 'équation aux dérivées

partielles devient
or

ou
On en déduit donc qu’il existe une fonction H : R — R de classe € telle que, pour
tout (u,v) € R?

0.

F(u,v) = H(v).
Revenant & f, on trouve f(z,y) = H(z + 2y) pour tout (z,y) € R%

Réciproquement, on vérifie facilement que toutes les fonctions qui s’écrivent ainsi
sont solution.

Exercice 36.12 (%% %)
On cherche toutes les fonctions f : R? — R vérifiant :

of of

Résoudre cette équation en utilisant le changement de variables u =+ +y et v =2 — y.

13

Posons ¢(z,y) = (r+y,r —y) qui est une bijection de R? sur R%. On pose aussi F'(u,v) =
fo¢ (u,v), de sorte que f(x,y) = Fod(x,y) = F(r+y,z —y). On a alors par la regle
de la chaine, pour tout (z,y) € R?,

af oF OF
%(ﬂ%y) = %(x—i-y,:lf—y)—l—%(x—i—y,x—y)
af oF oOF
@(xay> = a—u(ery,x—y) - %@Jr%x—y)-
De plus, dans les nouvelles coordonnées, on vérifie facilement que
u—+ v
u=x+y r= 5"
{ v=r—Y < u z v
y =
2

Ainsi, si f est solution de I’équation aux dérivées partielles initiales, F' vérifie, pour tout
(u,v) € R?,

= 12u — 4v.

28j _W(u—l—v u—v) W(u—l—v u—v) U+ v U —0

- . —38 16
o0 =g ay \ 2 72 >

On résout cette équation en intégrant par rapport a v : il existe une fonction H : R — R
de classe ! telle que, pour tout (u,v) € R?,

F(u,v) = 6uv — v* + H(u).
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Revenant a f, on a prouvé que si f est solution de I’équation différentielle initiale, alors f
s’écrit

fla,y) =6(z+y)(e—y) — (& —y)* + Hx +y)
=50+ 2zy — Ty* + H(x + 7).

Réciproquement, on vérifie facilement que toute fonction s’écrivant ainsi est solution de
I’équation aux dérivées partielles initiale.

Exercice 36.13 (k% % %)

Déterminer les fonctions f : R? — R de classe €* vérifiant

o5 of _

or Oy /

On utilisera le changement de variables u = x et v =11 — y.

Posons g(u,v) = f(u,u — v). Par la régle de la chaine, g est de classe € sur R? et pour
tout (u,v) € R?
%
ou

99

(u,v) = ==(u,u —v) + ==(u,u —v) et aU(u,v) = 8—(u,u — ).

ox
Avec la premiere égalité, on a donc que f est solution de ’équation indiquée si et seulement
si pour tout (u,v) € R?

gfb(u,v) = f(u,u —v) = g(u,v).

Ceci est le cas si et seulement si pour tout v fixé, u — g(u,v) est solution de I’équation
différentielle ¢y’ — y = 0.
C’est le cas si et seulement si il existe C'(v) tel. que pour tout u € R, g(u,v) = C(v)e™.
Notons qu’on a alors C'(v) = ¢(0,v).

0
Donc C est dérivable puisque v — ¢(0,v) l'est (de dérivée a—g(O, v)). Et par continuité de

u

0

a—g, (" est continue, si bien que C est €.
u
Ainsi, il existe C' € €(R,R) telle que pour tout (u,v) € R? g(u,v) = C(v)e. Donc pour

tout (z,y) € R?, f(z,y) = g(z,z —y) = C(x — y)e".
Inversement, soit C' une fonction de classe ¢! sur R, et soit f : (z,y) — C(x —y)e®. Alors
f est de classe €' par opérations usuelles sur les fonctions 6, et

87f _ _ x / _ x g —_ _ x
5p DY) = Cla —y)e® + Tz —y)e” et o (z,y) = =C'(z —y)e”,
si bien que pour tout (z,y) € R?
of of _ s _
%(I79)+@(I,y) =C(z —y)e" = f(z,y).

14
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Extrema
Exercice 36.14 (% %)

On considére la fonction f définie, pour tout (z,y) de 'ouvert |0, +00[x]0, +00], par :

15

f(z,y) = (z+y) <1+1>.

r oy

1. Justifier que f est de classe € sur |0, +00[x]0, +o00].

2. Montrer que f possede une infinité de points critiques et les déterminer.

3.

(a) Comparer les réels (z + y)? et 4zy.

(b) En déduire que f admet sur ]0, +00[%]0, +0o[ un minimum global en tous ses points

critiques et donner sa valeur.

4. Soit g la fonction définie pour tout (x,y) €]0, +00[x]0, +o0], par :

g(w,y) = 2In(z +y) — In(x) — In(y).

Montrer que g admet un minimum global sur |0, +00[x]0, +00[ et donner sa valeur.

1. Pour tout (z,y) €]0, +00[x]0, +00],

flry) = ——=—=

Les fonctions .

(l‘,y) — = et <$7y) — -

sont de classe € sur |0, +00[x]0, +0o[ puisque les dénominateurs ne s’y annulent
jamais.

Par somme, la fonction f est de classe €°°, donc en particulier de classe ¢! sur
10, +00[x]0, +o0].

. On calcule les dérivées partielles :

- —Z =0,
y a?

1
-2,
Ty

La premiere équation donne
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Comme z > 0 et y > 0, on obtient

r=1y.

La seconde équation conduit a la méme condition.

Ainsi, 'ensemble des points critiques est
{(t,t); t > 0}.
3. (a) On a
(x+y)* —doy = 2% — 20y +3y* = (v — y)°.

Comme (z — y)? > 0, il vient

(x +y)? > day.

(b) Comme
_ (@t
f(l', ) - xy )
et puisque (z + y)* > 4xy, on obtient
T+ y)?
Ty

Or, f(t,t) = 4 pour tout ¢t > 0. Ce minimum est donc atteint en tout point
critique (¢,t) avec t > 0. Finalement :

min x,y) = 4.
(z,y)€]0,+00[? f( y)

4. On consideére

g(z,y) = 2In(z +y) — In(z) — In(y).

En utilisant les propriétés du logarithme,

(z+y)°
Ty

o) = () (),

Comme la fonction logarithme est strictement croissante,

16
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min g(z,y) = ln< min f(x,y)) =In(4) = 21n(2).

(z,y)€]0,4+00[ (z,y)€]0,+00[2

Ainsi, g admet un minimum global sur |0, +00[x]0, +-00[ qui vaut 21n(2) et qui est
atteint en tout point de la forme (¢,t) avec t > 0.

Exercice 36.15 (% %)
On considere la fonction f définie par : V(z,y) € R?, f(z,y) = 2 + y* — 2(x — y)*

1. Justifier que f est de classe €' sur R%
2. (a) Calculer les dérivées partielles d’ordre 1 de f.
(b) En déduire que f possede trois points critiques : (0,0), (v/2, —v/2), (—v/2,V?2).

3. Déterminer les signes de f(x,x) et f(x,—x) au voisinage de x = 0. Conclure quant a
'existence d’'un extremum en (0, 0).

4. (a) Pour tout (x,y) de R?, calculer f(x,y) — (z* —2)* — (y* — 2)* — 2(z + y)*.
(b) Que peut-on déduire des points critiques (v/2, —v/2) et (—v/2,v/2) ?

5. Une de ces trois figures représente le graphe de f. Laquelle ? Justifier la réponse.

Figure 1 Figure 2 Figure 3

1. La fonction f est un polyndme en les variables z et y donc elle est de classe €' et
méme € sur R?.

2. (a) On dérive terme a terme :

O s —a 1)

gz(x,y) =4y +x—y).

(b) Les points critiques sont les solutions du systéme

P — 2 +y=0,
V¥ +r—y=0.

En additionnant les deux équations, on obtient

soit

17
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(z+y)(z* —2y +4y°) = 0.

Comme
2 2 _ ( y)2 n 3 5 >0
'y Ty +y = \w 9 4y = U,
et ne s’annule qu’en (0,0), on en déduit
r+y=0.
Ainsi,
y=—u.

En remplagant dans la premiere équation :

3 —2x =0,
c’est-a-dire
r(z? —2) =0.
Donc
z € {0,v2, —V2}.

Comme y = —z, les points critiques sont (0,0), (v'2, —v/2), (—v/2, v/2).

3. Considérons d’abord la restriction a la droite y = x :

f(z,z) = 22
Ainsi,
f(z,z) >0 pour x #0,
et
Considérons ensuite la restriction a la droite y = —x :

f(z,—x) = 22" — 8% = 22%(2* — 4).

Au voisinage de 0, on a 22 — 4 < 0, donc

f(z,—x) <0 pour z # 0 assez petit.

Ainsi, au voisinage de (0,0) :

18
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f(z,x) >0, flz,—z) <O0.

La fonction prend donc des valeurs de signes opposés dans tout voisinage de (0, 0).

Par conséquent, (0,0) n’est ni un minimum local ni un maximum local (c’est un
point selle).

4. (a) Développons :

(2% —2)? = o' — 42® + 4,
(v =2 =y' — 4y + 4,

2(x +y)? = 22% + 4wy + 2%

La somme vaut

at + oyt — 222 — 29 + 4oy + 8.

flz,y) = ot 4yt — 2(x — y)2 =zt 4+ y* — 227 + 4oy — 2%
Par différence,
flay) — |(@® =22+ (1 —2)° + 2(z + y)*| = -8.

Donc

fla,y) = (2" =2 + (¥ = 2)* + 2(x + y)* - 8.

(b) L’écriture précédente montre que

flay)+8= (2" =2+ (¥ =2 +2(z +y)*.

Le membre de droite est une somme de termes positifs ou nuls.
On en déduit que

flz,y) > -8  V(z,y) € R%.
Or

f(V2,=V2) = f(=V2,V2) = =8,
donc (v/2, —v/2) et (—v/2,/2) sont des minima globaux de f sur R

19
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5. Le graphe de f est représenté par la figure 1.
On retrouve en effet le minimum —8 de f atteint en deux points (v/2, —v/2) et

(—V2,V2).

On retrouve également le point selle en (0, 0).

Exercice 36.16 (% %)
Soit f la fonction définie sur R? par f(x,y) = 2* + y* — 4ay.

1. Montrer que f n’admet pas de maximum.
2. On se propose de montrer que f possede un minimum.

(a) En considérant f(—z, —y), montrer qu’on peut se restreindre a y > 0.
(b) Pour y > 0 fixé, montrer que la fonction z — f(z,y) admet un minimum noté g(y).

(¢) Etudier les variations de y — g(y) et en déduire que f admet un minimum, et
préciser le ou les point( ol ce minimum est atteint.

1. Pour tout t € R, on a f(t,0) = t*. Comme tLlHl t' = 400, la fonction f n’est pas

majorée sur R?. Par conséquent, f n’admet pas de maximum.

2. (a) On remarque que

fl=z,—y) = (=2)* + (—=y)" — 4(—2)(—y) = 2" + " — 4oy = f(z,y).

Ainsi, si f posséde un minimum en (z,y), alors (—x, —y) l'est aussi. Pour tout
couple (z,y), 'un des deux nombres y et —y est positif ou nul. Il suffit donc
d’étudier les points de minimum éventuels avec y > 0.

(b) Soit y > 0 fixé. Considérons la fonction g,(x) = f(z,y) = 2* + y* — 4zy. Elle
est dérivable sur R et
gy(z) = 42° — 4y.

Comme y > 0, g, est décroissante sur | — oo, /%] et croissante sur [¥/y, +ool.
Donc g, admet un minimum en /y qui vaut :

9W) = f (y"%y) = W) + ot — 4y = gt oyt — Ayt =yt -3yt

(¢) La fonction g est dérivable sur R* et pour tout y > 0, ¢'(y) = 4(y* — y'/?). On
en déduit le tableau de variation de g :

T 0 1 +00
g'(z) 0 - 0 +
0 +00
g(:B) \
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Elle admet donc un minimum en y = 1, et ce minimum vaut g(1) = —2. On en
déduit que
V(z,y) € R x [0, 400, f(z,y) > g(y) = —2.

De plus, f(z,y) = —2 si et seulement si les inégalités ci-dessus sont des égalités.
En particulier, il faut avoir g(y) = —2 < y = 1. Et il faut alors également que
fl@, ) =g er=VI=1
Enfin, si y <0, on a

fl@y) = fl=x,—y) = =2
avec égalité si et seulement si (—z, —y) = (—1,—1).
Donc pour tout (z,y) € R?, f(z,y) > —2, avec égalité si et seulement si
(z,y) = (1,1) ou (z,y) = (=1, —1).
La fonction f posseéde donc un minimum atteint en deux points qui sont (1, 1)
et (—1,—1).

Exercice 36.17 (% %)
Déterminer les extrema locaux de f(z,y) = e*5"®),

La fonction f est de classe €' sur R? donc elle admet des dérivées partielles et on a :

gi(;ﬂ, y) = Sjn(y)ex sin(y) et Z-;;(x’ y) —_ cos(y)e“ sin(y).
On cherche les points critiques de f :
int criti sin(y) =0 _
(x,y) point critique de f < { zcos(y) = 0 < (z,y) = (0,0).

Ainsi, f admet un unique point critique en (0,0) et f(0,0) = 1.
Or, pour tout z €]0, 7,

flr,x) =@ > 1 = £(0,0) et f(—z,2)=e "M@ <1=F(0,0).

Donc f ne posseéde pas d’extremum en (0,0).
Finalement, f n’admet aucun extremum sur R2.
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