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Calcul algébrique et trigonométrique

Calcul de sommes et de produits

Exercice 4.1 (%)
Soit n un entier naturel. Calculer :

n n k
(1) Y kk+1) (9 Y s

k=0 k=0

n n 1
2 2k +1) ; 5) Y In(1+-);
EPICES ® > ( k)
3 Y oF 44k +n—3); 6 o~k ,

n

7) H 2€Xp(2k) ;

k=0

- 1
O I (1)

o2k +3
9 .
©) l£[12k—1

Exercice 4.2 (%)

1. Soit n € N*. Exprimer a l’aide de nombres factoriels les produits H (2k) et H (2k +1).

- 1
2. Mé ti 1 duit 1-—).
éme question pour le produi kl;ll ( 1 k:2>

k=1 k=0

Exercice 4.3 (%% %)

Montrer que pour tout n € N* :

E

Exercice 4.4 (% %) o
, " 1
Prouver par récurrence que pour tout n € N*, Z % >

n
k=1 2

On procede par récurrence sur n € N*,

2

1 3 1
Init. P =1, E —=—-2>—.
ni our n onaklk 2 5

Hér. Soit donc n € N* tel que Y 2., % > 5. On a alors
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. . , n
Donc par le principe de récurrence, pour tout n € N, Zizl % > 3.

Exercice 4.5 (% %)
Soit n € N*, et soient fi,..., f, des fonctions dérivables sur R.

n n / n
Montrer que H fi est dérivable, et que (H fi> = Z fl H fr
) k=1

i=1 =1 =1

k#j
Procédons par récurrence sur n en prouvant &(n) : « quelles que soient les fonctions f,..., f,
n n / n n
dérivables sur R, J] fi est dérivable avec (H fi> > ANIEAR:
i=1 i=1 i=1 =1

k=

k#i

Init. Pour n =1, c’est évident puisque f] (H,lﬁzl fk> =fix1=f].
k£l

Hér. Soit n € N* tel que Z(n) est vraie, et soient fi,..., fo41 des fonctions dérivables sur R.
Alors par hypothese de récurrence, f; x --- X f, est dérivable, si bien que par produit,
fi X oo X fog1 = (fi X -+ X fp) fat1 est dérivable. Et alors, par dérivation d’un produit,

il vient
n+1 ! n ! n
(H fi) = ( fi) Jnt1 + <H fi> fr1
i=1 i=1 i=1

n n n
=S NI fe | o+ Frn T fo
=1 k=1 k=1
ki
n n+1 n+1
=SVATL fe |l + o TT
=1 k=1 k=1
ki k#nt1
n+1 n+1
=> fi|II /
i=1 k<1
ki

Et donc Z(n + 1) est vraie.

Par le principe de récurrence, pour tout n € N*, &2(n) est vraie.

Coeflicients binomiaux et formule du binoéme

Exercice 4.6 (%) n n
Pour n € N*, on pose : A, = Z (k:) et By = Z (k:)
0<k<n 0<k<n

k pair k impair

Calculer A,, + B,, et A,, — B,,. En déduire la valeur des sommes A,, et B,,.
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Soit n € N*. Comme suggéré, calculons :

oz (2 0

0<k<n 0<k<n

k pair k impair
n L n
= = 1F1mF = (14 1)" = 2",
o
0<k<n k=0
et :
n n
A — By = -
0<k<n 0<k<n
k pair k impair
— k(T _ — (n _1\eqn—k _ (_ n _
= Y (-1 <k> Z(}J( 1)*1 (-1+1)"=0.
0<k<n k=0

Par conséquent, A, = B, et 24,, = 2B, = 2", soit 4, = B,, = 2" L.

Pour n € N*, on pose S, = Z I

Exercice 4.7 (%) " om 41
k=0 ( )

1. En effectuant le changement d’indice j = 2n 4+ 1 — k, déterminer une autre expression de .S,.

2. En déduire la valeur de 25, puis celle de S5,,.

Exercice 4.8 (%) n (k:) (n + 1)

1. Soit p entier naturel fixé. Démontrer par récurrence que : Vn > p, Z
p
k=p

2. Retrouver ce résultat en utilisant un télescopage.

n n
3. A l'aide de cette formule, retrouver les sommes classiques : Z ket Z k2.
k=1 k=1

Exercice 4.9 (%)
En utilisant la fonction polynomiale f : x — (1 + )", calculer les sommes suivantes :

cEQ) (gl g | gl

k=0 k=0

Exercice 4.10 (k%)
1. Soient n, p et ¢ trois entiers naturels vérifiant n < p + gq. En développant de deux manieres

différentes (1 + )P+, établir :
n <p> ( : ) - (p . q>.
kzzo k)\n—k n

On admettra pour cela que si deux fonctions polynomiales sont égales sur R, alors leurs coeffi-
ctents sont égaux.
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2. Soit n € N. Calculer : Z <Z> et Z(—l)k (Z) :

Exercice 4.11 (%% %)
Soit n € N*.

1. Montrer qu'il existe (ay,b,) € (N*)2 tel que (2 +/3)" = a,, + b,V/3, puis que 3b2 = a2 — 1.

2. Montrer que L(Q + \/g)”J est un entier impair.

Soit n € N*,
1. La formule du bindme de Newton permet d’écrire :

n L3] L*5=
A T AT T

k=0

— X
— o

n
2

| 252 ]
kon—2k kon—2k—1
2 2 .
k§:0 (%)3 +v3 §j <2k+1>3

n n 1
Ainsi, en posant a, = Z,Eij (5)3F2" 72k et b, = Zk 2] 3kon—2k—1
entiers tels que (2 4+ v/3)" = a,, + bpV/3.

En remplacant /3 par —/3, on a aussi (2 — v/3)"” = a,, — b,\/3. Mais alors,

(2k+1) , @y, et by sont des

a2 =362 = (an+baV3) (an — b2V3) = (24 VB)" (2= VB)" = (4 - 3)" =

2. On note que (2 +3)" + (2 — V/3)" = (an —|—bn\/§) + (an — bn\/§> = 2a,. Mais 0 <
(2—3)" < 1, d'ou :

2+V3)"<(2+V3)"+(2-V3)"=2a, < (2+V3)"

ou encore

2a, — 1 < (24 V3)" < 2a,.

On en déduit que {(2 + \/3)”J = 2a, — 1, et donc que {(2 + \/g)”J est un entier impair.

Exercice 4.12 (k&%) =»

Pour n > 1, on pose u,, = Z v Déterminer lim  w,.
=0 (k) n—-+00

Notons que le premier et le dernier terme de la somme sont égaux a 1, et donc que :

D’autre part, pour k=1et k=n—1,0n a (k
Pour les autres coeflicients, essayons de nous faire une petite intuition de ce qu’il se passe. Les
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coeflicients que nous considérons sont sur une méme ligne du triangle de Pascal. Or, vous avez
probablement déja constaté que sur une ligne du triangle de Pascal, les coeflicients croissent
jusqu’au milieu de la ligne, puis décroissent. En particulier, si k& € [2,n — 2], on doit avoir
n(n—1)
(k) = (5) = =5~
Admettons provisoirement ceci. On aura alors, pour k € [2,n — 2], ﬁ < n(n2_1).
k

Et donc :

Et par conséquent, il vient

2

3
. 2(n— R
Mais 20073 _ n 7wz,
n(n—1) n—, n—4oo

Et donc par le théoréme des gendarmes, u, — 2.
n—-+0o

Reste a présent a prouver ce que nous n’avons que « constaté » sur le triangle de Pascal. Soit
donc k € [2,n —2]. Alors :

(n) nn—1)-(n—k+1) nn-1)n-2)(n-3) - (n—k+1)

k Ix2x---xk 2 Ex(k—1)x---x3

~nn—-1)n—-2n-3 n—-k+1

2 ko k—1 3
Or,onakﬁn—2,desorteqne"T_QZI.Puis%‘i’zl,...,”%mZL

Et donc on a bien, comme annoncé, (}) > "(”2_1)

Exercice 4.13 (k*x*%*) =» a) K nt 1
Pour tout n € N*, calculer Z [( ) Z ( ; ) .

k=0 k 1=0

Il s’agit d’utiliser I'identité de Pascal : pour ¢ > 1, ("jl) = (") + (;",). Il vient alors :

7 i—1
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Rappel.
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La formule clé que nous avons utilisée a ’avant derniere étape est :

n
(al—l—'--—i—an)Q:Zai—l—Q Z a;a;
k=1

1<i<j<n

Lycée Carnot

Sommes doubles

Exercice 4.14 (%)
Soit n un entier naturel non nul. Calculer successivement :

> (i+3),

0<i,5<n

1<i,j<n

> min(i, j),

1<ij<n

et

Z max(i, j)

1<ij<n

> il

Exercice 4.15 (%)

Soit n un entier naturel. On considere la somme double S, = Z

n n )
> 2

k=0 j=k

1. Calculer de deux maniéres différentes la somme double S,,.

n
En déduire que : Z k2F =t = (n—1)2" 4+ 1.
k=1

n i+1

2. Déterminer alors la valeur de la somme double T}, = Z Z K2kl

i=1 k=1
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Exercice 4.16 (%%)
Soit n un entier naturel non nul. Calculer :

(1)

(2)

(3)

i< 0<ij<n \J i=1j=0
Z ¢ (xeC);
0<4,j<n n n Ll
.. ) 7 _.
> ij; B > 7’11; ()ggn(”_l)
0<i<j<n 0<i<j<n £k

Exercice 4.17 (% %) n
Soit n € N*. Justifier que > (p+q)=2 >  (i+j)+2) k.

1<pq<n 1<i<j<n k=1

En déduire la valeur de Z (i + 7).

1<i<j<n

Il s’agit tout simplement d’une relation de Chasles, en notant qu’on peut couper en trois I’ensemble
I, = [1,n]? en notant que

L={(.q) e[Ln]*|p<afu{(pq € [L,n]?*|p> g} U{(kk),ke[1,n]}.

Ces trois ensembles sont clairement deux a deux disjoints. Et alors

Y b+a)= D, (+a+ Z(’f+k)+ > (p+a)

1<p,g<n 1<p<q<n k=1 1<g<p<n

n
La somme du milieu est 2 Z k.
k=1
Et la premiere et la derniere sont toutes deux égales a Z (i+7), si bien qu’on a bien 1’égalité
1<i<j<n
annonceée :

Y. bta=2 ) (z‘+j)+22n:k;

1<p,g<n 1<i<j<n k=1

Il est facile de constater que

n

Z ra) =2n32n:p+q :z": (np+z":q) :inmeq— n+1)+n2(n2+1) — 2t ])
> q=1 = q=1

p=1

> (i+j):% Z (p+q) — i 1)_”(”;1):(”—1)3(714—1)
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Calcul trigonométrique

Exercice 4.18 (%)
Résoudre les équations et inéquations suivantes. Autant que possible, on s’aidera d’un cercle trigonométrique.

(1) cosz > % ;

(2) [tan(z)] <1;

(3) cos?(z) >

=

; (5) V3 cos(z) — sin(z) > 1.

(4) 2sin®(z) +sin?(22) = 2 ;

Exercice 4.19 (%) -

. 1 notan (] Cca €er Cos Sin € an .
u 5 cu 3

2. Calculer cos (g), sin (g) et tan (g)

Exercice 4.20 (% %)
1. Ecrire sin(5z) sous forme d’un polynéme en sin(z).

2. En déduire que sin <75T> = 5_T§/5.

Exercice 4.21 (k%) /243

Résoudre ’équation suivante dans [0,7] :  cos(z) = —

Puisque > 0, une solution de cette équation est nécessairement dans l'intervalle [0, g]

V2+V3
2

sur lequel le cosinus est positif. On peut donc se restreindre a la résolution de cette équation sur
cet intervalle. Pour z € [0,5], on a :

'3
V2+V3

_2—1—\/§® 1+cos(2z)  2++3

SES

cos(zx) = N cos(z)? & cos(2r) =

2 4 2 4
cos(z)>0
o w="or=—
2z€[0,7]

L’ensemble des solutions de cette équation sur [0, 7] est donc {17;}

Exercice 4.22 (%)
Soit z € R. Exprimer cos(3z) en fonction de cos(z), puis sin(4z) en fonction de cos(x) et sin(x).
Retrouver alors les valeurs de cos g et cos 3.

On a
cos(3x) = cos(z + 2z) = cos(x) cos(2z) — sin(z) sin(2z)

= cos(x) (2 cos?(z) — 1) — 2sin?(x) cos(x)
= 2cos’(z) — cos(z) — 2 (1 - COSQ({L‘)) cos(x)

= 4 cos®(x) — 3cos(x).
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m
Notons qu’en particulier, pour x = 3 on obtient —1 = cos(7w) = 4cos® T — 3cos T 3

Et donc cos § est racine du polynome P(X) = 4X? —3X + 1.

Or, -1 est racine évidente de P, qui se factorise donc en P(X) = (X + 1) (4X? —4X + 1), dont
les racines sont —1,% et _71

Puisque cos § # —1 et cos 5 > 0, on en déduit que cos § = %

1\2 _ V3

Puisque sin § > 0, on en déduit sin 5 =4/1 — (5) = .
; _T_ T ; T _ V3 1
Puis en notant que § = § — %, on obtient cos § = *5° et sin § = 5.

De méme, on a
sin(4x) = sin(2 x 2x) = 2sin(2z) cos(2x)

= 4sin(x) cos(z) (2 cos?(z) — 1)

= 8cos®(z) sin(x) — 4sin(x) cos(z)

Exercice 4.23 (% %)
Résoudre les équations suivantes :

(1) tan(2z) = 3tan(x) ; (2) cos(2x) — cos(3z) =0 ; (3) 1 + cos(z) + cos(2x) +
cos(3z) = 0.

Exercice 4.24 (% %)
Résoudre I'inéquation /1 + 2 cos(z) < sinx.

Exercice 4.25 (% %)
Résoudre I'inéquation cos?(z) — cos(x) sin(x) > 1.
On pourra commencer, lorsque c’est possible, par se ramener a une inéquation en tanx.

Notons que par 27-périodicité de sin et cos, il suffit de chercher les solutions dans [—7, 7]. Mieux
: cos? et x — cos(z)sin(z) sont m-périodiques, et il suffit donc de chercher les solutions dans
[0, 7).

On suppose donc dans la suite que = € [0, 7].

™ . ™ T .
Constatons que 5 n’est pas solution, et que pour x # 5 (c’est-a-dire lorsque tan x existe), on a

2, 1
COS™ T = Tt et
cos(z) sin(z) = cos®(x) tan(x) = _tan(@)
N 1+ tan?(2)
Et donc il s’agit de résoudre I'inéquation :
1 — tan(x) -1
1+ tan?(z) ~
Posons alors X = tanz. On a
1-X 1-X -X?-X
>le—-1>206—— >0 XX +1)<0.
1+ X2~ 1+ X? - 1+ X2 — (X+1) <
Ce qui est le cas si, et seulement si, X € [—1,0]. Soit encore si, et seulement si, z € [—g, 0].

Ainsi, 'ensemble des solutions de 'inéquation de départ est U {—ﬂ + km, ]{Iﬂ'].
keZ
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Exercice 4.26 (% %)

Montrer que pour n > 2, on a 2 cos < > \/2 +14/24- (ou il y a n — 1 racines carrées).

Exercice 4.27 (%%)
1. Démontrer que pour tout o dans un ensemble & préciser, on a tan?(a) tan(2a) = tan(2a)—2tan a.

n
2. En déduire la valeur de S,, = Z 2F=1 tan? <;€) tan <2k:c_1> onze|-F, FletneN"
k=1

3. Donner la limite de S, lorsque n — 400.

1. Pour que tan « et tan(2q) aient un sens, il faut que a # 5[] et 2a # §[n] < a # 7 [5].

Pour un tel a, on a tan(2a) = lzzang et donc
an< o«
2tan o — 2tana (1 — tan® a 2tan® o 2tan a
tan(2a)—2tana = 2( ) = — = tan’ a————— = tan® o tan(2a)
1 —tan‘« 1 —tan® « 1 —tan‘«

2. En utilisant la formule de la question précédente (valable car o € [— 5 ﬂ pour tout k > 1),

il vient :
n n T T
k-1 _ k—1
E 2k=1 tan? 2k tan ka = E 2 <tan o1 2tan 2k>
k=1 k=1

3. Il nous faut donc déterminer la limite de 2" tan g lorsque n — +oo.

Or,
" r _ tangy — tan(0) fion 9 B
2 tanznfa: oy nﬁ\—ﬁooxtan(O)fx(l—i—tan (0))fa;.
Et donc lim S, = tan(z) — x ° Qui est valable car pour k > 1,
n—+o0o

T _x 7
<<t
4T 2% 4

Rappel ?
On a utilisé ici la dérivabilité de tan en 0. Rappelons en effet que tan est dérivable
sur R\ (§ + 7Z) en tant que quotient de fonctions qui le sont et dont le dénominateur
ne s’annule pas, et que pour tout x ¢ § 4 7Z :

cos(x)? + sin(x)?

tan’(z) = cos(z)? = coszx)Q =1+ tan(x)?.

10
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Exercice 4.28 (% %)

x
1. Montrer que pour x € R\ 27Z et n € N*, H cos <2k) =

k=1
sint
2. Déterminer lim —.
t—0t+ 1
m x  sinzx
3. En déduire que lim COS - = ——
n——+o00 2 T

sin x

2"sin2%'

11



