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Calcul algébrique et trigonométrique

Calcul de sommes et de produits

Exercice 4.1 (%)
Soit n un entier naturel. Calculer :
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Exercice 4.2 (%)

1. Soit n € N*. Exprimer a l'aide de nombres factoriels les produits H (2k) et H (2k +1).

L 1
2. Me sti 1 duit 1-—=).
éme question pour le produi kl;ll ( 4k2)

k=1 k=0

Exercice 4.3 (%% %)

Montrer que pour tout n € N* :
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Exercice 4.4 (% %) 2"

B 1 _n
Prouver par récurrence que pour tout n € N* - > =

kzlkz_Q

Exercice 4.5 (%)

Soit n € N*| et soient fi,..., fn des fonctions dérivables sur R.

F 1T fe

n n ! n

Montrer que H fi est dérivable, et que (H fi> = Z
k=1

k#j

i=1 =1 i=1

Coeflicients binomiaux et formule du binoéme
Exercice 4.6 (%)

n n
Pour n € N*, on pose : A, = et B, = .
0<k<n 0<k<n
k pair k impair

Calculer A,, + B, et A,

— B,,. En déduire la valeur des sommes A,, et B,.
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Exercice 4.7 (%) n

2 1

Pour n € N*, on pose S,, = ( n]:_ >
k=0

1. En effectuant le changement d’indice j = 2n 4+ 1 — k, déterminer une autre expression de .S,,.

2. En déduire la valeur de 25,,, puis celle de 5.

Exercice 4.8 (% %) n
. . PR . k n+1
1. Soit p entier naturel fixé. Démontrer par récurrence que : Vn > p, Z = 1)
—_\P p
k=p
2. Retrouver ce résultat en utilisant un télescopage.
R n n
3. A laide de cette formule, retrouver les sommes classiques : Z ket Z k2.
k=1 k=1

Exercice 4.9 (%)
En utilisant la fonction polynomiale f : x — (1 + )", calculer les sommes suivantes :

S T -

k=0 k=0

Exercice 4.10 (%%)
1. Soient n, p et q trois entiers naturels vérifiant n < p + ¢. En développant de deux maniéres

différentes (1 4 )P+, établir :
n <p> ( : ) - (p . q>.
kZ:O k)J\n—k n

On admettra pour cela que si deuz fonctions polynomiales sont égales sur R, alors leurs coeffi-
cients sont égaur.

2. Soit n € N. Calculer : Z (Z) et Z(—l)k (Z) .

k=0

Exercice 4.11 (%% %)
Soit n € N*.

1. Montrer qu'il existe (a,,b,) € (N*)? tel que (2 4+ v/3)" = a,, + byV/3, puis que 3b2 = a2 — 1.

2. Montrer que {(2 + \/g)”J est un entier impair.

Exercice 4.12 (k&%) =»
Pour n > 1, on pose u, = Z - Déterminer Erfoo Uy -

k=0 (k) n
Exercice 4.13 (k&% %*) = 2\ Eo 1
Pour tout n € N*, calculer . .
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Sommes doubles

Exercice 4.14 (%)
Soit n un entier naturel non nul. Calculer successivement :

S o(+4), >, min(ij), > max(i,j) et > li— gl

0<i,j<n 1<i,j<n 1<i,j<n 1<i,j<n
Exercice 4.15 (% %) n o n
Soit n un entier naturel. On considere la somme double S, = Z Z 27,
k=0 j—k

1. Calculer de deux maniéres différentes la somme double S,,.
n
En déduire que : Z k281 = (n—1)2" + 1.
k=1
n i+1

2. Déterminer alors la valeur de la somme double T}, = Z Z K2kt
i=1k=1

Exercice 4.16 (%%)
Soit n un entier naturel non nul. Calculer :

W 0<i§,j:<n(i+j)2; @ > (Z> ? (6) iiu_mw‘ ;
2) Y ™ (zeC);

0<ij<n

3 Y i G Y YD) s

0<i<j<n 0<i<j<n

Exercice 4.17 (% %) n
Soit n € N*. Justifier que > (p+¢q)=2 >  (i+j)+2) k.

1<p,q<n 1<i<j<n k=1
En déduire la valeur de Z (i + 7).

1<i<j<n

Calcul trigonométrique

Exercice 4.18 (%)
Résoudre les équations et inéquations suivantes. Autant que possible, on s’aidera d’un cercle trigonométrique.

PN,

(1) cosz > < ; (3) cos?(z) >

A S

; (5) V3cos(x) — sin(x) > 1.

(2) |tan(z)| < 1; (4) 2sin®(z) +sin?(2z) = 2 ;

)

Exercice 4.19 (%)
1. En notant que T _T_ T Calculer cos (W) sin (W) et tan (W>
' 12 3 47 12)’ 12 12)°

2. Calculer cos <7T>, sin (TF) et tan <W>
8 8 8
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Exercice 4.20 (% %)
1. Ecrire sin(5z) sous forme d’un polynéme en sin(z).

2. En déduire que sin <7T> = %.
5

Exercice 4.21 (%%)
Résoudre ’équation suivante dans [0,7] :  cos(z) =

Exercice 4.22 (%)
Soit € R. Exprimer cos(3z) en fonction de cos(z), puis sin(4z) en fonction de cos(x) et sin(x).
Retrouver alors les valeurs de cos § et cos 3.

Exercice 4.23 (% %)
Résoudre les équations suivantes :

(1) tan(2z) = 3tan(x) ; (2) cos(2z) —cos(3z) =0 ; (3) 1 + cos(z) + cos(2z) +
cos(3x) = 0.

Exercice 4.24 (% %)
Résoudre l'inéquation /1 + 2 cos(z) < sinx.

Exercice 4.25 (% %)
Résoudre I'inéquation cos?(z) — cos(z) sin(x) > 1.
On pourra commencer, lorsque c’est possible, par se ramener d une inéquation en tan x.

Exercice 4.26 (%)

Montrer que pour n > 2, on a 2cos < > \/ 24+14/24- (ou il y a n — 1 racines carrées).

Exercice 4.27 (% %)
1. Démontrer que pour tout o dans un ensemble & préciser, on a tan?(a) tan(2a) = tan(2a)—2tan a.

n
2. En déduire la valeur de S,, = Z 2F=1 tan? (;) tan (2;_1> onze|-F, FletneN"
k=1

3. Donner la limite de S, lorsque n — 4oc0.

Exercice 4.28 (% %)

x sinx
1. Montrer que pour x € R\ 27Z et n € N*¥, Hcos <2k>:2nsin2‘”.
k=1 "

t
2. Déterminer lim ﬂ.
t—0t t

n .

T sin x

3. En déduire que lim COS — = ——
a n——+o0o H 2k

X




