
Correction du Devoir maison

PCSI5

Exercice 1

Première partie :

1. Soit .q l'application cléfinie sur IR1 par .o(r) :

/ 1 1,4

\t'' + L)'

__ 4r * 2r(r2 + 7)
r) rr2ll t r)

-o "/ ,.2 1\LJ \tu L)

t -2 t 1\2
\r t t)

212

Lycée Saint Louis

",+1

12 +l - in(22 + 1).

(a) Puisque12+1 >0poultotttr€1R"1, lafonctiongestbierrd(:finiesurlR.a.E1leestde
plus continue et clérirrable sur cet intelvalle cornrne composée de fonctions qr-Li 1e sont. Pour
toutneR*,ona:

s'@)
4r(i2 + 1) - {2r)(2r2't _ 2r 4rs + 4r - 4r3 2r

Puisque x2+l )0pourtoutre R+,
1e tableau de r,ariation de .q.

(r2 + r)2

(r2 + 1)2

g/(r) i:st du signe dc son numérateur. Ou corrstruit

12 +l
-1,'3r.).\I LÀ 

.)

(r2 + t12

-2x(:r - 1)(r + 1)

(b)

(")

D'atttre par..t. lir} 12 -l_ 1 : -f-oo, cloric par composition lim 1n(r2 + 1) : +-.J-+fc ,, ++cc
Ainsi, on u,I.i,.og(r) : -oc.
On peut conrpléter Ie tableau de r,'ariation avec les l'a,leurs remarquilbles suivantes :

g(o) :o ; e(1) --1*1n(2) >0.

La fbnction g est contintle sur [1,-i-cci et strictement décroissante sur cct intervalle. trlle
réalise cionc une bijection de [t, +cc[ sur f intervalle g([1. +-L) :] - oc,1 - 1n(2)1.

Puisque 0 e] æ, 1- lrr(2)]. oll ctr rlridrrit r1u'i1 erxistr: un unique réel a dans I'interralle
11. +ocI tel que 9(a) : 0.

Les rét:ls i et 2 sont clans f interl'alle [1, +cof, et i.rn a :

s(i 14) æ 0,11 ; g(2) ry -0.009.

Puisclue g est décroissante sur [1,-rco[, on en dériuit q.ue7l4 ( rv < 2.

L'équation de 1a tangente T à f au point d'abscisse 2 est donrrée par l'équation :'). (u)

y: st(2)(r - 2) + g(2): -fit, - z) +§ - r"1s;.

q2L
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L'abscisse 16 du point d'intersection de 7 et de r'Or est solutior:. de 1'écluation ;

12 I(J:-g(r-r) -B-1u(5).

On obtient après résolution :

16 25,o: ï - ,, 1u(5) = 1,98031...

On note u1 et u2 respectivement les valerurs ilppror:hécs pzrl délaut crt pal cxcè-s ckr.rg à 10-3
près. On a donc :

yi:1,980 \ u2:1,981.

Après ca1cu1. on 11 :

g(rt):1,39'i0 a et g(u2) - -3,39'10 
4.

Ainsi g(u1) > g(o.) > g(uz). Et prlisque.q est strictement décroissante sur [1,+x;1, on
obtient

1,980<a<1,981.

(b) D'après Ie tablearr dr: r,ariation. on en déduit que 9(r) ) 0 pour z e [0, rij et 9(r) ( 0 porr
,rJ t,rY' -+ X -'

Deuxième partie :

Soit / i'applicatiorr définie sur R par /(0) : 0 et

f (:r):q+ü si r l o,

et C ia c,ourbe représentative de /.

1. / est bir:n définie sur iR, puisque pour-r 10, *2 + 1 > 0 et donc bqa! est bien déTlnie.

\'Ioritt'ons que "f est délivabie en 0. Pour cela on doit c}éterminer 1a limite quand r tend l'ers 0
du taux d'accroissernent de / en 0 :

T@)- f@ _ 1n(r2+1) /,-_/n\
r-0 - -] \tru)'

On a 1im 12 :Let 
-l-im- 

lrr({-+ 1) 
- 1 (lirriitt: i\, connaitre l). dorrt: pii"r'cornpositirirr on,btient;r-+O -X,+0 Jf

que

li,n 
l,'(r'', 1) : 1.;ïô i)

Ainsi / est dérivable en 0, et //(0) : t.
Onavuquef estdéfiniesurRquiestsvrnétriqueparrapportà0. Onadeplus f(-t') :-f(.r)
pour tout r rée1. Donc / est impaire. ei on restrr:int son domaine cl'étu«k: z\ [0, +oci.

La fonction / est continue et dérivable sur ]0, +cai et sur I - cc.0[ i:omme composée de fonctions
dérivables sur ces intervalles. On r.ient de voir clue / est dérirra.ble en 0. elle est donc en particulir:r
continue en 0.

Pour tout r > 0. on a en dérivant :

4+=x-ln(12+1)J'+ 1 * g(r).)'.r'D
.T"

T,Q:) :

2
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On dresse le tableau de variatiori de ./.

Enfin on déterrnine 1a limite en *oo cle .f. On a :

ln(r2-it)_ lu(r'2(li-#)) _ ln(r2)-hr(i+ *)_.rin(r) _ lnrl -*)
r:f,:x17)

lrrt.rr lnrl - 4l
Or orr a lirn "'' :0 (linrire à conrrairre !.; et lirn t- :0. Donc lirn ,f(r') :0 

'x ++.o :f r ++rc X r-++.{, -

1a courbe C admet rule àsylnptote horizontaie en -loc <l'équation u : 0.

2. \Iontrons que pour tout réel r ) -7. on a 1n(1 -F z) < r. Pour cela on introduit la fonctiorr
h(") :r:-1n(r-F1). Cettefbnctiorrestdéflniesur]-1,*ocl puisquer-11>0.etestrlérivable
sur cet lntervaLle cornlne cornposée de fonctions dérirrables. On obtient en dérivant lr ; pour tout
t: ) -1.

h,'(r) : 1 * :t+1 1-rr
La clérivée hr est du signe de -r pnisque r + 1 > 0. elle est donc positive sur ] * 1,0]. négative
sul i0. *cci. La fonction à admet donc un rnaxirnum global en 0, avec h,(0) : 6

De cette étude on en tire que h(r') < 0 pour tout r ) -1, et donc que 1n(r* 1) < r.

La tangente en 0 à C est donnée par :

a _ f,e).1+ /(0) : r.

Pour déterminer la position relative de C et de sa tairgente. on étuclie le signe de la cli{férence

/(:r) - r :

1n(22*7)-r'

Ol ponr r € [0,+ocl,:r2 ) 0 et on peut appliquer i'iné:galité pr'écédente:

1n(r2+t) -12<0.
Ainsi /(r) - r <0 pour tout r ) 0, et C est en dessous de sa tangente sur [0, +cc[.

Par syurétlie. on déduit de notre étude clue C est également au clessus de sa tangente sllr ]--,0] .

3. On peut rnaintenant tracer la courbe C (sans orrblir.rr 1;r synétrle pzr,r'r'irpi)ort à 0).

fr
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Exercice 2

C)n considère ltr, fonction ./(:r;) :

Lycée Strint Louis

*r2+Br*J.2
:r2*4:r*3

a) Tout d'abord, ott commence par factoriser y' en cherchzlnt les lacirrr-rs clcrs polyrrôurcs irlr rnrurér'irtrrur
t-.t au dtinorrrirriitcrn. L)rr obtierit :

l@): * ("*2)(r-6)
(r-1)(r-3)'

La forrction.f est bien définie lorsque le quotient a L1n sens. c'est à dire iorsclue r f 1,3. Ainsi
DT : R. \ 11,3]. De plus. / est dérivabie sur 1es irrtervalies ] - rc,1i, ]1,3l et 13,+ocl corrlme
quotient de fonctions dérivablcs. Orr obtient alors après sirnplification: po11r torrt r +7,3,

')rl - ri r - 1')
" (r - 1)2(r - 3)2

Or le discriminant du polyrôme au numérateur est strictement négatif. Donc /'(r) ( 0 pour tont
T * 7,3. Ainsi / est stricternent clécroissante sur les interr.alles ] - -,11, ]1" 3i et 13, +cc[.

On détermine les limites de / aux bords de son ensemble de définition. On a

-r2+8r-72 -t*9-3
12-fr-r3 t-1+4'a' .r'

D'oit lirn /(.r') - 1.
,r--+* r " '

On obtient 1es limites en 1 et en 3 grâce à l'expression làctorisée de / :

f(*) - - ("-2)("-6)
("-1)("*3)

D'oir 
"\rrrr_ 

f Q') - --, ,.1T* .f (t:): +-, ,Tl, f ("): -,cc et ,tirr /(r) - +oc.

On constn.rit sa courbe représentative (on pollrra utiliser la r-alertr.l(0) : -4).

r).t

Nà
Vt

T

o d3I

I ide-l
I

t

I

I
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b) Pour tout nombre réel r. on consiclère l'ensembl" /-1(i"]) : {r € R/,1(r) : r}.

Rernarque. /-t({"}) s'appel}e l'image réciproque de i'errsemble ir} par'1a fbnction /, I1 s'agit de
l'ensernble des antécédents par f de r.

Par exemple. si / est ]a fonction carrée définie sur R. alors :

/-1({4}) : {2, -2} ; /-1({2}) : {'Æ, -Jrl ; /-1({1}) : {1, *1}

/-'({o}) : {o} ; .f -1«-2}) : a.

On fera attention à la notation J 1 : il ne s'agit pas ici de l'application réciproque de
l. D'ai11eurs / n'est pas supposée bijective ici (que ça -soit la fonction carrée dans l'exempie. oir ia
fonction ./ cle I'exercice).

llontrons que c:et eriseurble contient en général cleu-r éléments. Pour cela on va déflnir :

o f1 la restriction de I à l'intervalle ] - -.i|,
o ,f2la restliction c1e / à l'interr.alle ]1,3f .

o /3 la restriction de / à f intervalle ]3, -cc[.
On :r rnorrtril clLte ,/1 est contirttrc ct strir:tement décroissarte sru'] - -, 1[. Pal1e t]rtiorèrne dc 1a

bijection.f1 réaliseunebijectionde]-.ra,1isurf intervallefi(] --,1i) :j É, 11. Onnotera
dans 1a suite /f 1 sa bijection réciproque.

De rnême, on montre clue :

o la fonction /2 réalise uue bijerction cit: ]1,3[ sur f intervalle /r(]1,3i) :] - co, *cc[. On notera
dan. Ia >rrite f; 1 .,-, bijectiorr r'ér'iproque. :

r la fonction f3 réalise une bijection de ]3.-+-ccl sur I'interr.'aile /3(j3,+oc,) :] + co,-ll. On
noterra dans la srrite .f3 

1 sa bijection réciproque.

Soit r e R. on a trois cas possibles :

r soit r > -1 : alors d'après ce qu on a fait. les équations fz@): r'et fz@): r. adinettent une
unique solution chacurie, respectivement o2 -,f;'(r') et a3 : f{'(r). tanclis que l'équation
/t(") : r ti'a pas de solution. On a rlonc dans ce cas :

/ '({r}; : {az, n:}.

Cet ensemble contient donc dans ce ca-c 2 éléments.

o soit 'r < -l: alors les équations li(.r) : r et fz?) : r- adnrettr:nt une unique solutiorr
chacune, respectiveuent a1 : fl'(rl et a2 : fr'(r). tandis que l'équation /3(r) : z'n'à pas
de solution. On a donc datts ce cas :

.f t, 
l,. j, : {o r. o:}.

Cet ensemble corrtient encore 2 élément''s.

o soit r : -7: alors d'après ce qu'on a fait. 1'écluation .fz(") : r' adrnet une unique solntion
notée J : {l'(r). tanclis que les équations,fi(r) : r et J3(l:7.n'ont pas de solution. On
a donc dans ce cas :

J 't{'lt: tJ}
Cet ensemble contient cetter fbis 1 seul élément.

c) On considère la forrction g définie pnr 9(:r) : rnax/-1({/(r)}).
Le domaine de définition de g est 1e même que celui <1e / (en effet il faut et iI sr-rfflt que /(r) soit
bierr défrnie dans cette expression pour qu'el1e ait un sens). Orr a clonc D.s : R\ {1,3}.
Posons ,:.T@). On a 1à aussi piusieurs cas à étudier :
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o si r < 1, alors r: f @) < -1. Dans ce cas, on a vrl que :

/-1({"}) : {trr, or} : {li'("), /t1(r)}

et ptrisque .f11(r) < J;l(ù, on obtient I g(ï): fi'(r): f;1U@)).
o si 1 < ï < p, aiors ,: T@) > -1. Dans ce cas, on a vu que :

/-1({"i) : {nz, n3} : {lt1(r), /t1(')}

et puisque f;l(r) <,fi'(r), on obtient : g@):.fr'(r): Ë|UQ».
r si r:6, alors r: f (A): -1. Dans ce cas, on a \rli qlle :

r 1«r\): 
{,Ji"

On obtient donc : g(i3) : §
o sl 5 < r, <3, iriors 7 : JQ:) < -1. Da,ns ce cas. on a vu qr-te :

/-1({"}) : {or, az} : {/i1(r), T;1(r)}

et puisque fll{r) <.f;'(r), on obtient I s@): fi'(r):.f;'(..f(.)) : .f;1ff2@)):r
o enfin si ;r ) 3, alors ,: f @) > -1. Dans ce cas, o11 a vu que :

/-1({'}) : {az,*r} : {T;'î), h1(r)}
etptrisque f;tt) <,Ë'(r),onobtient: g\r):.fr'(r) :,Is1( .f(r)):T{'ff{")):,

On peut alors construire 1'a1lure de 1a courbe représentativc de .q.

r-l=S
ûl

-p
d

tl


