PCSI5 Lycée Saint Louis

—— DMI11

Correction du devoir maison

Suite des noyaux et images itérés

I. Etude d’un exemple
Considérons le R-espace vectoriel R3, B = (ey, €2, e3) une base de R3 et u € £(R3) défini par :
uler) =0 , wu(ex) =e1+2e2+3es , wu(ez) =e;.

1. Tout d’abord, rappelons qu’une telle application linéaire u existe et est unique (cours - définition
d’une application linéaire par I'image d’une base).
o k=0. Alors v’ = Idg, et Ny = Ker(Idg) = {0g}, Iy = Im(Idg) = E.
e k= 1. On détermine N7 = Ker(u) pour commencer : soit z = aej + beg + ce3 € R, on a :

u(z) =0 < b(e1 + 2e2 + 3e3) + ce; = 0
< (b+ c)ey + 2bes + 3bes = 0p

(b+c)=0

& e20=0 par liberté de la famille (ey, ea, e3)
3b=0

Sb=c=0

Ainsi, on a Ker(u) = {ae1,a € R} = Vect(er).
On détermine a présent I'm(u). D’apres le cours, on a :

Im(u) = Vect(u(er), u(ez),u(ez)) = Vect((er + 2e2 + 3es), e1).

Enfin une base de Ny est donnée par (e1) (un vecteur non nul donc libre, et génératrice),
et une base de I est donnée par ((e; + 2ez + 3e3), e1) (deux vecteurs non colinéaires donc
famille libre, et génératrice).

e k=2 0Ona:
u2(61) =0g, uQ(eg) = u(e1+2e2+3e3) = 2(e1+2e2+3e3)+3e1 = beg+4es+6es, uQ(eg) =0g.
Déterminons maintenant No = Ker(u?). Soit x = aey + beg + ce3 € R3, on a :

u2(a:) =0 & b(5€1 + 4ey + 663) =0g
< b =0 car bey + 4es + 6eg # Op car cette famille est libre !

Ainsi, on a Ker(u) = {ae1 + ces,a,c € R} = Vect(ey, e3).
Déterminons Iy = I'm(u?) :

Im(u?) = Vect(u?(e1),u*(e2), u?(e3)) = Vect(5e1 + 4es + 6e3).

Enfin une base de N3 est donnée par (e, e3) et une base de I est donnée par (5e;+4ea+6e3).
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e £>3.0na:
uPle1) =0p, u’(e2) = u(5e1+dea+6e3) = 4(e1+2ea+3e3)+6e1 = 2(5e1+4ea+6es), u?(e3) = 0p.

On montre alors de méme que précédemment que N3 = Vect(er,e3) et I3 = Vect(5e; +
dey + 6e3).
Plus généralement, on montre par récurrence que pour tout k& > 3:

uFe)) =0m, uF(es) = 2872(5e; + ey + 6e3),  uF(e3) = 0p,
et que N = Vect(ey,es3) et I, = Vect(5ey + dey + 6Ge3).

2. On a déja que dim(N2) = 2 et dim(lz) = 1, donc dim(N2) + dim(lz) = 3. Soit & présent
x € Iy N Ny. Alors il existe (\, u, v) € R? tels que :

x = ey + pes = v(bey + 4deg + 6es3)

Alors :
(A —bv)er + (—4v)es + (u — 6v)es = 0
A=br=0
Puisque la famille (e, e9,e3) est libre, on en déduit < —4v =0 S A=pu=v =0. Ainsi
uw—>6v=20

x = Op et on a montré que Ny NIy = {0g} (inclusion Ny N Is D {0g} étant immédiate).
Finalement on a bien que :
E=Ny&®Is.

3. On a Ny = Vect(ey,e3), et u(er) = 0g, u(eg) = e1. Ainsi u(N2) C Ny et la restriction de u & Ny

est bien un endomorphisme de N. 11 est de plus nilpotent puisqu'on a u?(e;) = 0 = u?(e3).
Comme enfin u(eg) = e; # Op, son indice de nilpotence est 2.

On a vu que I, = Vect(bey + 4ea + 6e3) et que u(5eq + 4eg + 6e3) = 2(5e1 + 4eg + 6e3). Donc la
restriction de u & Is est bien une homothétie de rapport 2.

II. Monotonie

Rappel. Un sous-espace vectoriel F' d'un espace vectoriel E est stable par u € L(E) si u(F) C F.

Important. Lorsqu’un sous-espace vectoriel F' est stable par u € £(E), u induit un endomorphisme
de F'. 1l est souvent trés utile de considérer cet endomorphisme induit !

1. On va montrer le résultat général suivant (Exercice 7 de la feuille de TD20) :

Propriété. Soit f,g € L(E) des endomorphismes qui commutent, c’est a dire fog = go f.
Alors Ker(f) et Im(f) sont stables par g.

Preuve.
o g(Ker(f)) C Ker(f). Soit z € Ker(f), on a :

f(x) = 0p = g(f(2)) =0 = f(9(x)) = Op.

Ainsi on a bien g(x) € Ker(f).
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e g(Im(f)) C Im(f). Soit y € Im(f), il existe z € E tel que y = f(z). Alors on a :

9(y) = g(f (@) = f(g9(x)) € Im(f).
Le résultat s’en suit immédiatement : en effet pour tout k € N, N = Ker(u*) et I, = Im(u¥)
et uF et u commutent bien. D’ott le résultat par la propriété précédente.

2. e Nj C Niyq. Soit z € Ny, on a u¥(x) = 0. Alors en composant par u :
uF 1 (2) = u(u®(z)) = w(0g) = 0p.

Ainsi on a bien & € Nj,1.

e [111 C 1. Soit y € I 41, alors il existe x € F tel que y = uk+1(a:). Mais alors on a :
y = uF(u(z)) € Im(u).
Ainsi on a bien y € Ij.
3. Montrons par récurrence que pour tout entier naturel k, N, = Ny .
e La propriété est vraie pour k = 0 et k = 1 (par hypothese).
e Soit k£ > 1 et supposons la propriété au rang k vraie, c’est a dire N, = Npy. Puisqu’on a :
N, C Npy1 C -+ C Npgi,

on en déduit que N, = N1 =+ = Nppp.
Par la question précédente, on a déja que Nyt C Npyp41. Soit a présent x € Npjpy1. On
a:

uPT* () = 0p = wP T (u(z)) = 0p.

Ainsi on a u(z) € Ker(uPt*) = Ker(uP™~1) et donc :
wPHR L (u(x) = 0p = uP(z) = 0p.

Finalement on a bien z € Ker(uP**) et donc Npx DO Npikr1. D’olt la propriété au rang
k+1.

On conclut par principe de récurrence.

4. Montrons par récurrence que pour tout entier naturel k, I, = I, 4.

e La propriété est vraie au rang k = 0 et k = 1 (par hypothese).
e Soit £ > 1 et supposons la propriété au rang k vraie, c’est a dire I, = I,41. Puisque :

Iquk C Iq+k,1 cC---C Iq,

alorson a Iy p = Igpp—1 == I,

Montrons que Iyip+1 = Ig4r. On a déja linclusion Iyipy1 C Ig4r par une question
précédente. Montrons l'inclusion réciproque : soit z € Ijiy, il existe donc x € E tel
que z = witk(z) = w(u?™*=(x)). Or wit*~1(z) appartient & I, 1, qui est égal & I 4y
par hypothése. Donc il existe y € E tel que ud*~1(z) = u9™*(y). Ainsi on a bien :

z = u(u™ (@) = w(™(y)) = T (y) € Ippn.
D’oti finalement l'inclusion Iy yr1+1 D Iy4, et donc la propriété au rang k + 1.

On conclut par principe de récurrence.
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II1I. En dimension finie

1. La suite des dimensions (ny) est une suite d’entiers naturels croissante d’apres I1.2., et majorée
par n = dim(E). Elle est donc constante & partir d’un certain rang, et il existe s € N tel que
ng = Ngr1. Des lors on a :

NnNg =mn
ST N, = Nyt
Ng C Ngy1

Considérons p le plus petit entier tel que N, = Np41 (un tel entier existe car A = {k € N/Nj, =
Ni41} est une partie non vide (contient s) de N). Alors on a :

e Vk € [|0,p—1]], Ng# Npy1 par définition de p.

e VkeN, k>p= Ni= Ngq1 grace a la question IL.3.

2. La suite des dimensions (ix) est une suite d’entiers naturels décroissante d’apres I1.2.. Elle est
donc constante & partir d’un certain rang, et il existe t € N tel que i; = i44.1. Dés lors on a :

i = U1
= Iy = I1.
Iy C L

Considérons ¢ le plus petit entier tel que I, = I;41. Alors on a :

e Vk € [|0,q—1|], Iy # Ixy1 par définition de q.
e VkeN, k>q= I = Iy grace a la question II.4.

3. Par le théoréme du rang appliqué a u*, on a :

dim(E) = rg(u¥) + dim(Ker(u")) = n =iy +ny.

Or la suite (i) est strictement décroissante puis constante a partir du rang ¢, (ny) est strictement
croissante puis constante a partir du rang p. Comme enfin Vk € N, iy = n — ng, on a bien que
pP=aq.
Enfin comme 0 =ng <n; <---<np, <n,ona:
n=mny,—ng= My —Np_1)+ (Np_1—"Np_9)+---+ (N1 —ng) > p.
p (np p—1) + (1 p—2) ( )>p

-~

>1 >1 >1

4. On a déja par le théoreme du rang (appliqué a u? que dim(FE) = dim(N,) + dim(Zp).
Montrons que N, NI, = {Og}. Soit y € N, N I,. 1l existe x € E tel que y = uP(x). Alors on a :

uP(y) =0p = u*(z)=0g.
Donc z appartient & Ker(u?P), qui est égal & Ker(uP) par définition de p. On obtient :
y=uP(x) =0g.

Ainsi N, NI, = {0g}, et on a bien :
E=N,&1,

5. On sait déja que v induit des endomorphismes sur N, et I, (car ces s.e.v sont stables par u).

Considérons la restriction @ de u & N,. Alors pour tout z € N, @P(x) = uP(z) = 0. Ainsi @
est un endomorphisme nilpotent. Comme de plus N,—; & N, alors il existe € N, \ Np_1, et
on a WP~ (x) = uP~1(x) # 0g. Donc I'indice de nilpotence de 7 est p.

Considérons la restriction « de u a I,,. Montrons que @ est un automorphisme de I,. Comme on
est en dimension finie, il suffit de montrer que « est injective. Soit donc = € I, tel que u(z) = O.
Alors on a :

u(z) =0 = € Ker(u).
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Ainsi on a x € Ny N I,. Or on a vu que Ny C N, donc z € N, NI, = {Og}. On a donc bien
z = 0p, et @ est bien un automorphisme de Ij,.

Remarque. Dans la deuxieme partie de cette question, on a procédé comme dans la preuve du
théoreme du rang.

k

6. (a) Par le théoréme du rang appliqué a u”, on a n = i + ng pour tout k € N. Ainsi, on obtient

O =ik — k1 = (N —ng) — (N — Ng1) = Ngy1 — N

(b) On a montré que Ixy; C Ii. De plus Ij est de dimension finie. Par le cours, on obtient
Iexistence d’un supplémentaire Dy, de I dans Iy :

I, = Ik+1 ® Dy,.

En prenant les dimensions, on obtient dim(Dy) = iy — ix4+1 = Ok.-
(c) Ona I = u(ly) = ulg+1 + Di) = u(lt1) + u(Dy) = itz + u(Dy).
Justifions la troisieme égalité, en montrant que si u € L(E) et F,G sont des sous-espaces

vectoriels de F, alors :
u(F +G) =u(F) +u(G).

En effet pour z € F, on a :

zeu(F+G)e Jze (F+G),z=u(z)
< I(x1,m2) € F X G,z = u(xy + x2)
< I(z1,22) € F X G,z =u(z1) + u(z2)
< zeulF) 4+ u(Q)
(d) En prenant les dimensions on a :
dim(Ty 1) = dim(Txy + u(Dg) < dim(Ty2) + dim(u(Dy)) < dim(Tiy2) + dim(Dy).
Ainsi, on obtient 011 = ikyr1 — i1 < dim(Dy) = 0. Ceci étant vrai pour tout k& € N, on

en déduit que (dy) est décroissante.

(e) Soit u un endomorphisme nilpotent, et p son indice de nilpotence. On a alors :
{OE}:NOCN1C"'CNPZE.

De plus, on a montré que ces inclusions sont strictes : en effet s’il existe 0 < k < p —1 tel
que Ni = Njy1, alors N, = N, = E et uF =0, ce qui contredirait le fait que p soit I'indice
de nilpotence de u. L’indice de nilpotence de u est donc également ’entier p a
partir duquel la suite des noyaux itérés est constante.

Par ce qu’on a fait, on a déja que p < n (on retrouve ici un résultat déja obtenu dans le
TD20 - Exercice 29).

On sait que (d) est décroissante, et que dp = dim(Ker(u)) = 1. Donc pour tout k € N,
on a d; < 1. Comme de plus pour tout 0 < k < p—1, on a d; > 0 (la suite des noyaux
itérés est strictement décroissante entre 0 < k < p— 1) et que d; = 0 si k > p (la suite des
noyaux itérée est constante pour k > p), on en déduit que :

1si0<k<p-1
O =
0sik>np.

Finalement, on a :

n=mny="mnp—ng=(np—np-1)+ (Mp_1—np2)+---+ (n1 —no)
=0p—1+0p—2+---+d=p

L’indice de nilpotence de u est donc n.
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ITI. Cas de la dimension quelconque (facultatif)

1. Dans cette question on considere E = KN I’espace vectoriel des suites réelles ou complexes. On
note une suite u = (uy) sous la forme d’une liste infinie v = (ug, u1, ug,...).

(a) On considere 'application R : KN — KN suivante, appelée shift a droite :
R:u=(u,) — R(u) = (0,ug,u,us,...).

On vérifie sans difficulté que R est une application linéaire injective (montrez le !). On
sait alors (cours sur les applications, ou on le vérifie directement) que R* est aussi une
application linéaire injective. Ainsi N, = Ker(RF) = {Ogn} pour tout k& € N et la suite
(N) est constante.

Regardons I pour k € N :

I = {Rk(u)/u € KN} = {(0, .o, 0,ug,ug, . . )/'LLZ S K}
k fois
= {ueKN/ug=u; = =up_, =0}.
La suite (i) est bien strictement décroissante pour l'inclusion.
(b) On regarde maintenant ’application L : KN — KN suivante, appelée shift a gauche :
L:u=(up)— R(u) = (u1,us,us,...).

On vérifie sans difficulté que L est une application linéaire surjective (montrez le !). Alors
L* est aussi une application linéaire surjective. Ainsi I, = Im(L*) = K~ pour tout k € N
et la suite (Ij) est constante.
Regardons Ny, pour k € N. Soit v = (ug, w1, us,...) € KN :
u € Ny < LF(u) = O
= (uk, U1, Uk4-2, - - ) = OKN
SVs>k, us=0

La suite (Ng) est bien strictement croissante pour I'inclusion.

Remarque. On a L o R = Idgn. On retrouve en particulier que R est injective et que L est
surjective (cours sur les applications). MIAIS R et L ne sont pas bijectives. En particulier, on
a Ro L # Idg~ puisque :

Ro L(u) = (0,u1,u2,us, ...).

Rappelons que pour f,g € L(E), U'implication (f o g = Id = f, g bijectives) n’est vrai que si on
est EN DIMENSION FINIE !

Ces deux applications sont intéressantes a retenir...

2. (a) e Supposons que (N = Niiq et Ixy1 = Ixy2). Montrons que Iy = I1. On a déja que
I, D I41, reste & montrer ’autre inclusion.

Soit y € I, alors il existe x; € E tel que y = f*(x1). De plus, on a f(y) € Ij41 = 1o
Donc il existe x5 € Ij o tel que f(y) = f**2(23). On a ainsi

Fy) = fF @) = 2 (@)

En particulier, on a f**1(z; — f(22)) = Og et donc x1 — f(22) € Njpy1 = Ni. On a
donc f¥(xy — f(22)) = 0g. Finalement, on a

y = fH(x1) = M (2).

Ainsi y € Ix41 et on a l'inclusion Iy, C Ixyq.
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e Supposons que (I = Ixy1 et Ngy1 = Niy2). Montrons que Ny = Nii1. On a déja
Nk C Nk+1.

Soit y € Nyy1, alors f*(y) € Iy = Ipy1. 1l existe donc = € E tel que f¥(y) = f*+1(z).
Mais alors :
k+2 k+1
(@) = " (y) = 0p.
Ainsi € N2 = Npy1. On en déduit donc que f¥(y) = fF*1(x) = 0g et donc que y
appartient a Ni. D’ou linclusion Nyiq C Ny.
(b) On suppose donc 'existence de tels entiers p et g. On veut montrer que p = ¢ (on a déja
ce résultat en dimension finie).

e sip < g, alors (Ny—1 = Ny et Iy = I;41). Par la question précédente, on aurait alors
I,y = I, ce qui contredirait la définition (la minimalité) de l'entier ¢. Donc on a
P=q.

e sip > ¢, de méme (I,—1 = I, et N, = Npiq), d'ot Np_y = N, ce qui contredit la
définition de p cette fois. Ainsi on a p < q.

Finalement, on a bien p = q.




