PCSI5 Lycée Saint Louis

—— DM13
Correction du devoir maison

Probléme 1

1. On est dans le cas équiprobable. On peut donc calculer la probabilité en faisant le rapport du
nombre de cas favorables sur le nombre de cas possibles. Si on note G I’événement “Ben gagne”,
on a ici :

le nombre 4 étant le nombre de faces égales a 2 sur le dés B.

2. Notons C (resp. Cs) 'évenement “Jerry obtient 1 (resp. 5)”. La famille (C1, Cs) est un systeme
complet d’évenements. On en déduit ainsi que (formule des probabilités totales) :

P(G) = P(G N 01) + ]P)(G N 05) =Pc, (G)P(Cl) + Pc, (G)P(C{,)

1 2 1
Or on a P(C) = 3= P(Cs), et Po, (G) = 1, Pe, (G) = P(Bg) = 6= 3 (out Bg est I’évenement
1 1 2
“Ben obtient 6”). En remplagant, on obtient P(G) = 5t 5= 3

3. On note avec le méme principe les événements Dy et Dy. On obtient alors de la méme maniere :

2 3 4 2
4 2

5. Il vaut mieux étre a la place de Jerry. En effet on vient de montrer que pour tout dé (A,B,C,D),

il existe un autre dé (respectivement D,A B,C) tel que la probabilité de gain est égale a 3 > 3

Ainsi selon le choix de Ben, Jerry peut choisir un dé de telle facon d’avoir une probabilité de

gagner supérieure a 5 Il a donc plus de chance de gagner la partie.

6. Il nous faut encore pour pouvoir conclure :

i

N | =

e la probabilité que Ben gagne s’il choisit le dé A et Jerry le dé C : P(G) =

e la probabilité que Ben gagne s'il choisit le dé B et Jerry le dé D : P(G) = Pp,(G)P(D4) +
2 4 2 5

Ainsi la meilleure stratégie pour Jerry est de prendre les dés D,A,B,C respectivement si Ben
choisit les dés A B,C,D, puisqu’alors il a une probabilité égale a 3 de gagner.

On suppose que Jerry adopte la meilleure stratégie possible. Notons G la variable aléatoire
a si Ben gagne,
représentant le gain de Ben. On a G = ] &35
—1 si Jerry gagne.
1 2
Le gain moyen de Ben est K(G) = ag 3 Pour que Ben accepte de jouer, il faut que K(G) > 0

soit encore @ > 2. Ainsi, ’ensemble des a pour lesquels Ben accepterait de jouer est [3/2, +00].
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Probleme 2

On considere un espace euclidien (E,< -,- >) de dimension n € N*. Soit B = (ey,...,e,) une base
orthonormale de E. Soit f € £L(E). On définit 'application f* de F dans E par :

n
Vee E, f*(x)= Z <z, f(e;) > e.
i=1
1. Pour tout x,y € E, pour tout A\, u € R, on a :

FOr4py) = <A +py, fe) > e

i=1
=AY <a, fle) >eit+py <y, fle)>ei=A(x)+ nfy).
i=1 i=1
Ainsi on a bien f* € L(E).
2. (a) Pour tout z,y € E, on a :

n n
< @)y > =< <z, fle) >eny>=Y < fle) ><epy>
i=1 i=1

n n
= Z <z, fle) >< e,y >=< x,z <eny> fle) >

i=1 i=1

n n
=<u,f <Z<ei,y>ei> S=< x,f<z<ei,y>ei> >

i=1 =1
=<z, f(y) >

(b) Soit g une telle application. Alors on a pour tout z,y € E :

<g(a),y >=<uz, f(y) >=< f"(x),y >
D’ou < g(z) — f*(x),y >= 0. Ceci étant vrai pour tout y € F, on en déduit que g(x) —
f*(x) € E+ ={0g}. Ainsi on a bien g(x) — f*(z) = O pour tout = € F, et donc g = f*.
(¢c) On a pour tout z,y € E :
< () (x)y >=<=z, [*(y) >=< f(z),y >
Avec la question précédente, on en déduit que f = (f*)*.
De méme, on a pour tout z,y € F :
<Af +pg) (@), y > =<z, (Af + ng)(y) >= A <z, f(y) > +n <z,9(y) >

=A< [ @)y > Hn <g' @),y >=< (Af"+pg*)(z),y > .
On obtient (Af + ug)* = Af* + ug*.
Pour tout z,y € F :

<(fog)(x),y>=<uxz, fogly) >=<u f(9(y)) >

=< (@), 9(y) >=< g (f*(2)),y >=<g" o f*(x),y >

On obtient (f o g)* = g* o f*.

3. Soit f € L(E), et fixons B et B’ deux bases orthonormales de E. On définit alors de méme que
dans ’énoncé deux adjoints selon ces deux bases qu’on notera g et g’. On a pour tout z,y € E :

< g(x)vy >=< CU,f(y) >=< g/($)7y >

En utilisant une question précédente, on en déduit que g = ¢’. On en déduit donc que ’adjoint
ne dépend pas de la base choisie.
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,en) une base orthonormale de E, et notons A = (a;;) (resp. B = (b;;)) la

4. Soit B = (ey,...
matrice de f dans la base B (resp. la matrice de f* dans la base B’). On a pour tout i,j € E :

ai.j =< f(ej),ei >=< €j, f*(el) >= bj,i.

On a donc bien ‘A = B.

5. Montrons que Ker(f*) = Im(f)*
e Soit z € Ker(f*), et considérons y € Im(f). Il existe alors z € E tel que y = f(x). On a

alors :
< z,y >=<z, f(z) >=< f*(2),x >=<0g,z >=0.

Donc z € Im(f)*
e Soit z € Im(f)*. On a pour tout = € E :
< fH(z),x >=<z, f(z) >=0.

Ainsi f*(z) appartient & E+ = {0g}. Donc f*(z) = 0 et z € Ker(f*).

Appliquons I’égalité précédente a f* :
Ker((f*)") = Im(f*)*

= Ker(f) =Im(f*)*.
On prend alors 'orthogonal dans cette égalité (on est en dimension finie, donc (F+)+

= F) pour

obtenir le résultat voulu I'm(f*) = Ker(f)*.
6. Soit p € L(F) un projecteur sur F' parallelement a G (E = F & G).

= G. Soient alors

=y +y2 (T1,01 €

= Supposons que p soit un projecteur orthogonal, c’est & dire que F=*
x,y € F qu’'on décompose dans cette somme direct + = x1 + z2 et y

F,z9,y2 € G). On a :
<p(z),y >=<z1,y >=< 21,91 > + < T1,¥2 >=< 21,1

< x,p(y) >=< Z, Y1 >=< Ty + T2,Y1 >=< T1,Y1 > .
Ainsi on a montré que pour tout z,y € £, on a :
<p'(x),y >=<z,p(y) >=<p(z),y >
En utilisant une question précédente, on en déduit alors que p = p* (on dit que p est autoadjoint)

< Supposons a présent que p = p*. Alors on a en utilisant la question précédente :

F = Im(p) = Im(p*) = Ker(p)* = G*.

Donc p est bien une projection orthogonale.




