PCSI5 Lycée Saint Louis

DMT7

Correction du devoir maison

Exercice 1
1. La matrice P est une matrice 2 x 2. On peut donc appliqué le critere du cours : on a ad — bc =
1x2—-1x1=1%0. La matrice P est donc inversible, et son inverse est :

1 d —=b 2 -1
-1 _
P _ad—bc<—c a>_<—1 1)'

2. 11 suffit de faire le produit...

3. Porn=0,ona A’ =1, e¢ PD°P~ ! =PI, P~ = PP =1I,.
Soit a présent n > 1, on a :
A" =A X Ax---x A
n fois
= (PDP~Y) x (PDP™Y) x --- x (PDP™1) x (PDP™Y)
=PxDx(P'P)xDx---xDx (P 'P)xDxP!
—=PxDxDx---xDxP!

n fois

= pD"p .

Notons de plus que D" = <(1) 39L>

. _ —Up + 20, _ [ Un+1) _
4. (a) Ona: AX, = ( du, + 5o, > = <Un+1> = Xpt1.
(b) On a donc en itérant le résultat précédent

X, =AX, 1 =A%X,, _9=---=A"X, pour tout n € N.

1 1\/1 0 2 -1 2 — 3" 143"
. n __ np—1 __ =
Deplus,ona: A" = PD"P <1 2) <0 3”) <—1 1)(2—2><3” —1+2><3”>'

On en déduit, pour tout n € N :

u,\ [ 2-3" 143" up) (2 = 3M)ug + (=1 + 3")wg
on) T \2-2x3" —142x3") \wy) ~ \(2=2%x3Mug+ (=1 +2%x 3"y )

Ainsi, on a pour tout n € N :
Up = (2ug —vg) + 3" (vo —ug) et v, = (2ug — vo) + 3" (2v9 — 2up).

(¢) On a trois cas possibles :
e si ug = vy, les suites (uy,) et (vy,) sont constantes égales a 2ug — vy ;
e siup < vy, les suites (uy) et (vy,) divergent vers 400 ;
e si ug > vy, les suites (uy,) et (vy,) divergent vers —oo ;

5. (a) On a d’apres ’énoncé :
X' = AX = APX;.

1+ Y1

. En dérivant ces deux équations, on
= x1+2p

De plus on a X = PX;, soit { :?j

obtient :
{fc/ = 21+
yo= mt2y
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Ainsi on a X’ = PX/{. On obtient en remplagant dans I’égalité précédente :
PX;=APX, & X;=P'APX,=DX,
car A= PDP~L.

(b) On a alors en écrivant ce produit matriciel :

" 0 3)\m i)
Ainsi z1 et y; satisfont les deux équations différentielles linéaires du premier ordre a coef-
ficients constants suivantes :

ry=mx et y;=3y.

(c) On en déduit que pour tout t € R, z1(t) = el et y1(t) = pe® avec \, u € R.
On obtient alors x et y avec la relation X = P - X7 : pour tout t € R,

z(t) (1 1\ (At [ el + pedt
y)) — \1 2) \pedt ) \ el + 2uedt
Les solutions x et y du systeme de départ sont donc :

x(t) = et + ,ue?’t et y(t)= el + 2ue3t avec A\, u €R.

Exercice 2
Soit n > 3, on pose g, : T+ 2" + x% + 2z — 1.

1. La fonction g, est définie sur R, continue et dérivable sur cet intervalle, et pour tout x € R :
g (z) =na"t 42242

On a g} () > 0 quand x > 0. La fonction g, est donc continue et strictement croissante sur R
De plus g(0) = —1 et lim gp(x) = +00. gy réalise donc une bijection de Ry dans [—1,4o0].

T—+00
Puisque 0 € [—1, +o0[, ’"équation (E,) admet une unique solution sur Ry, notée x,.

2. Onagn(1/2) = (1/2)" +1/4 > 0 = gn(zp). Puisque g, est strictement croissante sur R, on en
déduit que z,, < 1/2.

3. Ona a:Zﬂ + :L‘%H + 2x,41 — 1 =0, soit 3331+1 +2rp01— 1= —;UZE On calcule gy, (zp41) :

2
Gn(Tnt1) = xZJrl + a1+ 200401 — 1
1
=ap g —apti=an (1 —2p1) =0 car  @pqq < 1/2.

Ainsi en utilisant que g, est strictement croissante et que g, (z,) = 0, on en déduit que z,+1 > =,
et ce pour tout n > 3. Donc la suite (x,,),>3 est croissante.

4. La suite (xy)n>3 est croissante et majorée par 1/2. Elle converge donc vers une limite ¢ telle
que 0 <0 <1/2.

On a pour tout n > 3, 0 < z,, < 1/2, donc 0 < z]» < (1/2)". Puisque (1/2)" — 0, on en déduit
par théoreme d’encadrement que lim ] existe et vaut 0. On peut passer a la limite dans 1’égalité
2" + 22 + 22, — 1 = 0 (tous les termes convergent !), on obtient :

Proa—1=0 < (=—-14+V2

Puisqu’enfin £ > 0, on en déduit £ = —1 + V2.




