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La qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements interviendront pour une part
importante dans ’appréciation des copies.

Exercice 1 (Méthode de Newton)
Soit a et b deux réels tels que a < b et f : [a,b] — R une fonction de classe C? sur [a, b].
On suppose en outre que :

o f(a) >0et f(b) <O0; o [/ est strictement négative sur [a, b].
Partie I. Principe de la méthode de Newton.
1. Montrer que I’équation f(z) = 0 admet une unique solution dans |a, b[, que 1’on notera «.

Le but de ce probleme est de présenter une méthode pour obtenir une valeur approchée de a. Cette
méthode consiste, a partir d’une premiere approximation g de «, a linéariser ’équation f(z) =0 au
voisinage de xg, donc a remplacer f par sa tangente en xg.

2. Soit zp € [a,b]. Déterminer l'abscisse du point d’intersection de l’axe des abscisses et de la
tangente & Cy en (zo, f(x0)).

On introduit alors la fonction g : [a,b] — R définie par :

x
G
f'(z)
On obtient ainsi une nouvelle approximation de « en prenant z7 = g(z¢). En poursuivant, on est
ainsi conduit a étudier l'existence, puis la convergence vers «, de la suite (x,) définie par la relation
Tp1 = g(Tn).

Vz € [a,b], g(z) =

3. Exemple. Dans cette question, on cherche une approximation de v/3. Pour cela, on considere
la fonction f : [1,3] — R définie par f(z) =3 — 2.

(a) Tracer la courbe représentative de f.

(b) Prenons zg = 2 (=~ v/3). Construire graphiquement les trois premiers termes de la suite

Partie II. Etude de la fonction g.

1. Montrer que g est de classe C! dans [a, b], et calculer sa dérivée. Calculer g(a) et ¢'(a).
2. On souhaite prouver qu’il existe K > 0 tel que pour tout z € [a,b], |g(z) — a| < K|z — af?.
(a) Justifier l'existence d’un couple (m, M) de réels strictement positifs tels que
Vo € la b, |f' (@)l =m et |f(x)[ <M

(b) Montrer qu’il existe L > 0 tel que V¢ € [a,b], |f(t)| < L|t — ¢

(c) Soit z € [a,b]. En utilisant le théoreme des accroissements finis sur [z, o] (ou [a, x]), justifier
que

M
lg(e) —al < Ll — ol

(d) Conclure.
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Partie III. Etude de la suite (Tn)nen-

xo € [a,b]

Soit (z,) la suite récurrente définie par :
(2n) P { Vn €N, 11 = g(xy)

1. Dans cette question uniquement, on suppose de plus que f” > 0 sur [a,b] et zg = a.

(a) Etudier les variations de g.
(b) Justifier que (z,,)nen est bien définie, croissante et majorée par «.

(¢) En déduire que la suite (z,,)nen converge vers .
2. On revient au cas général.

(a) Justifier qu'il existe h > 0 tel que en notant I = [ — h, + h], on ait Kh < 1et I C [a,b].

(b) Etablir que : Va € I, g(x) € I. En déduire que si 29 € I alors pour tout n € N, z,, est bien
définie et xz,, € I.

On suppose dans toute la suite du probléeme que xg € 1.

(c) Montrer que :
1 2"

e, Jo,—al < < (K@o—a)) ()

(d) En déduire que la suite (2, ),en converge vers al.

3. Exemple. Reprenons I’approximation de v/3. On considere toujours la fonction f : 1,3] = R
définie par f(z) =3 — 22.
(a) Montrer que I'on peut prendre K = 3 et h = 0,3 (on pourra remarquer que 1,7 < v/3 < 2).

(b) En déduire que la suite (z,) définie par zo = 2 et 2,11 = g(x,) est bien définie pour tout
n € N.

1 2n
Montrer que pour tout n > 0, on a |z, — /3| < §<0, 9)

—
o
~

(d) Combien d’itérations doit-on faire pour obtenir 100 décimales de V3 avec cette méthode ?

Combien d’itérations doit-on faire pour obtenir 100 décimales de v/3 par méthode de di-
chotomie 7 Quelle est la méthode la plus efficace ?

—
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Exercice 2
Le but de 'exercice est de trouver toutes les applications f :]0, +00[—]0, +o0] telles que :

. {w o) el ok SGat W) =u1e)

lim f(x)
T—+00

1. Trouver un exemple simple d’application qui remplit les conditions ci-dessus.
2. Soit f une application qui vérifie les conditions (k).

(a) Soit x €]0, +o00[, montrer qu'il existe z1 €]0, +oo] tel que f(x1) = x1. (On exprimera x1 en
fonction de z).
Montrer que : Vn € N, f(z?") = 22",

En déduire que si z; > 1, il y a une contradiction avec lim f(z) =
T—+00

1 1
(b) Sizy < 1, montrer que : Vn € N, f ( 2n> = f(zn) Obtenir également une contradiction.
xy x]
(c) Conclure.

! Avec la relation (x), on dit que (x,) converge vers « & l'ordre 2.



