PCSI5 Lycée Saint Louis

Correction du devoir surveillé du 19/09/15

Exercice 1
On considere la suite (uy,) définie par ug =4, u; = 11 et :

Yn € N\ {0,1}, wup =3un—1+ 4up_o.

Montrons par récurrence que pour tout n € N, on a la propriété P(n) suivante : u, = (—1)" 4+ 3 - 4™.
Instialisation :

n=0:alorsug=4et (—1)°+3 x4% =1+ 3 =4 donc P(0) est vraie.
n=1:u; =11et (-1)' +3 x4 = —1 + 12 = 11 donc P(1) est vraie.

Hérédité :
Soit n € N et supposons la propriété vraie au rang n et au rang n + 1. Montrons que P(n + 2) est
également vraie.
On a up1a = 3upy1 + 4uy, d’olt par hypothese de récurrence :
Unyz = 3((—1)™! 43 47%1) 4 4((~1)" + 3 47)

=3(-1)"" +4(-1)"+3.3-4"T1 + 3. 47

=3((-1)"" + (=)™ + (-1)* + 34" . (3+1)

. (~1)n + 3. 4n+2 — (_1)77—n-2 + 3, 471—}-2
Ainsi P(n + 2) est vraie.

Par principe de récurrence, on a donc montré que pour tout n € N, u, = (—1)" 4+ 3 - 4".

Exercice 2
1. (a) Une fonction f de [0,4o00[ dans R est croissante si pour tout z,y € [0, +o00[ tels que z < y,
on a f(z) < £(y).
(b) Pour tout z,y € R, on a |z +y| < |z| + |y

2. On considere la fonction
f: (0,400 —» R
Tz HLI

La fonction f est bien définie sur [0, +oco[ car z +1 > 0 si z > 0. Elle est dérivable sur cet
intervalle comme quotient de fonctions dérivables, et on a pour tout z > 0,
(l+z)—= 1

F@ =057 ~Trep

En particulier, on obtient que f'(z) > 0 pour z € [0, +oc[. Donc f est (strictement) croissante
sur [0, +oo.

3. Par ce qui précede on obtient donc que pour tout z,y € R, f(lz+y|) < f(|lz|+|y|), c’est a dire :

oty g 4
Tyl = T fal + Tyl T T+ el 7ol

=] [z ly lyl : .
Comme enfin TH ] < ] et Tl 4T3 < Ty O1 obtient :

z+yl 2] 1yl

Yo,y € R, )
il l+lz+y 1+  1+]y|
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Probléeme I

0,+0c] - R

On consideére la fonction f : = e’
z
l—e®

1. Etude de f

(a) Tout d’abord, f est bien définie sur 0, +o00| car pour tout z > 0, on a 1 — e* < 0. Elle est
de plus dérivable sur cet intervalle comme quotient de fonctions dérivables, et on a pour
tout x > 0 :

e?(1—e%) — (—e*)e” e”

f/(x) = (1 — 63’)2 (1 — 61')2.

(b) On observe que pour tout z > 0, f'(z) > 0. Donc f est strictement croissante sur |0, +o00].
On obtient donc le tableau de variation suivant :

n |0 7 +09

/ARl ‘
{?(2«) | +

y = |

!

—os

Calculons les limites de f au bornes de son ensemble de définition.
xZ

En 0, il n’y a pas de forme indéterminée, et on obtient par quotient : lim
z—0+ 1 — e

La courbe représentative de f admet donc une asymptote verticale en 0

= —0Q.

En +o00, on est dans le cas d’'une forme indéterminée du type “52”. On factorise alors en
bas par e* :
er 1
1—er e=—1
1

On peut alors passer a la limite par quotient : lim ———— = —1. Donc lim f(z)= -1

z—+00 7% — 1 z—>+00
et la courbe de f admet une asymptote horizontale en +oco d’équation y = —1.

On donne a présent Uallure de la courbe de f :

o s
»

o
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(c) Soit z €]0, +00[, on a

f(@) + f(z)?

:1-em

e

xT

€2m em(l _ €z> 4 62:1:
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* (1—e*)2

T (1-e7)

;= F(@).

2. On a vu que f est continue sur |0, +oo[ (elle y est méme dérivable) et qu’elle est strictement
croissante sur cet intervalle. Par le théoreme de la bijection, f réalise donc une bijection de
10, +00[ dans f(]0, +o0[) =] — oo, —1].

3. Notons ¢ :| — 0o, —1[—]0, +00[ la réciproque de f. On sait alors qu’elle est continue puisque
f Vest, et qu'elle a le méme sens de variation que f. Ainsi ¢ est croissante strictement sur

] — 00, —1].

On obtient la courbe de ¢ a partir de celle de f en faisant son symétrique par rapport & la droite

y = x. Voici son allure :

N

L o

—t
L

B

4. On a vu que f est dérivable sur |0, +o0[ et que f'(z) > 0 pour tout x > 0. Ainsi, ¢ est dérivable
sur | — oo, —1], et on a pour tout y < —1 :

¢’ (y)

1.(c) 1

1

RACIO))

o)+ f6W)° ~ y+¢*

5. (a) Montrons directement que f est bijective de |0, +oo| dans | — co, —1[. Pour cela, on fixe
y €] — 0o, —1] et on résout 'équation y = f(z). On cherche & montrer que cette équation

admet une unique solution z appartenant a |0, +ool.

y=f(z)ey=

T

1—e®
S y(l—e")=¢€"

T

Sy—ye =e
Sy=e(l+y)
ygl Y z

1+y

In bij.
S n (L> = x car

14y
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> 1 et on a bien

Reste alors a montrer que z > 0 : onay < y+ 1 < 0, donc

r =In L>>O.
14y

Ainsi on a montré que tout élément y €] — oo, —1[ admet un unique antécédent z =

Y+

In (%——) par f, autrement dit que f est bijective de |0, +oo[ dans | — oo, —1].
Yy

(b) D’apres la question précédente, on obtient que pour tout y dans | — oo, —1[, on a :

¢@%:m<f%z>-

On retrouve ici que ¢ est dérivable sur | — oo, —1] comme composées de fonctions dérivables,
et que pour tout y < —1:

y+1l-y
, +1)2 1 y+1 1 1
@/@): ¢l ] ) = 5 X = T3 d
9 (y+1) Y (w+1ly v 4y
y+1

On retrouve bien le résultat de la question 4.

Probleme II
Le but de cet exercice est de déterminer toutes les fonctions f de R dans R vérifiant la relation :
Ve,y R, [f(@)+ fy) =lz+yl. (E)
1. (a) La fonction identité f; vérifie (E), puisque pour tout z,y € R, on a :
[f1(2) + [i(y)] = |z + 9.
(b) La fonction identité fy vérifie (E), puisque pour tout z,y € R, on a :
[f2(z) + f2(y)l = [(—2) + (=p)| = | -z —y| = |z + y|.
2. Soit f une fonction de R dans R. Alors :

(Vz e R, [f(z)| = [z]) & (Vz €R, f(z) =z ou f(z) = —z)  (P2).

En effet, si pour z € R fixé, on a |f(z)| |, alors f(z) =z ou f(z) = —.

= II’
Réciproquement supposons que Vz € R, f(z) = z ou f(z) = —z. Alors |f(z)| = |z| ou |f(z)] =
| — z| = |z|, donc dans les deux cas |f(z)| = |z| pour tout = € R.

3. Soit f une fonction de R dans R vérifiant (F).
(a) On prend z = y = 0 dans (E), on obtient :
£(0) + f(0)] = |0+0] = 0.

Ainsi 2f(0)| = 0, soit encore f(0) = 0.
(b) Soit z € R, et prenons y = 0 dans (E), on obtient alors :

[f(z) + £(0)] = |z + 0] = |z].

Puisque f(0) = 0, on obtient bien |f(z)| = |z| pour tout = € R.
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(¢) i. La négation de la propriété :
(Vz € R, f(z) = z) ou (Vz € R, f(z) = —1x)
est

(Fz €R, f(z) # ) et (Fy €R, fy) # —y).

ii. Par Pabsurde, supposons que

(Fz eR, f(z) #z) et Fy R, fy) # —y).

En particulier, on a z,y # 0 (puisque f(0) = 0 = —0). Puisqu’on avait montré que
f(z) =z ou f(z) = —x, on en déduit ici que f(x) = —z. De méme, on a f(y) =y
Remplacons maintenant dans (E) pour de tels z et y. On a :

[f@) +fW)l=1-z+yl=lz+y|

On obtient donc —z+y =z +y ou —z+y = —(z + y), soit encore z = 0 ou y = 0, ce
qui est impossible comme on I’a déja remarqué.
Ainsi ’hypothese de départ était absurde, et on obtient donc que

(Vz e R, f(z) =x) ou (Vz € R, f(z) = —x)
soit encore f = f1 ou f = fo.

4. On a vu a la question 1. que les fonctions fi et fo satisfont bien (E), ce qui représente une
condition suffisante pour satisfaire (phase de Syntheése). On a ensuite montré a la question 3.
que si f : R — R satisfait (£), alors une condition nécessaire est que f = f1 ou f = fo (phase
d’Analyse). On peut donc conclure par raisonnement d’Analyse-Syntheése que l’ensemble des
fonctions f de R dans R satisfaisant (E) est :

{f1, f2}.

Probléme 111

Partie I : Réduction du probléme.
On pose f(z) = exp(Ax).

1. La fonction f est définie sur R (I’exponentielle 'est), elle est dérivable sur cet intervalle et pour
tout r € Ron a:
f'(z) = Aexp(\z).

Puisque par hypothese A > 0, on obtient que f/(z) > 0 pour tout z dans R, et donc que f

est strictement croissante sur R. De plus on a immédiatement (A > 0) lm f(z) = 0 et
T—>—00
mll}lfoof(x) = +o00.

2. (a) Soit z € R tel que f(z) = z. Alors fo f(z) = f(f(z)) = f(z) = z. Ce qui donne en

revenant a Pexpression de f :
Az
&= F{la)) = (@) = e

Donc z est bien solution de (E).

(b) Réciproquement supposons que z est solution de (F) et montrons que f(z) = z. On
raisonne par I’absurde en supposant que ce n’est pas le cas, c’est & dire que f(z) # z. On
a alors deux cas possibles :
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e soit f(x) > x : alors puisque f est strictement croissante on obtient en composant par
f:
fof(@)> f(z).

Mais z est solution de (E), donc fo f(x) = z. L’'inégalité devient finalement = > f(x)
ce qui contredit notre hypotheése de départ f(z) > =.

e soit z > f(x) : de méme puisque f est strictement croissante on a :
flz)>fof(z)==

puisque x est solution de (F), d’ou finalement x < f(z). C’est absurde puisqu’on avait
supposé f(z) < z.

Ainsi si z est solution de (E), on a bien f(z) = z.

On a donc montré ici que :
x est solution de (E) & f(z) = x.
Partie II : Etude de 1’équation f(z) = z.
3. La fonction g est dérivable sur R, et pour tout z € R :

d(z) = A — 1.

On a ¢/(z) > 0 si et seulement si e’ > 1/, soit encore 2 > In(1/))/A. La fonction g est donc

: g In(A . : A
strictement décroissante sur | — oo; — ng )] et strictement croissante sur [—]3%—), +o0].

On calcule & présent les limites de g en 400 :
lim ¢g(zr)= lim f(z)— 2 = —oo par somme.
T——00 T——00

En +o00, on a une forme indéterminée du type “cc — 0c0”. On factorise alors par z :

On a par croissances comparées lim —— = +o00, et donc par produit lim g(x) = +o0.
T-rtoo T Bpr00

On en déduit de cette étude le tableau de variation de g :

_hd

n - R A + 00
- o +0

1+1InA
En particulier g admet un minimum global en —1In(X\)/A, et g(—In(X)/A) = —1)\—11——
, : T In(A) . In()) . L i
4. g est continue sur | — oo, ——>] (resp. [——,+00[) et est strictement décroissante (resp.
strictement croissante) sur cet intervalle. Elle réalise donc une bijection de | — oo, —m/(\A)] sur

[——-——H}\n)\, +oo[ (resp. de [—lni\)‘),—{—oo[ sur [2H22 | 4o0]).
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Le nombre de solutions de I’équation g(z) = 0 (ou de f(z) = z) dépend alors du signe de
14+1InA

T Comme

141 1
~i£é>0@A><
A e

on peut alors conclure :

1

e si A > -, alors 'équation f(z) =z n’a pas de solution,

. . . In(X
= x admet une unique solution et celle-ci vaut — nE\ ) e,

)
e si A= %, alors I'équation f(x)
e si A< %, alors I’équation f(x) = x admet exactement deux solutions, 'une d’elles appar-

tenant & U'intervalle |0, —11)—(/\—)2[ et 'autre a U'intervalle | — In;’\) , +o0.

Partie III : Etude d’une suite associée a f-

On suppose que 0 < A < % et on note a 'unique solution de I’équation f(x) = = dans l'intervalle
10, —EL&-}‘)[ On considere la suite (uy) définie par ug = 0 et

Vn € N upy1 = f(un).

5. Montrons par récurrence que pour tout n € N, on a la propriété P(n) : u, € [0, «.
Initialisation : ug = 0 et 0 € [0, o] donc P(0) est vraie.
Hérédité : Soit n € N et supposons que P(n) est vraie. Montrons P(n + 1).

Par hypothese de récurrence, on a 0 < u, < «. Puisque f est croissante, on peut appliquer f
dans ces inéquations. On obtient :

0< flun) < fla).

Or upt+1 = f(un) et f(a) = a. Dot upt1 € [0,a], et P(n + 1) est vraie.

Par principe de récurrence on a donc montré que pour tout n € N, on a la propriété P(n) :
upn, € [0, al.

6. Pour n € N, on a upt1 — up = f(Un) — upn = g(uy).

Or g est décroissante strictement sur | — oo, —lnf\’\)} et g(a) = 0. Donc g(z) > 0 pour z € [0, a].

Ainsi g(u,) > 0 et donc uy,41 — u, > 0 pour tout n € N. La suite (uy,) est donc croissante.

7. La suite (uy,) est croissante, majorée par « puisque u, € [0, a] pour tout n € N. Elle converge
donc vers une limite finie £ qui appartient a l'intervalle [0, «].

8. On a donc limy,, 100 Uy = £. De plus on a vu que f est continue sur R. En passant a la limite
dans la relation u,+1 = f(u,) on obtient (par composition de limite) :

flo)=¢

Ainsi ¢ € [0,q] et satisfait f(¢) = €. Or on a établit que l'unique réel =z € [0, o] satisfaisant
f(z) =z est z = a. On a donc £ = a, et la suite (uy,) converge vers a.



