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PCSIS Lycée Saint Louis

Bxercice 1

On considère la, suite (u.r) définie paluo - 4, ut: 11 et :

Vn e N\ {0,1}, un:31tn-1t4u,,-2.

N{ontrons par récurrence que pour tout n € N, on alapropriétéP(n) suivante: ur: (-1)" +3.4".
Initiah,sat'ion :

n:0 : alors uo:4 et (-i)0 * 3 x 40 : 1+ 3:4 donc P(0) est vraie.
'n:7 i 'ü1:11 et (-1)1 -F 3 x 41 : -1 + 12: Ll donc 2(1) est vraie.

Hérédité :

Soit rr, € N et sllpposons la plopriété vraie au rang /l ct au lang n f 1. \Iontrons q.u.e P(n -r 2) est
égalernent vraie.
On a u,.,-p2 :3'11,,,1* 4un. d'où par hypothèse de récurrence :

uni2 :3((-1)"+' + 3. 4"+1) -+ -1((-1)" + 3. 4")

- 31-1)"-l - l(-l)" - 3.3 . +'-1 - 3.f"'l

- 3((-1)'*' - (-1)') - (-l )n -3.1ri-r . (3 - ll
: (- l)'r 3. l'-2 : (-I)'-l - 3. l'-2

Ainsi 2(n * 2) est vraie.

Par principe de récurrence. on a donc rlontré que pour tout rz € N, zr, : (-1)" +3.4".

Exercice 2

1. (a) tlne fonction / de [0.+oc[ dans R est croissante si pour tout r,U e [0,+oc[ teis que r { U,

ona./(:r) 3f(.E).
(b) Pour tout r,g e R. on a ]r +ÿl < l"J+ ly .

2. On considère la fonction
f : i0. +cc[ + R.

r+"tj

Lafonction / est bien définie sur 10,-too[ car r*7 )> 0 si r > 0. E]ie est dérivable sur cet
intervalle comme quotient de fonctions dérivables. et on a poul tout r ) 0,

'f'('''t-(t 
+r)-r

1i - .r.)2 (1 - .r;"r 
'

En particulier. on obtient quc ,f/(r) ) 0 pour ,r € f0, -l-cc,l. Donc / est (strictement) croissante
sur [0, +oc[.

3. Par ce qui précède on obtient clonc que ponr tout r,U Ç R, 
"f 

( ,+'ÿ]) < J("1+ iy ). c'est à dire :

lr+al . irl _ lyl
l-tr*g > I- x *1i -I+i *U

Corrrrnc 
",,t',, 1jq, a #" et ,rÿ;, . ,\. on c,btierit :

vz.u€R. lr,ryl ,. lrl * lyl'*1r - "-'1+lr+al - 1+lrl 1+lyl
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Problème I

10. +co[ -+
On consiclère 1a fonction / : $ + 1-er

t. Étude c1e /
(a) Tor-rt d'abord, f est bien définie sur ]0,toof car pour tout r ) 0, on a 1 - (:" .,-0. Elle est

de plus dérir.able sur cet intervalle comme quotient d.e fonctions dérivables. et on a pour
toutr>0:

e"(l-e")-(.-e'')e"

R.

e*

{'tt r\ - (7 - e"1z

e*

(l - 7''iz'

(b) On obsetve que pour tout r > 0, .f'(r) ) 0. Donc ./ est strictement croissarrte sur ]0,+co[.
On obtient clonc le tableau cle variation suivant :

Calculons 1es lirnites de / au bornes de son ensernble de cléfinition.

trn 0. il tr'y a pas de forme indéterminée. et on obtient par quotient : iiir . " : cc.
r-Ur 1 * er'

La courbe représentative de / admet donc une as1,'mptote verticale en 0

En *cc. on est dans le cas d'une f'orrne incléterrninée du t1'pe "3". On factorise alors en
bas par e' :

e'1
I -':, " 7

On perrt alcirs passer à la limite par quotient : lim 
-= 

: -1. Donc lirn Tk) : -t.r-Txe-r-lr_-*x"
et la courbe de / admet une asyrllptote horizontale en fcc d'équation y -1.
(Jn donne à présent l'allure de la courbe de / ;
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(c) Soit r €]0, +ocl, on a

.f (r) " .l'(t't2 - "" 
(7 - e,) + e2r

Lycée Saint Louis

- f '(.*).
- 1-e-e".

\-ex (1-e')2

On a vu que / est continue sur ]0, *cof (el1e .v est
croissante sur cet interralie. Par Ie théorème de la
j0, +ooI dans /(]0, +"cD :] - ro, -1[.
Notons ç tl - co, *1[-+i0, -Foof 1a réciproque cle /.
/ l'est, et qu'elle a 1e mêrne sens de variation que

I * -, -11.

(1 - 6';z (l - "*)2
même dérivable) et qu'erlle est strictement
bijection. ,f réaiise donc une bijection r,le

Orr sait alors c1u'elle est continue puisque

f Airisi <p est croissante strictement sur

e*

.),

On obtient 1a courbe de y' à partir de celle de I en faisant son syrnétrique par rapport à la droite
lJ : r. Voici sorr al1ure

On a vn que ,/ est dérivable sur ]0, fcci et qve: f'(r) ) 0 pour tout r > 0. Ainsi, ç4 est dérivable
sur I - æ, -1i, et on à pour tout y ( -1 :

Q'@) :
1 r.1";

f'(q(v)) f(ç{y))+ f @(a))2 a -f y2'

5. (a) Nlorürons directement que / est bijective de ]0,+oo[ dans ] - ca, -1[. Pour cela. on fixe
y Çi - æ, -1[ct on résout 1'écluatiott y : f (t:). f)n r:]rerche à rnontrt:r quc ccttc érlual,iorr
admet une unique solution r appartennnt r) ]0, -rco[.

?)'g:.1(r\ëll:1
L - (/

<+ ÿ(1 - €*) : "'
<+3/-Yer:er
,) lJ : ,t(,1 * Y)

!t1: I U ^r.
7+tl

Inbi.j , ( g \ Ut+" In I -L I :;.car ]- > 0
\l-yl l1-s
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Restealorsàmontrerquer)0: on ày<y+l< 0.rlonc -A- > letonabien
v+1/ ,,, \

r-lrr ( Li>0.
\1+ÿ/

Ainsi on a montré que tout élément g el r, -1[ admet un unique antécédent z :
./ÿ\lrr i ;{; ) lar /, autrement dit que / est bijective cle j0,+cal dans l- cc,-1t.

\r-+ÿ,/
(b) D'après la question précédente. orr obtient que pour tout y dans ] * oc, -11, on a :

o\u) r,. (,+-)
\i+Y/

On retronve ici que dr est dérir,able sur ]-,-, -licomme composées de fbrrctions dérivables,
et que pour tout A I -l :

\t-ï1 a

Ç,,ht):-+:#ÿ"+:6+fu:h
y-1

On retrouve bien Ie résultat de la cluestion 1.

Problème II
Le but cie cet exercice est de déterminel toutes les fonctions ./ de R. dans lR. r.,érifiant la relation :

Yr.y Ç R. ,/(r) - f (a')l : le, + yl. (E)

1. (a) La ibrrction identité fi vérifie (E). puisque ponr tout r,ÿ € lR.on a:

lfil.r) -r h(y)l : i, + yl

(b) La fonction identité /2 -,,érifle (E), pr-risque pour tout r,ÿ € lR, on a:

lfz(")+ fz(v)] : l(*er) + (-y)l: -:r - yl: {+y).

2. Soit.f une forction de lR dans R. Alors:

(Vre R.,/'(r):,rl) <+(Vre R.. fQ):rorf(r) --r) (Pz)

En effet. sipourr€lR.fixé. on u l/(r)i: irl, trlors /(r) :z ou f Q):-r.
Réciproquement supposons que Vr e lR., T@): r oLr /(r) : -t,. Alors ]/(r)] :1"1 ou ]/(r)] :
]-rl : ]el, donc dans 1es deux cas l.f(r)i: ]z] pour tout r € R..

3. Soit / une fonction de R dans 1R vérifiant (E).

(a) Onprend r:A:0clans (E). onobtient:

l/(o) +/(o)l:lo+ol :0.

Ainsi l2l(0)l : 0, soit encore ,f (0) : 0.

(b) Soit r e lR, et prenons ÿ:0 dans (E). on obtient alors :

lf @) + /(0) : ir + 01 - lrl.

Puisclre /(0):0, on obtient bien l/(")i: lrl pour tout r e lR.
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(c) i. La négation de ia propriété :

(Vr e 1R, f (r): r) ou (Vz e R.. /(r') - -r)
est

(Ir e lR, .T{ù * r) et (ty e lR, /(y) * -y)
ii. Par l'absurde. supposons que

(Ir e JR, f (") * r) et (Iy e R, /(y) * -g).

En particnller, on a r,!J I 0 (puisque /(0) :0 : -0). Puisqu'on avait trontr'é que

f ("): z ou /(r) - *.t:, on en déduit ici qur: f (.r): -r" De même. on a f (y):y
Remplaçons maintenant dans (E) pour de tels r et'g. On a :

1f@) + f(ùl : | - r- u, : ir + s .

Onobtient donc -r *y: rf g ou *r*?J: -(r+y), soit encore t-0 ou ÿ:0. ce

qui est impossible comme on l'a déjà remarqué.
Ainsi l'h1'pothèse de départ était absurde. et orL cibtient donc clue

(Vr e R., f (*): r) ou (Vr e R.' /(r) - -.r)

soitencore J:houf:1r.
4. On zr vu i\ ia question 1. que les fonctions h et Tz satisfont bien (E). ce qui représente uue

condition suffisante pour satisfàire (phase de Synthèse). On a ensuite rrontré à la questiorr 3.

que si /:1R +lR.satisfait (-E). alorsune conditionnécessaireest que /: "fi ou f : fz (phase
cl'Analyse). On peut donc conclure par raisonnement d'Analirse-Synthèse que I'ensemble des
fonctions / de R. dans R. satisfaiszrnt (E) est :

{h, fz}.

Problème ïII

Partie I : Réduction du problème.

On pose f (r) : exp(Àr).

1. La fonction / est définie sur R. (1'exponentielle I'est). e1le est clérivable sul cet intervalle et pour
toutr€lRona:

f',.r) - À expr,\7,.

Puisque par ir-ripothi:sc À > û, on obtient que f'(r') > 0 pour tout ir: dans R. et donc que /
est stricternent croissante sur R. De plus rin a immédiatement (À > 0) liur .f(r) : 0 et

,I?.. f (r): +cn.

2. (a) Soitr €lRte1 qr-re f(.r):r. Alors/./(r) :.f(.f(r)): f(r')- r. Ceqtiidorrneen
reverrant à I'cxpression de .f :

r : f (f (r)) : "À;1r1 
: sÀeÀ' .

Donc z est bien solution cle (E).

(b) Réciproquement supposons que r est solr:tion de (E) et montrons que f(r'): r. On
raisonne par'l'absurde en supposant que ce n'est pas le cas. c'est à dire que /(r) I r. On
a, alors derui cas possibles :
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o sciit /(r) > z : aiors puisqr.re / est strictement croissante on obtient en composant par
f..

f"f@)>fQ,).
\'Iais r est solutiort de (E), donc / " f (r): r. L'inégalité devient finalement r> f (t:)
ce qui contredit notre hypotirèse de rlépart f @) > ,.

o soit r > f G) : de même puisqrle / est strictement croissante on à :

f(")>f"f(r):r
puisque r est solution de (E). d'où fi.nalement;r < /(r). C'est absurde puisqu'on avait
supposé f(r)<t:.

Ainsi si z est solution de (E), on a bien f (.t:):*.
Orr a clouc rriorrtré ici qui: :

z est solutiori de (tr) * f (r) : a.

Partie II : Étude de l'équation /(r) : r.

3. La f'onction g est dérivabie sur JR, et pour tout r; € R :

g'(*): ÀeÀ'- 1'

Onag'(r)>0sietseulernentsierÀ'>ll^.soitencorer>ln(1/À)lÀ.La"fonctiongerstdonc
strictement clécroissir,ntr: sur ]- ixi: -EP, ., stlictement croissante sur l-bP.+-1.
On calcule à présent ies liurites de g en :toc :

,IT- g@') :,I':'." TQ) -'r: : -"') Pàl- somrlc'

En *c<,, on a une forme indéterrrrinée du tr.pe "cc - cc". On factolise trlors pàr r :

/,\'' \glr):,''[--l].
\.r /

"À,Orr a p:rr cloissaur:trs compar'(:es l1ru ; 
: *oc, et donc par- pr.oduit ,IT_ gk) : +x..

En particulier g aclmet un minimurn giobal en -1n(À)/À, et 9(-h(À)/À) : '*.'"^.

g est crintinue sur I - -, -S1 1r"rp. t-+, *-l) "t esa ,rr**rr"* ae.]or""urre (resp.

strictement croissante) sur cet interva,lie. Elle réalise clonc une bijection.1" ]- -,-$1 rrt
[ry,+,æl (resp. a" l-Y, **[ sur []:]rÀ. -r-ool).

4.

6

On en déduit de cette éttide ie tableau cle variatlon de g :
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Le nombre de solutions de I'équatiorr g(r) : 0 (ou de l(r) : r) dépend alors du signe de
1*luÀ -L'ornme

À 1- InÀ 1

À >0<=^r;.

on peut alors conciure :

o si À > j. alors ]'équation f (") - z n'a, pas de solution.

o si À: j, alors i'éqrr:rtiriri f ("):r aclmet urre uni<1ue soiution et celle-ci vaut -Ep : e.

o si À ( ]. alors ]'équation f (fl: r arlmet exactement cleux sohitiols. 1'une d'eiles âppar-

re,arrr à I'irrr,,r.r.aile ]0 -+ler I'autlt,à I'inter.r-all" ]- 9J.-o._1.

Partie III : Étude d'une suite associée à /.
Onsupposeque0<À<]etonnoteal'uniquesolutiontlel'équation.f(r):rdansfintervalle
]0,*EP[. C)n consir]ère la suite (r-r,,) rléfinie par u0 :0 et

Vn e N. un-t : .l'(,r,,1.

5. Nlontrons par récurrence que pour tout ??, e N, on a la propriété P(n): u, e [0,4].

Initialisatio'n : 'u{):0 et 0 e i0.r.r] donc 2(0) est yraie.

Hérédité; Soit rz € N et supposons que 2(n) est vraie. Nlontrons P(n+1).
Par hypothèse de récurlence. on a 0 1 ur, 1a. Puisque / est cloissante, on peut applicluer f
dan-s ces inéquations. On obtient :

0</(rt,,) </(").

Or u,,..1 : f (u") et /(o) : rl. D'où un+1 e i0,ci], et P(n-t 1) est vraie.

Par pr:incipe de rér:rrrrence on a donc montré (111e pollr tout rz € N. on a la propriété P(n) :

z" € [0, o].

6. Porr n € N, otr à u,7711 -u,ro: f (.rr") -un: g(ur).

Or g est décroissante strictement sur'] - :c. -Yl et g(a) :0. Donc g{r) > 0 pour r: € [0,n1.
Ainsi9(u,,) )0etdoncu,,;1 -un)0pourtoutn€N.Lasuite(u,,) estdonccroissante.

7. La suite (zr) est croissante. rnajorée par rr puisqueTr,, e [0,a] pour tout n e N. El1e co]lverge
donc vers une liurite finie I qui appartlent à f interr.alle [0, ri].

B. On a donc iirnr, >1.o 'un, : {,. De plus t;1} â vu qLle 
"F 

est continue snr lR. En pa,ssant à 1a limite
dans 1a relation 'un*t :,f (u") on obtient (par cornposition de lirnite) :

T«) : {,,

Ainsi I e l0,al ct satisfait ,f({.): {.. Or on à établit qrie I'uniquc réel r e [0.4] satisfaisarit

TU): r est r: o. On a tlonc (: a, et la suite (z,r) converge vers o.
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